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OBSERWOWALNO  UK ADÓW DYSKRETNYCH 
NIECA KOWITEGO RZ DU Z OPÓ NIENIEM 

W WEKTORZE STANU 
W artykule rozpatrzono problem obserwowalno ci liniowych uk adów dyskretnych 
dodatnich oraz standardowych nieca kowitego rz du z jednym opó nieniem 
we wspó rz dnych stanu. Sformu owano definicje i kryteria obserwowalno ci oraz 
zaproponowano metod  obliczania stanu pocz tkowego rozpatrywanej klasy 
uk adów. G ówne kryteria sformu owano dla n obserwowalno ci, b d cej 
przypadkiem szczególnym obserwowalno ci.  

 

OBSERVABILITY OF DISCRETE-TIME FRACTIONAL ORDER 
SYSTEMS WITH STATE DELAY 

In the paper the observability problem for the positive and the standard linear 
discrete-time fractional order system with one state delay is presented. Necessary 
and sufficient conditions for n observability are formulated and proved. 
A simple method for computing the initial condition is proposed. Considerations 
are illustrated by numerical examples. 

 

1. WST P  
Obserwowalno , podobnie jak stabilno  czy sterowalno , nale y do fundam entalnych 
poj  i problem ów teorii sterowania. Studium  problem atyki obserwowalno ci datuje si  od 
roku 1960 [2]. Ogólnie obserwowalno  jest w a ciwo ci  uk adu sterowania, która polega na 
tym, e na podstawie zarejestrowanego sygna u wyj ciowego w okre lonym przedziale czasu 
mo na wyznaczy  (odtworzy ) stan pocz tkowy tego uk adu. Znajom o  stanu jest istotna 
przy stosowaniu algorytmu estymacji minimalnokwadratowej. 
W ram ach szeroko rozum ianej teorii uk adów dynam icznych m o na wyró ni  kilka klas 
uk adów. S  to uk ady standardowe, uk ady dodatnie czy intensywnie analizowane 
w ostatnich latach – uk ady nieca kowitego rz du. Uk ady standardowe s  najogólniejsz  
klas  uk adów dynam icznych. Podklas  uk adów standardowych stanowi  uk ady dodatnie, 
w których sk adowe wektorów wym usze , warunków pocz tkowych, stanu i wyj cia 
przyjmuj  tylko warto ci nieujem ne. Uk ady nieca kowitego rz du s  to natom iast uk ady, 
do opisu których wykorzystuje si  aparat rachunku ró niczkowo-ca kowego, zapocz tkowany 
w XVII wieku [6]. 
W niniejszym artykule rozpatrywany b dzie problem obserwowalno ci uk adów dyskretnych 
dodatnich i standardowych nieca kowitego rz du z opó nieniem w wektorze stanu. 
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2.  SFORMU OWANIE PROBLEMU 
W artykule b d  stosowane nast puj ce oznaczenia: ( )n m n m  - zbiór m acierzy wymiaru 
n m  o elem entach rzeczywistych (nieujem nych) oraz 1 1( );n n n n  Z  - zbiór 
liczb ca kowitych dodatnich; nI  - macierz jednostkowa wymiaru .n n   
W r ozwa aniach przyjm iemy definicj  ró niczko-ca ki u amkowego rz du podan  przez 
Grünwalda-Letnikova w postaci (np. [3, 5]) 

 ( )

0 0

1 1( 1) ,
i i

j
i i j j i j

j j
x x x

jh h
 (1) 

gdzie  jest rz dem (nieca kowitym), h jest okresem próbkowania, i Z  jest numerem 
próbki, dla której jest obliczana ró niczko-ca ka. Wspó czynniki ( )n

j  w (1) s  zdefiniowane 
nast puj co [3] 

 ( )

1 dla 0

( 1) ( 1)( 1) dla 1,2,...
!

j
j

j

j j
j

 (2) 

lub 

 ( ) ( ) ( )
0 1

11; 1 , 1, 2,...j j j
j

 (3) 

We my pod uwag  liniowy uk ad dyskretny z opó nieniem zm iennych stanu, opisany 
poni szymi równaniami  

 1 0 1 1 , ,i i i ix A x A x Bu i Z  (4) 

 ,i i iy Cx Du  (5) 

gdzie , n
ix  ,m

iu  p
iy  s  wektoram i stanu, wym uszenia i odpowiedzi oraz 

0 ,n nA  1 ,n nA ,n mB  ,p nC  .p mD  
Warunki pocz tkowe dla  równania  (4) s  nast puj ce 

 , 0 ,1.n
ix i  (6) 

Uwzgl dniaj c definicj  Grünwalda-Letnikova (przy 1h ) oraz przyjm uj c bez straty 
ogólno ci rozwa a , e 0 iu  ( 0, 0B D ) otrzym amy uk ad dyskretny opisany 
poni szymi równaniami 
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 1 1 0 0 1 1
0

( 1) ,
i

j
i i j

j
x x A x A x i Z

j
 (7) 

 .i iy Cx  (8) 

Rozwi zanie równania stanu (7) przy warunkach pocz tkowych  (6) ma posta  [4] 

 
1

0 1 1 2 1 1
0

i

i i i n i j
j

x x A I x  (9) 

gdzie macierz i  (podstawowa) spe nia równanie 

 
1

1 0 1 2 1
3

,
i

i n i n j i j
j

A I A I  (10) 

  z warunkiem pocz tkowym 

 0 ; 0n iI  dla 0.i  (11) 

 
Definicja 1.  Uk ad (7), (8)   nazywam y obserwowalnym  w q krokach, je eli na podstawie 
znajomo ci warto ci odpowiedzi 0 1 1, , ..., qy y y  w kolejnych q krokach, m o emy 

jednoznacznie wyznaczy  stan 0
nx  oraz 1

nx  tego uk adu. 
 
Definicja 2. Uk ad (7), (8) nazywamy obserwowalnym, je eli istnieje liczba naturalna q Z  
( 1)q  taka, e uk ad ten jest obserwowalny w q  krokach. 
 

Celem niniejszej pracy jest podanie kryteriów obserwowalno ci uk adu dyskretnego 
nieca kowitego rz du (7), (8)  oraz zale no ci na wyznaczenie stanu pocz tkowego (6) 
rozpatrywanego uk adu dynamicznego. 
 

3. G ÓWNY REZULTAT 
 

3.1.  Obserwowalno  dodatniego uk adu nieca kowitego rz du 
 
Definicja 4.  [1, 3, 4] Uk ad (7), (8) nazywam y dodatnim je eli dla dowolnych nieujem nych 
warunków pocz tkowych , 0,1n

ix i  i ka dego nieujem nego ci gu steruj cego 
,m

iu i Z ,  zachodzi ,n p
i ix y  dla wszystkich .i Z  

 
Je eli  

 0 1 (12) 
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to wspó czynniki (3) s  nieujemne, tj. [4]  

 ( ) 1( 1) 0, 1,2,...j
j j j

j
 (13) 

Je eli 0 1 oraz  

 0 1 2( ) , ( ) ,n n n nA I A I  (14) 

to macierze (10) maj  wszystkie elementy nieujemne, tj. [4] 

 , . n n
i i Z  (15) 

Twierdzenie 1. [4] Uk ad (7), (8) dla 0 1 jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy 

 0 1 2( ) , ( ) , .n n n n p nA I A I C   (16) 

 
Podstawiaj c (9) do równania wyj cia (8) otrzymamy 

 0 1 1 2 1.i i iy C x C A I x  (17) 

Dokonuj c nast pnie podstawie  dla 0,1,..., 1i q  w (17) otrzymamy  

 0 0 ,q
qy S x  (18) 

gdzie 

 

0

1 1 0 1 2
02 2

2 2 1 1 20 0
1

1 1 2 1 2

0
( )
( ), , .

( )

q qp qp n n
q

q q q

y C
y C C A I

x
y C C A Iy S x

x

y C C A I

 (19) 

 
Niech ke  ( 1, 2,...,k n ) b dzie k-tym wierszem macierzy jednostkowej nI  oraz 0.a  Wiersz 

kae  nazywam y wierszem  m onomialnym (tylko jeden elem ent jest dodatni, pozosta e s  
równe zero).  
 
Twierdzenie 2.  Uk ad dodatni (7), (8) jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy z 
macierzy qS  o postaci (19) mo na wybra  2n  liniowo niezale nych wierszy monomialnych. 
 
Dowód. Dowód wynika bezpo rednio ze wzoru (18) oraz definicji 1. Znaj c ci g odpowiedzi 
uk adu 0

q qpy  (19) mo emy wyznaczy  stan 0
nx  oraz 1

nx  uk adu dodatniego (7), 
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(8) wtedy i tylko wtedy, gdy m acierz qS  (19) zawiera 2n  liniowo niezale nych wierszy 
monomialnych.  
 
Przyk ad 1. Zbada  obserwowalno  dodatniego uk adu nieca kowitego rz du z opó nieniem 
(7), (8) o macierzach 

 0 1

0.5 0 0.8 0.125 0 0.25
0.142 0 0

0 0.333 0 , 0 0.1 0 , .
0 0.333 0

0 0 0.5 0.17 0 0.125
A A C  (20) 

W rozpatrywanym uk adzie 3, 2.n p   
Na podstawie twierdzenia 1 dla rz du 0.5  mamy 

 3 3 3 3
0 1 2

0 0 0.80 0 0 0.25
0 0.17 0 , 0 0.225 0 .
0 0 0 0.17 0 0

A I A I  (21) 

przy czym (0.5)
2 2

(1 0.5)0.5 0.125.
1

 

Rozpatrywany uk ad o m acierzach (20) jest dodatni dla rz du 0.5 . atwo m o na 
sprawdzi , e dla 0 0.5  lub 0.5 1 warunki twierdzenia 1 nie b d  spe nione. 
Sprawdzimy czy rozpatrywany uk ad dodatni jest obserwowalny w 3q  krokach. Obliczaj c 
macierz (19) otrzymamy 

 3 1 0 1 2 3

2 1 1 2 3

0.142 0 0 0 0 0
0 0.333 0 0 0 0

0
0 0 0.113 0 0 0.035

( )
0 0.056 0 0 0.075 0

( )
0 0 0.035 0.019 0 0
0 0.084 0 0 0.012 0

q

C
S S C C A I

C C A I
 (22) 

przy czym 

 2
0 3 1 0 3 2 1 1 2 3 0

0 0 0.80 0 0 0.25
, 0 0.17 0 , ( ) 0 0.25 0 ,

0 0 0 0.17 0 0
I A I A I  (23) 

Macierz (22) nie zawiera 2 6n  liniowo niezale nych wierszy m onomialnych. Zawiera ona 
tylko 2  takie wiersze. Rozpatrywany uk ad nie jest obserwowalny. atwo mo na sprawdzi , 
e w wi kszej liczbie kroków q uk ad tak e nie b dzie spe nia  warunków twierdzenia 2. 

Zauwa my, e do spe nienia warunku twierdzenia 2 potrzeba, aby m acierz 6 6
3S  (22) 

by a m onomialna, co w ogólnym  przypadku jest bardzo trudne do spe nienia. W  uk adach 
dyskretnych nieca kowitego rz du z opó nieniem istnieje wobec tego podobny problem  jak 
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w przypadku uk adów ca kowitego rz du [2]. Wynika on z faktu, e wyst puj cy w równaniu 
(18) wektor 0x  jest tzw. wektorem  zupe nego stanu pocz tkowego, który sk ada si  
z chwilowych stanów pocz tkowych (6). W  celu jednoznacznego odtworzenia sk adowych 
wektora (19) b dziemy rozpatrywa  tzw. n obserwowalno , czyli obserwowalno  
wzgl dem poszczególnych sk adowych 0x  (19).  
Definicja. 4. Uk ad dodatni (7), (8)  nazywam y n obserwowalnym w q krokach, je eli na 
podstawie znajomo ci warto ci odpowiedzi 0 1 1, , ..., qy y y  tego uk adu w kolejnych q krokach, 
mo emy jednoznacznie wyznaczy : 

a) stan  0
nx   przy za o eniu 1 0,x  

b) stan  1
nx  przy za o eniu 0 0.x  

 
Definicja 5. Uk ad dodatni (7), (8) nazywam y n obserwowalnym, je eli istnieje liczba 
naturalna q Z  ( 1),q  taka e uk ad ten jest obserwowalny w q krokach (zgodnie 
z definicj  4). 
 
Uwzgl dniaj c wzory (17) - (19) oraz za o enia wynikaj ce z definicji 4, otrzymamy:  

 0 0 ,q
qy S x  (24) 

 0 1,
q

qy S x  (25) 

gdzie 

 

0

1 1

2 20 0

1 1

0

1 0 1 2

2 1 1 20 1

1 2 1 2

, , ,

0
( )
( ), , ,

( )

q qp qp n n
q

q q

q qp qp n n
q

q q

y C
y C
y Cy S x

y C

y
y C A I
y C A Iy S x

y C A I

 (26) 

przy czym odpowied  0
qy  jest wywo ana warunkiem pocz tkowym 0x , natomiast odpowied  

0
qy  jest wywo ana warunkiem pocz tkowym 1.x   
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Twierdzenie 3.  Uk ad dodatni (7), (8) jest n obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy 

z macierzy qS  oraz  qS  o postaci (26) m o na wybra  n liniowo niezale nych wierszy 
monomialnych. 
 
Dowód. Dowód jest podobny jak w twierdzeniu 2.  
 
Lemat 1. Je eli uk ad (7), (8) jest n obserwowalny, to jest on  obserwowalny w q 
krokach, gdzie [ / ]q E n v , przy czym  [ / ]E n v  oznacza najm niejsz  liczb  ca kowit  
wi ksz  lub równ  /n v , gdzie v jest liczb  liniowo niezale nych wierszy m acierzy C  tego 
uk adu. 
 
Dowód. Ka da m acierz ,kC  0 ,1,..., 1k q  w m acierzy qS  (26) oraz ka da m acierz 

1 2( ),lC A I  0 ,1,..., 2l q  w m acierzy qS  (26) m o e m ie  co najwy ej v liniowo 
niezale nych wierszy m onomialnych. Je eli wi c uk ad dodatni (7), (8) jest  
obserwowalny to .Nl v   
 
Twierdzenie 4.  Je eli uk ad dodatni (7), (8) jest n obserwowalny to znaj c ci g 
odpowiedzi 0

q qpy  oraz 0
q qpy  mo emy nieujem ny stan pocz tkowy 0

nx  oraz 

1
nx  tego uk adu wyznacza  odpowiednio ze wzorów 

 
1

0 0 ,T T q
q q qx S S S y  (27) 

 
1

1 0 .T T q
q q qx S S S y  (28) 

 
Dowód. Je eli istnieje takie q, e rz d qS n  oraz rz d qS n  to wtedy m acierz T

q qS S  oraz 
T
q qS S  jest nieosobliwa. Podstawiaj c (24) i (25)  do (27) i (28) otrzym amy odpowiednio 

1
0 0 0[ ]T T

q q q qx S S S S x x   oraz  1
1 1 1[ ]T T

q q q qx S S S S x x  co ko czy dowód twierdzenia.  
 
Przyk ad 2.  Nale y zbada  n obserwowalno  uk adu rozpatrywanego w przyk adzie 1, 
sprawdzaj c warunki twierdzenia 3 zgodnie z za o eniami definicji 4. 
 
Aby okre li  liczb  kroków q wykorzystam y lem at 1. Zgodnie z tym  lem atem m amy 

[ / ] 2.q E n v  Oznacza to, e rozpatrywany uk ad m o e by  obserwowalny w 2q  
krokach. Wyznaczaj c macierze qS ,  qS  (26) przy 2q  otrzymamy, e warunki twierdzenia 
3 nie s  spe nione. Obliczaj c natomiast macierze (26) przy 3q  mamy 
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 6 3
2 1

2

0.142 0 0
0 0.333 0
0 0 0.113

,
0 0.056 0
0 0 0.035
0 0.084 0

q

C
S S C

C
 

 6 3
2 0 1 2

1 1 2

0 0 0
0 0 0

0
0 0 0.035

( ) .
0 0.075 0

( )
0.019 0 0

0 0.012 0

qS S C A I
C A I

 (29) 

Macierze (29) zawieraj  3n  liniowo niezale ne wiersze monomialne. Rozpatrywany uk ad 
nieca kowitego rz du o macierzach (20) jest obserwowalny. 
Niech odpowied  uk adu przy 0 0x  oraz 1 0x  ma posta , 

 2
0 0 0.284 0.333 0.341 0.056 0.106 0.084 Tqy y  (30) 

natomiast  przy 1 0x  oraz 0 0x  posta  odpowiedzi b dzie nast puj ca 

 2
0 0 0 0 0.142 0.149 0.019 0.025 .Tqy y  (31) 

atwo mo na sprawdzi , e macierze 1
2 2 2[ ]T TS S S , 1

2 2 2[ ]T TS S S  zawieraj  elementy nieujemne.  
Dokonuj c podstawie  w (27), (28) i uwzgl dniaj c (30) oraz (31) otrzymamy 

 
11 2 3 2 3

0 2 2 2 0 1 2 2 2 0

2 1
1 , 2 .
3 4

T T T Tx S S S y x S S S y  (32) 

Rozpatrywany uk ad dodatni nieca kowitego rz du jest obserwowalny w 3q  krokach. 
  

3.2.  Obserwowalno  standardowego uk adu nieca kowitego rz du 
 
We my pod uwag  uk ad o równaniach (7), (8).  
 
Twierdzenie 5. Uk ad (7), (8) jest obserwowalny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka liczba 
naturalna q, dla której 2 ,qrz d S n  gdzie m acierz qS  m a posta  (19). Stan pocz tkowy 
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0
nx , 1

nx  tego uk adu, przy znanym  ci gu odpowiedzi 0
qy  mo na wyznaczy  ze 

wzoru 

 
10

0
1

.T T q
q q q

x
S S S y

x
 (33) 

Dowód. Dowód jest podobny jak w twierdzeniu 4.  
  
Przyk ad 3. Nale y zbada  obserwowalno  uk adu dyskretnego z opó nieniem o macierzach 
(20), rozpatrywanego w przyk adzie 1.  
 
W przyk adzie 1 stwierdzono, e uk ad o m acierzach (20) jest dodatni dla 0.5.  Oznacza 
to, e przyjm uj c 0 0.5  lub 0.5 1 ma my u k ad standardowy. Zbadam y 
obserwowalno  tego uk adu przyjmuj c 0.2.  

atwo sprawdzi , e m acierz qS  (19)  przy 3q  (przyk ad 1 ,2) nie m a pe nego rz du 
kolumnowego. Obliczaj c qS  (19)  przy  4q  mamy 

 1 0 1 2
4

2 1 1 2

3 2 1 2

0.142 0 0 0 0 0
0 0.333 0 0 0 0

0 0.042 0 0.013 0.006 0 0.035
( ) 0 0.043 0 0 0.059 0
( ) 0.006 0 0.032 0.02 0 0.015
( ) 0 0.065 0 0 0.007 0

0.068 0 0 0.05 0 0.003
0 0.016 0 0 0.0118 0

q

C
C C A I

S S
C C A I
C C A I

. (34) 

Poniewa  4 2 6rz d S n  wi c rozpatrywany standardowy uk ad dyskretny dla 0.2  jest 
obserwowalny w 4q  krokach. 
 

Niech odpowied  uk adu zarejestrowana w 4q  krokach ma posta  

 4
0 0 0.028 0.333 0.391 0.076 0.127 0.05 0.02 0.039 .Tqy y  (35) 

Korzystaj c ze wzoru (33) przy macierzy (34) oraz (35) otrzymamy 

 
10 4

4 4 4 0
1

2 1 3 1 2 4 .TT Tx
S S S y

x
 (36) 

Wobec tego 

 0 12 1 3 , 1 2 4 .T Tx x  (37) 

Stan pocz tkowy rozpatrywanego uk adu standardowego zosta  obliczony poprawnie. 
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4. PODSUMOWANIE 
 
W pracy rozpatrzono problem  obserwowalno ci liniowych uk adów dyskretnych dodatnich 
oraz standardowych nieca kowitego rz du z jednym  opó nieniem. Podano definicje oraz 
sformu owano kryteria obserwowalno ci. Zaproponowano prost  metod  wyznaczania stanu 
pocz tkowego rozpatrywanej klasy uk adów dynamicznych.  
Kryteria obserwowalno ci dla uk adu dodatniego uzyskano rozpatruj c n obserwowalno  
tj. obserwowalno  chwilow  wzgl dem poszczególnych sk adowych wektora zupe nego 
stanu pocz tkowego.  
Przedstawione rozwa ania m o na uogólni  na przypadek dodatniego jak i standardowego 
uk adu nieca kowitego rz du z wielokrotnym i opó nieniami zm iennych stanu i/lub 
sterowania. 
 

Praca naukowa finansowana ze rodków Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa Wy szego. 
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