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WYJ�CIOWA OSI�GALNO�� I WYJ�CIOWA STEROWALNO��
DODATNICH UK�ADÓW DYSKRETNYCH U�AMKOWEGO RZ�DU

W pracy rozpatrzono problem wyj�ciowej osi�galno�ci oraz wyj�ciowej
sterowalno�ci dodatnich dyskretnych uk�adów u�amkowego rz�du. Sformu�owano
warunki konieczne i wystarczaj�ce wyj�ciowej osi�galno�ci oraz wyj�ciowej
sterowalno�ci (w tym wyj�ciowej sterowalno�ci do zera). Podano wzory do 
wyznaczania nieujemnych sterowa�, które przeprowadzaj� wektor wyj�cia
rozpatrywanych uk�adów z zerowego i niezerowego stanu pocz�tkowego do 
nieujemnego wektora ko�cowego. Rozwa�ania zilustrowano przyk�adami
liczbowymi.

OUTPUT REACHABILITY AND OUTPUT CONTOLLABILITY
OF POSITIVE FRACTIONAL DISCRETE-TIME SYSTEMS 

Necessary and sufficient conditions for the output reachability and output 
controllability for linear positive fractional discrete-time systems are formulated 
and proved. Simple methods for computation of the control sequences steering the 
output of the fractional system from zero and nonzero initial state to the desired 
value of the output are presented. Considerations are illustrated by numerical 
examples.

1. WST�P
Wyj�ciowa sterowalno�� uk�adu standardowego (niedodatniego ca�kowitego rz�du) zosta�a
zdefiniowana po raz pierwszy w pracy [7]. Kryteria wyj�ciowej osi�galno�ci i sterowalno�ci
dyskretnych uk�adów niedodatnich oraz dodatnich ci�g�ych i dyskretnych (ca�kowitego
rz�du) bez opó�nie� jak i z opó�nieniami mo�na znale�� np. w pracach [2, 3, 5, 6]. 
Problematyka wyj�ciowej osi�galno�ci lub sterowalno�ci uk�adu dodatniego ogólnie oznacza, 
�e dla tego uk�adu b�d�cego w zerowym stanie pocz�tkowym lub dowolnym nieujemnym 
stanie pocz�tkowym nale�y osi�gn�� zadany nieujemny wektor wyj�cia .p

fy ���

W ostatnim okresie mo�na zaobserwowa� wzrost zainteresowania uk�adami u�amkowego 
rz�du. Podstawy rachunku u�amkowego rz�du oraz wybrane zastosowania rachunku 
u�amkowego mo�na znale�� np. w pracach [8-13] oraz cytowanej tam literaturze. W pracy [1] 
podano warunki sterowalno�ci i obserwowalno�ci dyskretnych uk�adów u�amkowego rz�du.
Problemowi osi�galno�ci i sterowalno�ci do zera uk�adów dodatnich u�amkowego rz�du jest 
po�wi�cona praca [4] natomiast w publikacji [14] rozpatrywano problem osi�galno�ci i 
sterowalno�ci uk�adu dodatniego u�amkowego rz�du z jednym opó�nieniem w wektorze 
stanu.
W niniejszej pracy zostanie rozpatrzony problem wyj�ciowej osi�galno�ci oraz wyj�ciowej
sterowalno�ci dodatnich uk�adów dyskretnych u�amkowego rz�du bez opó�nie�. Zostan�
sformu�owane warunki konieczne i wystarczaj�ce odpowiednio wyj�ciowej osi�galno�ci
i wyj�ciowej sterowalno�ci. Zostan� tak�e podane proste wzory do wyznaczenia sterowania 
przeprowadzaj�cego wektor wyj�cia rozpatrywanego uk�adu z zerowego oraz niezerowego 
stanu pocz�tkowego 0x  do dowolnego nieujemnego stanu ko�cowego .fy
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2. WPROWADZENIE 

W pracy b�d� stosowane nast�puj�ce oznaczenia: ( )N m N m� �
�� �  - zbiór macierzy rozmiaru 

N m�  o elementach rzeczywistych (nieujemnych) oraz 1 1( );N N N N� �
� �� � � � � � Z�  - zbiór 

liczba ca�kowitych dodatnich; NI  - macierz jednostkowa rozmiaru .N N�

Przyjmiemy w dalszych rozwa�aniach definicj� ró�niczko-ca�ki u�amkowego rz�du podan�
przez Grünwalda-Letnikova w postaci (np. [4]) 

0

1 ( 1) ,
k

n j
k k jn

j

n
x x

jh �
�

� �	 � � 
 �
� 


�  (1) 

gdzie n R�  jest u�amkowym rz�dem, h jest okresem próbkowania, k Z��  jest numerem 
próbki, dla której jest obliczana ró�niczko-ca�ka. Symbol Newtona w (1) ma posta�

1 dla 0

( 1) ( 1) dla 1,2,...
!

j
n
j n n n j j

j

��
�� � �� �
 � � � �� 
 � �
��

�
 (2) 

W dalszych rozwa�aniach przyjmiemy 1.h �

We�my pod uwag� liniowy uk�ad dyskretny opisany w przestrzeni stanu równaniami 

1 , ,
,

n
k k k

k k k

x Ax Bu k Z
y Cx Du
� �	 � � �

� �
 (3) 

gdzie ,N
kx ��  ,m

ku �� p
ky ��  s� wektorami stanu, wymuszenia i odpowiedzi oraz 

,N NA ���  ,N mB ���  ,p NC ��� .p mD ���

Korzystaj�c z definicji (1) mo�emy równania (3) napisa� w poni�szej postaci 
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�  (4) 

 .k k ky Cx Du� �  (5) 

Twierdzenie 1. [4] Rozwi�zanie równania stanu (4) ma posta�
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� � � ��  (6) 
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przy czym  k�   jest okre�lone zale�no�ci�

1
1

1 1
2

( ) ( 1) ,
k

i
k N k k i
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n
A I n

i

�
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� � �
�

� �
� � � � � � �
 �

� 

�  (7) 

dla 0 .nI� �
�

3. SFORMU�OWANIE PROBLEMU 
Uk�ad u�amkowego rz�du (4), (5) nazywamy wewn�trznie dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy 

n
kx ���  i ,p

ky k Z� ��� �  dla dowolnych warunków pocz�tkowych 0
nx ���  oraz wszystkich 

ci�gów wymusze�  ,m
ku k Z� ��� �  [4]. 

Twierdzenie 2.  [4] Je�eli 0 1,n� �  to

1( 1) 0i n
i

� � �
� �
 �

� 

 dla  1, 2,...i �  (8) 

�

Je�eli 1 2n� �  to 1( 1) 0i n
i

� � �
� �
 �

� 

 dla 2,3,...i �

Twierdzenie 3.  [4] Je�eli 0 1n� �  oraz ,N N
NA I n �

�� ��  to 

N N
k

�
�� ��  dla  1, 2,...k �           (9) 

�

Twierdzenie 4. [4] Je�eli 0 1n� � , to uk�ad (4), (5) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy 

 ,N N
NA I n �

�� ��  ,N mB �
���  ,p NC �

��� .p mD �
���  (10) 

�

Definicja 1. Uk�ad u�amkowego rz�du (4), (5) nazywamy wyj�ciowo osi�galnym w q krokach 
je�eli dla ka�dego p

fy ���  istnieje liczba naturalna q Z��  i ci�g sterowa� m
iu ,���

0,1,..., 1i q� �  taki, �e 1
p

q fy y� �� ��  dla 0 0.x �

Definicja 2. Uk�ad u�amkowego rz�du (4), (5) nazywamy wyj�ciowo sterowalnym do zera w 
q krokach, je�eli dla dowolnych nieujemnych warunków pocz�tkowych 0

Nx ���  oraz 0fy �

istnieje ci�g sterowa� m
iu ��� , 0,1,..., 1,i q� �  który przeprowadza wyj�cie tego uk�adu  do 

zera ( 0fy � ).
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Definicja 3. Uk�ad u�amkowego rz�du (4), (5) nazywamy wyj�ciowo sterowalnym w q
krokach, je�eli dla dowolnych nieujemnych warunków pocz�tkowych 0

Nx ���  istnieje ci�g
sterowa� m

iu ��� , 0,1,..., 1i q� �  taki, �e 1 .p
q fy y� �� ��

Celem pracy jest sformu�owanie analitycznych kryteriów wyj�ciowej osi�galno�ci oraz 
wyj�ciowej sterowalno�ci liniowego dodatniego uk�adu dyskretnego u�amkowego rz�du (4), 
(5). Zostanie podany prosty wzór do wyznaczania nieujemnego ci�gu steruj�cego, który 
przeprowadza wektor wyj�cia rozpatrywanego uk�adu do dowolnego .p

fy ���

4. ROZWI�ZANIE PROBLEMU

4.1. Wyj�ciowa osi�galno��

Podstawiaj�c wzór (6) przy zerowym warunku pocz�tkowym ( 0 0x � ) do równania wyj�cia
(4) przy 1k q� �  otrzymamy 

2
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q
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i
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� � � �
�

� � � � ��  (11) 

gdzie macierz qR  (wyj�ciowej osi�galno�ci) oraz wektor 0
qu  (wymusze�) maj� postaci 
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 (12) 

Twierdzenie 5. Uk�ad u�amkowego rz�du (4), (5) jest wyj�ciowo osi�galny w q krokach 
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz p qm

qR �
���  (12) zawiera p liniowo niezale�nych kolumn 

monomialnych.
Dowód. Z definicji 1 oraz (11) wynika, �e dla ka�dego nieujemnego p

fy ���  istnieje 

nieujemny ci�g wymusze� 0
q qmu ���  wtedy i tylko wtedy, gdy macierz p qm

qR �
���  (12) 

zawiera monomialn� macierz (w ka�dym wierszu i w ka�dej kolumnie tylko jeden element 
jest dodatni, pozosta�e s� równe zero)  rozmiaru .p p� �

Z twierdzenia 5 oraz definicji 1 wynika, �e je�eli rz�d D p�  oraz macierz p mD �
���  zawiera 

p liniowo niezale�nych kolumn monomialnych, wówczas uk�ad u�amkowego rz�du (4), (5) 
jest wyj�ciowo osi�galny w 1q �  kroku. Liczba q nie zale�y od macierzy ( ) ,n n

NA I n �
�� ��

,n mB �
���  .p mC �

���
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Twierdzenie 6. Je�eli rz�dC p�  oraz 0,D �  to uk�ad u�amkowego rz�du (4), (5) nie jest 
wyj�ciowo osi�galny.

Dowód. Je�eli 0,D �  wówczas macierz p qm
qR �

���  (12) mo�emy zapisa� w postaci

2 3, ,..., ,0 .p Nm
q q qR C B B B �

� � �� � � ��� �� �  (13) 

Wynika z tego, �e je�eli rz�dC p� , to warunek twierdzenia 5 nie jest spe�niony, poniewa�
rz�d .qR p� �

Twierdzenie 7. Je�eli uk�ad u�amkowego rz�du (4), (5) jest wyj�ciowo osi�galny oraz 
1[ ]T T qm p

q q qR R R � �
���  to ci�g wymusze�  ,iu  0,1,..., 1i q� � , który przeprowadza wyj�cie tego 

uk�adu ze stanu okre�lonego przez zerowy warunek pocz�tkowy do zadanego 1
p

q fy y� �� ��
mo�na wyznacza� ze wzoru 

1

0 .q T T
q q q fu R R R y

�
� �� � �  (14) 

gdzie wektor 0
qu  ma posta� podan� w (12). 

Dowód. Je�eli istnieje taka liczba naturalna q Z�� , �e rz�d qR p�  to 1det[ ] 0T
q qR R � �

i macierz 1[ ]T T
q q qR R R �  jest dobrze okre�lona. Je�eli 1[ ]T T qm p

q q qR R R � �
���  oraz p

fy ���  to 

0 .q qmu ���  Podstawiaj�c (14) do (11) otrzymamy 1
1 [ ] .T T

q q q q q f fy R R R R y y�
� � � 	

4.2. Przyk	ad 1 
Dany jest dodatni uk�ad u�amkowego rz�du opisany równaniami (4), (5) o macierzach 

0.7 0 0 0
0 1 0 0

0 0.1 1 , 0 , , .
1 0 0 1

0 0 0.6 1
A B C D

�� � � �
� � � �� � � �� � � �� � � �� � � � � � � �� � � ��� � � �

 (15) 

Nale�y wyznaczy� sterowanie, które przeprowadza wyj�cie tego uk�adu do 
1 [4 5] .T

q fy y� � �

W rozpatrywanym uk�adzie 3,N �  1,m �  2.p �  Niech rz�d u�amkowy 0.2.n �  Zgodnie 
z twierdzeniem 4 mamy 

3 3

0.5 0 0
0 0.3 1 .
0 0 0.4

NA I n �
�

� �
� �� � ��� �
� �� �

 (16) 
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Obliczaj�c macierz osi�galno�ci qR  ze wzoru (12) przy 4q �  otrzymamy 

� � 2 4
4 2 1

0.7 1 0 0
, , , ,

0 0 0 1
R C B C B CB D �

�
� �� � � � ��� �� �

 (17) 

przy czym  !1 2 1 2( ), ( ) .n
N N NA I n A I n I� � � � � � � �

Macierz (17) zawiera 2p �  liniowo niezale�ne kolumny monomialne, wi�c zgodnie z 
twierdzeniem 5 rozpatrywany uk�ad jest wyj�ciowo osi�galny w 4q �  krokach. 
atwo
sprawdzi�, �e 1 4 2

4 4 4[ ] .T TR R R � �
���  Mo�na zatem poszukiwane sterowanie obliczy� ze wzoru 

(14). Dokonuj�c podstawie� w (14) otrzymamy 

� �14 4
0 4 4 4 1.88 2.68 0 5 .TT T

fu R R R y
�

�� �� � ��� �  (18) 

Wobec tego 0 1.88,u � 1 2.68,u � 2 0,u � 3 5.u �

Celem sprawdzenia otrzymanych rezultatów, wyznaczymy najpierw wektory stanu kx  z 
równania (4). Podstawiaj�c 0,1,2,3k �  w równaniu (4) otrzymamy 

1 2 3

0 0 0
0 , 2.88 , 4 ,

1.88 3.44 1.37
x x x

� � � � � �
� � � � � �� � �� � � � � �
� � � � � �� � � � � �

 (19) 

Podstawiaj�c (19) do równania wyj�cia (5) otrzymamy 

0 1 2 3

0 0 1.88 4
, , , .

1.88 2.68 0 5
y y y y� � � � � � � �� � � �� � � � � � � �� � � � � � � �

 (20) 

Ci�g sterowa� (18) dla 4q �  zosta� wyznaczony poprawnie, poniewa� 1 [4 5] .T
q fy y� � �

4.3. Wyj�ciowa sterowalno��

Rozpatrzmy najpierw problem wyj�ciowej sterowalno�ci do zera. W tym przypadku mamy 
0 0,x �  0.fy �

Twierdzenie 8. Uk�ad u�amkowego rz�du (4), (5) jest wyj�ciowo sterowalny do zera w q
krokach wtedy i tylko wtedy, gdy 0.q� �  Wtedy 0iu �  dla 0,1,..., 1.i q� �

Dowód. Z równania wyj�cia (5) wynika, �e 0fy �  wtedy i tylko wtedy, gdy 0fx �  oraz 
0iu �  dla 0,1,..., 1.i q� �  Wobec tego dowód twierdzenia przebiega podobnie jak w pracy 

[4], w której rozpatrywano problem sterowalno�ci do zera ( 0fx � ) uk�adu u�amkowego 
rz�du o równaniach (4), (5). 	
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Wniosek 1. Sterowalno�� do zera (wzgl�dem stanu) uk�adu u�amkowego rz�du (4), (5) 
implikuje jego wyj�ciow� sterowalno�c do zera. 

W pracy [4] wykazano, �e warunek, który zosta� podany w twierdzeniu 8 mo�e by� spe�niony
wtedy i tylko wtedy, gdy 2q �  oraz 1 ( ) 0.NA I n� � � �  Zatem zgodnie z wnioskiem 1, je�eli
w uk�adzie (4), (5) zachodzi 1 ( ) 0NA I n� � � � , to uk�ad ten jest wyj�ciowo sterowalny do 
zera w 2q �  krokach. 

Je�eli 0 0x �  i 0fy �  wówczas podstawiaj�c wzór (6) do równania wyj�cia (5) przy 1k q� �
otrzymamy 

2

1 1 0 2 1 0
0

,
q

q
q f q q i i q q q

i
y y x C Bu Du P R u

�

� � � � �
�

� � � � � � � ��  (21) 

gdzie

1 0 ,q qP x�� �  (22) 

za� ,qR 0
qu  maj� posta� podan� w (12). 

Twierdzenie 9. Uk�ad u�amkowego rz�du (4), (5) jest wyj�ciowo sterowalny w q krokach 
wtedy i tylko wtedy, gdy jest on wyj�ciowo sterowalny do  zera oraz wyj�ciowo osi�galny.
Dowód. Przeprowadzenie wektora wyj�cia uk�adu (4), (5) do zadanego p

fy ���  mo�na w 
ogólnym przypadku zrealizowa� w dwóch etapach: sprowadzenie wyj�cia z 0 0x �  do zera 
( 0fy � ) – spe�nione warunki twierdzenia 8 i nast�pnie przeprowadzenie wyj�cia z 0 0x �   do  
dowolnego fy  – spe�nione warunki twierdzenia 5. 	

Z podanych wy�ej rozwa�a� wiadomo, �e je�eli 2q �  oraz 1 ( ) 0NA I n� � � �  to uk�ad (4), 
(5) jest wyj�ciowo sterowalny do zera. Wynika z tego, �e przy 2q �  mamy 2 1 0 0P x� � � . W 
tym przypadku stan pocz�tkowy 0

Nx ���  tego uk�adu nie wp�ywa na posta� sterowania 
przeprowadzaj�cego wyj�cie uk�adu (4), (5) do dowolnego 1

p
q fy y� �� �� . Mo�emy na tej 

podstawie sformu�owa� poni�sze twierdzenie. 

Twierdzenie 10. Je�eli uk�ad u�amkowego rz�du (4), (5) jest wyj�ciowo osi�galny, macierz  
1[ ]T T qm p

q q qR R R � �
���  oraz uk�ad ten jest wyj�ciowo sterowalny do zera w 2q �  krokach, to 

ci�g wymusze� ,iu  0,1i � , który przeprowadza wyj�cie tego uk�adu do zadanego 

1
p

q fy y� �� ��    mo�na wyznacza� ze wzoru 

 !1 1

0 .q T T T T
q q q f q q q q fu R R R y P R R R y

� �
� � � �� � �� � � �  (23) 

gdzie wektor 0
qu  ma posta� podan� w (12). 

Dowód. Dowód jest podobny do dowodu twierdzenia 7. 	
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4.4. Przyk	ad 2 

Dany jest dodatni uk�ad u�amkowego rz�du opisany równaniem (4), (5) o macierzach 

0.3 0 1 1 0 0
, , , .

0 0.3 0 0 1 1
A B C D

�� � � � � � � �
� � � �� � � � � � � ��� � � � � � � �

 (24) 

Nale�y zbada� wyj�ciow� sterowalno�� tego uk�adu.

W rozpatrywanym uk�adzie 2,N �  1,m �  2.p �  Zauwa�my, �e aby uk�ad o macierzach (24) 
spe�nia� warunek wyj�ciowej sterowalno�ci do zera, to rz�d u�amkowy musi by� 0.3n �  za�

2.q �  Otrzymamy wówczas  

1 0.NA I n� � � �  (25) 

Rozpatrywany uk�ad jest wi�c wyj�ciowo sterowalny do zera w 2q �  krokach wtedy, gdy  
rz�d u�amkowy 0.3n � .

Sprawdzimy, czy uk�ad o macierzach (24) i 0.3n �  jest wyj�ciowo osi�galny. Obliczaj�c
macierz qR  ze wzoru (12) przy 2q �  otrzymamy 

� � 2 2
2

1 0
, .

0 1
R CB D �

�
� �� � ��� �� �

 (26) 

Macierz (26) jest monomialna, wi�c zgodnie z twierdzeniem 5 rozpatrywany uk�ad jest 
wyj�ciowo osi�galny. Warunki twierdzenia 9 s� wi�c spe�nione i uk�ad u�amkowego rz�du o 
macierzach (24) jest wyj�ciowo sterowalny w 2q �  krokach.

Wyznaczymy sterowanie, które w 2q �  krokach przeprowadza wyj�cie rozpatrywanego 
uk�adu ze stanu okre�lonego przez stan 0 [2 1]Tx �  do 1 [3 4] .T

q fy y� � �

Macierz 1 2 2
2 2 2 2[ ]T TR R R R� �

�� ��  oraz 2 1 0 0,P x� � �  wi�c sterowanie mo�na wyznacza� ze 
wzoru (23). Dokonuj�c podstawie� w (23) otrzymamy 

� �12 2
0 2 2 2 3 4 .TT T

fu R R R y
�

�� �� � ��� �  (27) 

Wobec tego 0 3,u � 1 4.u �

Celem sprawdzenia uzyskanych rezultatów, wyznaczymy najpierw wektory stanu kx  z 
równania (4). Przyjmuj�c 0,1k �  w równaniu (4) otrzymamy 

1 2

3 4
, .

0 0
x x� � � �� �� � � �� � � �

 (28) 
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Podstawiaj�c (28) do równania wyj�cia (5) otrzymamy 

0 1

2 3
, .

4 4
y y� � � �� �� � � �� � � �

 (29) 

Ci�g sterowa� (27) dla 2q �  zosta� wyznaczony poprawnie, poniewa� 1 [3 4] .T
q fy y� � �

5. PODSUMOWANIE
W pracy rozpatrzono problem wyj�ciowej osi�galno�ci i wyj�ciowej sterowalno�ci dodatnich 
uk�adów dyskretnych u�amkowego rz�du. Podano definicje oraz sformu�owano proste 
warunki konieczne i wystarczaj�ce wyj�ciowej osi�galno�ci oraz wyj�ciowej sterowalno�ci, w 
tym wyj�ciowej sterowalno�ci do zera. Podano wzory do wyznaczania nieujemnej sekwencji 
sterowa� (wymusze�), która przeprowadza wektor wyj�cia rozpatrywanego uk�adu
u�amkowego rz�du z zerowego oraz niezerowego stanu pocz�tkowego 0x  do zadanego .fy
Przedstawione w pracy rozwa�ania mo�na uogólni� dla dodatnich jak i niedodatnich uk�adów
dyskretnych u�amkowego rz�du z opó�nieniami. 

Prac� wykonano w ramach grantu NN 514 1939 33 finansowanego przez Ministerstwo Nauki  
i Szkolnictwa Wy�szego.
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