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WYJSCIOWA OSIAGALNOSC I WYJSCIOWA STEROWALNOSC
DODATNICH UKEADOW DYSKRETNYCH ULAMKOWEGO RZEDU

W  pracy rozpatrzono problem wyjsciowej osiqgalnosci oraz wyjsciowej
sterowalnosci dodatnich dyskretnych ukladow utamkowego rzedu. Sformutowano
warunki konieczne i wystarczajqce wyjsciowej osiqgalnosci oraz wyjsciowej
sterowalnosci (w tym wyjsciowej sterowalnosci do zera). Podano wzory do
wyznaczania nieujemnych sterowan, ktore przeprowadzajq wektor wyjscia
rozpatrywanych ukladow z zerowego i niezerowego stanu poczqtkowego do
nieujemnego wektora koncowego. Rozwazania zilustrowano przykiadami
liczbowymi.

OUTPUT REACHABILITY AND OUTPUT CONTOLLABILITY
OF POSITIVE FRACTIONAL DISCRETE-TIME SYSTEMS

Necessary and sufficient conditions for the output reachability and output
controllability for linear positive fractional discrete-time systems are formulated
and proved. Simple methods for computation of the control sequences steering the
output of the fractional system from zero and nonzero initial state to the desired
value of the output are presented. Considerations are illustrated by numerical
examples.

1. WSTEP

Wyjsciowa sterowalnos¢ uktadu standardowego (niedodatniego catkowitego rzedu) zostata
zdefiniowana po raz pierwszy w pracy [7]. Kryteria wyjsciowej osiagalnosci i1 sterowalnosci
dyskretnych uktadéw niedodatnich oraz dodatnich ciaglych i dyskretnych (catkowitego
rzedu) bez opdznien jak i z opdznieniami mozna znalezé np. w pracach [2, 3, 5, 6].
Problematyka wyjsciowej osiagalnosci lub sterowalnosci uktadu dodatniego ogdlnie oznacza,
ze dla tego ukladu bedacego w zerowym stanie poczatkowym lub dowolnym nieujemnym

stanie poczatkowym nalezy osiagna¢ zadany nieujemny wektor wyjscia y, € RY.

W ostatnim okresie mozna zaobserwowaé wzrost zainteresowania uktadami ulamkowego
rzedu. Podstawy rachunku utamkowego rzgdu oraz wybrane zastosowania rachunku
utamkowego mozna znalez¢ np. w pracach [8-13] oraz cytowanej tam literaturze. W pracy [1]
podano warunki sterowalnosci i obserwowalnosci dyskretnych uktadow utamkowego rzedu.
Problemowi osiagalnosci i sterowalnosci do zera uktadow dodatnich utamkowego rzgdu jest
poswigcona praca [4] natomiast w publikacji [14] rozpatrywano problem osiagalnosci i
sterowalnosci ukladu dodatniego utamkowego rzedu z jednym opdznieniem w wektorze
stanu.

W niniejszej pracy zostanie rozpatrzony problem wyjsciowej osiagalnosci oraz wyjsciowe;j
sterowalnosci dodatnich uktadéw dyskretnych utamkowego rzgdu bez opodznien. Zostang
sformulowane warunki konieczne i wystarczajace odpowiednio wyjsciowej osiggalnosci
1 wyjsSciowe] sterowalnosci. Zostana takze podane proste wzory do wyznaczenia sterowania
przeprowadzajacego wektor wyjscia rozpatrywanego uktadu z zerowego oraz niezerowego
stanu poczatkowego x, do dowolnego nieujemnego stanu koncowego y,.
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2. WPROWADZENIE

. . Nxm Nxm L4 . .
W pracy beda stosowane nastgpujace oznaczenia: R (R]™) - zbidr macierzy rozmiaru
Nxm o elementach rzeczywistych (nieujemnych) oraz R" = R" (RY =R™); Z_ - zbior

liczba catkowitych dodatnich; 7, - macierz jednostkowa rozmiaru N x N.

Przyjmiemy w dalszych rozwazaniach definicj¢ rézniczko-catki utamkowego rzedu podang
przez Griinwalda-Letnikova w postaci (np. [4])

n _ 1 L _ Jj n
A X = h' JZO( 1) (jjxkj’ (1)

gdzie ne R jest ulamkowym rzedem, / jest okresem probkowania, ke Z, jest numerem
probki, dla ktorej jest obliczana rozniczko-catka. Symbol Newtona w (1) ma postac

1 dla j=0

(”.]: 2
J n(n=1)...(n—j+1) dla j=12
) 2,

W dalszych rozwazaniach przyjmiemy 4 =1.
Wezmy pod uwagge liniowy uktad dyskretny opisany w przestrzeni stanu rownaniami

A'"x,,,=Ax,+Bu,, keZ,, 3)
v, =Cx, +Du,,

gdzie x, e R, u, eR", y R’ sa wektorami stanu, wymuszenia i odpowiedzi oraz
AeRYY, BeRY", CeR™, DeR".

Korzystajac z definicji (1) mozemy réwnania (3) napisa¢ w ponizszej postaci

k+1

j n
Xeq + (D) i X ju=Ax, +Bu,, keZ, (4)
j=1

v, =Cx, +Du,. %)
Twierdzenie 1. [4] Rozwiazanie rownania stanu (4) ma postac

k-1
X, =Dpx, + Z(I)k—i—lBui’ (6)

i=0
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przy czym @, jest okreslone zaleznoscia

k+1 . n
(I)k+l = (A+1Nn)q)k +Z(_1) . ch_i+1a (7)

i=2 l

dla ®,=1,.

3. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Uktad utamkowego rzedu (4), (5) nazywamy wewngetrznie dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy
x, €N 1y, eR?, keZ, dladowolnych warunkéw poczatkowych x, € R” oraz wszystkich

ciagow wymuszen u, € R”, ke Z, [4].

Twierdzenie 2. [4] Jezeli 0<n <], to

(1) [”J >0dla i=1,2,. )
1

n
i

Jezeli 1<n<2 to (—1)”1( ]<0 dlai=2,3,...

Twierdzenie 3. [4] Jezeli 0<n<1 oraz A+I,ne R, to

©, eR dla k=1,2,... ©)

Twierdzenie 4. [4] Jezeli 0 <n <1, to uklad (4), (5) jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy

A+ I neRYN, BeRY™ CeR™, DeR™. (10)

Definicja 1. Uktad utamkowego rzgdu (4), (5) nazywamy wyjsciowo osiagalnym w ¢ krokach
jezeli dla kazdego y, eR! istnieje liczba naturalna geZ, i ciag sterowan u, € RY,

i=0,1,..,g-1 taki, ze Vo1 =Yy eR? dla x, =0.

Definicja 2. Uktad utamkowego rzgdu (4), (5) nazywamy wyjsciowo sterowalnym do zera w
g krokach, jezeli dla dowolnych nieujemnych warunkéw poczatkowych x, € RY oraz y =0

m
+ 2

istnieje ciag sterowan u, € R, i=0,1,...,9 -1, ktory przeprowadza wyjscie tego uktadu do

zera (y, =0).
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Definicja 3. Uklad utamkowego rzedu (4), (5) nazywamy wyjsciowo sterowalnym w g
krokach, jezeli dla dowolnych nieujemnych warunkéw poczatkowych x, € RY istnieje ciag

sterowan u, e RY, i=0,1,...,q—1 taki, ze y,, =y, eRY.

Celem pracy jest sformutowanie analitycznych kryteriow wyjsciowe] osiagalnosci oraz
wyjsciowej sterowalnosci liniowego dodatniego uktadu dyskretnego utamkowego rzedu (4),
(5). Zostanie podany prosty wzor do wyznaczania nieujemnego ciagu sterujacego, ktory
przeprowadza wektor wyjscia rozpatrywanego uktadu do dowolnego y, e RY.

4. ROZWIAZANIE PROBLEMU

4.1. Wyjsciowa osiaggalnos¢

Podstawiajac wzor (6) przy zerowym warunku poczatkowym (x, =0) do réwnania wyjscia
(4) przy k =q—1 otrzymamy

q-2

Yyr =¥, = CZO: @, . ,Bu,+Du,_, =Ruf, (11)

gdzie macierz R, (wyjsciowej osiagalnosci) oraz wektor u; (wymuszenf) majg postaci

Uy
U

R, =[C® ,B,CO _,B,..,CB,D]eR"™", ui=| . |eR™ (12)

gq-1

Twierdzenie 5. Uktad utamkowego rzedu (4), (5) jest wyjsciowo osiagalny w g krokach
wtedy i tylko wtedy, gdy macierz R, € R7™" (12) zawiera p liniowo niezaleznych kolumn

monomialnych.
Dowod. Z definicji 1 oraz (11) wynika, ze dla kazdego nieujemnego y, eR! istnieje
nieujemny ciag wymuszen ug; € R?" wtedy i tylko wtedy, gdy macierz R € RV (12)

zawiera monomialng macierz (w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie tylko jeden element
jest dodatni, pozostale sq rowne zero) rozmiaru px p. n

Z twierdzenia 5 oraz definicji 1 wynika, ze jezeli rzad D = p oraz macierz D € R”™" zawiera
p liniowo niezaleznych kolumn monomialnych, wowczas uktad utamkowego rzgdu (4), (5)
jest wyjsciowo osiagalny w ¢ =1 kroku. Liczba ¢ nie zalezy od macierzy (4+1,n)eR"",

BeR™, CeR"™.
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Twierdzenie 6. Jezeli rzadC < p oraz D =0, to uklad utamkowego rzedu (4), (5) nie jest
wyjsciowo osiggalny.

Dowdéd. Jezeli D =0, wowczas macierz R € R7™" (12) mozemy zapisa¢ w postaci

R =C[® ,B,® ,B,.. B0|eR"". (13)

Wynika z tego, ze jezeli rzadC < p, to warunek twierdzenia 5 nie jest spelniony, poniewaz
rzad R < p. [

Twierdzenie 7. Jezeli uklad utamkowego rzgedu (4), (5) jest wyjsciowo osiagalny oraz
T T1-1 mx . , . . o
R [RR, ] R tociag wymuszen u,, i=0,l,...,q—1, ktory przeprowadza wyjscie tego

uktadu ze stanu okreslonego przez zerowy warunek poczatkowy do zadanego y, , =y, € R!

mozna wyznacza¢ ze Wzoru

-1
uf =R} [RR] | y,. (14)

gdzie wektor u] ma posta¢ podang w (12).
Dowod. Jezeli istnieje taka liczba naturalna geZ,, zerzadR =p to det[RR/]"#0
1 macierz RqT [RqRqT]"l jest dobrze okreslona. Jezeli RqT[RqRqT ' eR™” oraz y,e€RY to

uj € R?". Podstawiajac (14) do (11) otrzymamy y,_,=RR[RR Ty, =y,. n

4.2. Przyklad 1

Dany jest dodatni uktad utamkowego rzedu opisany réwnaniami (4), (5) o macierzach

07 0 0 0
01 0 0
A= 0 01 1 |, B=|0|, C= , D=| |. (15)
1 00 1
0 0 -06 1

Nalezy wyznaczy¢ sterowanie, ktore przeprowadza wyjscie tego ukladu do
Yoa=y,=[4 51

W rozpatrywanym uktadzie N =3, m=1, p=2. Niech rzad ulamkowy n=0.2. Zgodnie
z twierdzeniem 4 mamy

05 0 0
A+Lin=[ 0 03 1 |eR™. (16)
0 0 04
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Obliczajac macierz osiagalnosci R, ze wzoru (12) przy g =4 otrzymamy

07 1 0 O

R4=[CCDZB,C<I>IB,CB,D]={O 0o

}sn a7

przy czym ©, =(4+1,n), ®,=(A+1,n)dD, -1, (;’)

Macierz (17) zawiera p =2 liniowo niezalezne kolumny monomialne, wigc zgodnie z
twierdzeniem 5 rozpatrywany uktad jest wyjsciowo osiagalny w g =4 krokach. Latwo

e T Tq-1 4x2 . : : : 4
sprawdzi¢, ze R,[R,R,] €R". Mozna zatem poszukiwane sterowanie obliczy¢ ze wzoru

(14). Dokonujac podstawien w (14) otrzymamy

ul =RI[RRI] y,=[1.88 268 0 5] e®’. (18)

Wobec tego u, =1.88, u, =2.68, u, =0, u, =5.

Celem sprawdzenia otrzymanych rezultatdw, wyznaczymy najpierw wektory stanu x, z

réwnania (4). Podstawiajac £ =0,1,2,3 w rdwnaniu (4) otrzymamy

0 0 0
x=| 0|, x,=[288|, x;=| 4 |, (19)
1.88 3.44 1.37

Podstawiajac (19) do réwnania wyjscia (5) otrzymamy

To To 188 4 2
yo_[l.ss}’ yl_[zﬁs}’ yz{ 0 } y3_u' 20)

Ciag sterowan (18) dla g =4 zostal wyznaczony poprawnie, poniewaz y, , =y, =[4 51",

4.3. Wyjsciowa sterowalnos$¢
Rozpatrzmy najpierw problem wyjsciowej sterowalnosci do zera. W tym przypadku mamy
x #0, y,=0.

Twierdzenie 8. Uklad ulamkowego rzedu (4), (5) jest wyjsciowo sterowalny do zera w ¢
krokach wtedy i tylko wtedy, gdy ®, =0. Wtedy », =0 dla i=0,L,...,g—1.

Dowdd. Z rownania wyjscia (5) wynika, ze y, =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x, =0 oraz
u,=0 dla i=0,1,...,qg—1. Wobec tego dowdd twierdzenia przebiega podobnie jak w pracy
[4], w ktorej rozpatrywano problem sterowalnosci do zera (x, =0) ukladu utamkowego

rz¢du o réwnaniach (4), (5). "
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Whiosek 1. Sterowalno$¢ do zera (wzgledem stanu) uktadu utamkowego rzedu (4), (5)
implikuje jego wyjsciowa sterowalnosc do zera.

W pracy [4] wykazano, ze warunek, ktory zostat podany w twierdzeniu 8 moze by¢ spelniony
wtedy 1 tylko wtedy, gdy ¢ =2 oraz @, =(4+1,n)=0. Zatem zgodnie z wnioskiem 1, jezeli

w ukladzie (4), (5) zachodzi @, =(A4+1,n)=0, to uklad ten jest wyjSciowo sterowalny do
zeraw q =2 krokach.

Jezeli x, #0 1 y, # 0 wowczas podstawiajac wzor (6) do rownania wyjscia (5) przy k=g -1

otrzymamy
q-2
Vo=, =@ _x,+CY ® _ Bu+Du, =P +Ruf, 1)
i=0
gdzie
Pq = q)q—le’ (22)

za$ R, uy maja posta¢ podang w (12).

Twierdzenie 9. Uktad utamkowego rzedu (4), (5) jest wyjsciowo sterowalny w ¢ krokach
wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest on wyjsciowo sterowalny do zera oraz wyjsciowo osiagalny.
Dowod. Przeprowadzenie wektora wyjscia uktadu (4), (5) do zadanego y, € R mozna w

ogllnym przypadku zrealizowa¢ w dwdch etapach: sprowadzenie wyjscia z x, #0 do zera
(¥, =0) — spelnione warunki twierdzenia 8 i nast¢pnie przeprowadzenie wyjscia z x, =0 do
dowolnego y, — spelnione warunki twierdzenia 5. "
Z podanych wyzej rozwazan wiadomo, ze jezeli g =2 oraz ®, =(A4+1,n)=0 to uklad (4),
(5) jest wyjSciowo sterowalny do zera. Wynika z tego, ze przy ¢ =2 mamy P, =®x,=0. W
tym przypadku stan poczatkowy x, R tego uktadu nie wplywa na postaé sterowania
przeprowadzajacego wyjscie uktadu (4), (5) do dowolnego y, , =y, e R{. Mozemy na tej
podstawie sformutowaé ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 10. Jezeli uktad ulamkowego rzedu (4), (5) jest wyjsciowo osiagalny, macierz
RI[R,RT" € R oraz uklad ten jest wyjsciowo sterowalny do zera w ¢ =2 krokach, to

ciag wymuszen u,, i=0,1, ktory przeprowadza wyjsScie tego uktadu do zadanego

— P y, A
Y, =y, € R mozna wyznaczac ze wzoru

uw! =R [RR| (v,~B)=RI[RR'] ¥, 23)

gdzie wektor ] ma posta¢ podana w (12).

Dowdd. Dowdd jest podobny do dowodu twierdzenia 7. |
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4.4. Przyklad 2

Dany jest dodatni uktad utamkowego rzedu opisany réwnaniem (4), (5) o macierzach

{—0.3 0 } H [1 0} m
A= , B=| |, C= , D=| | (24)
0 -03 0 0 1 1

Nalezy zbada¢ wyjsciowa sterowalnos¢ tego uktadu.

W rozpatrywanym uktadzie N =2, m=1, p=2. Zauwazmy, ze aby uktad o macierzach (24)

spelniat warunek wyjsciowej sterowalnosci do zera, to rzad utamkowy musi by¢ n=0.3 za$
q = 2. Otrzymamy wowczas

@, =A+1,n=0. (25)

Rozpatrywany uktad jest wigc wyjsciowo sterowalny do zera w ¢ =2 krokach wtedy, gdy
rzad utamkowy n=0.3.

Sprawdzimy, czy uktad o macierzach (24) i n=0.3 jest wyjsciowo osiagalny. Obliczajac
macierz R, ze wzoru (12) przy g =2 otrzymamy

1 0 2x2
R,=[CB.D]=| = |e%®. (26)

Macierz (26) jest monomialna, wigc zgodnie z twierdzeniem 5 rozpatrywany uktad jest
wyjsciowo osiagalny. Warunki twierdzenia 9 sa wigc spetnione i uktad utamkowego rzedu o
macierzach (24) jest wyjsciowo sterowalny w ¢ =2 krokach.

Wyznaczymy sterowanie, ktére w g =2 krokach przeprowadza wyjscie rozpatrywanego

uktadu ze stanu okreslonego przez stan x, =[2 1]" do Yoa=y,=[3 41"

Macierz R)[R,R]]"' =R, e R** oraz P, =® x,=0, wigc sterowanie mozna wyznaczaé ze

wzoru (23). Dokonujac podstawien w (23) otrzymamy

w=RI[RR ] =[5 4] e®’. 27)

Wobec tego u, =3, u, =4.

Celem sprawdzenia uzyskanych rezultatow, wyznaczymy najpierw wektory stanu x, z
rownania (4). Przyyjmujac k£ =0,1 w rownaniu (4) otrzymamy

B 3 B 4 28
XI‘M’ fo‘ %)
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Podstawiajac (28) do réwnania wyjscia (5) otrzymamy

B 2 B 3 29
yo_{4:|a yl_|:4:|' (29)

Ciag sterowan (27) dla g =2 zostal wyznaczony poprawnie, poniewaz y, , =y, =[3 47",

5. PODSUMOWANIE

W pracy rozpatrzono problem wyjsciowej osiggalnosci i wyjsciowej sterowalnosci dodatnich
uktadow dyskretnych ulamkowego rzedu. Podano definicje oraz sformutowano proste
warunki konieczne 1 wystarczajace wyjsciowej osiagalnosci oraz wyjsciowej sterowalnosci, w
tym wyjsciowej sterowalnosci do zera. Podano wzory do wyznaczania nieujemnej sekwencji
sterowan (wymuszen), ktora przeprowadza wektor wyjscia rozpatrywanego ukladu
utamkowego rzedu z zerowego oraz niezerowego stanu poczatkowego x, do zadanego y,.

Przedstawione w pracy rozwazania mozna uogo6lni¢ dla dodatnich jak i niedodatnich uktadow
dyskretnych utamkowego rz¢du z opdznieniami.

Prace wykonano w ramach grantu NN 514 1939 33 finansowanego przez Ministerstwo Nauki
i Szkolnictwa Wyzszego.
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