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STABILNO�� MODELI LINIOWYCH UK�ADÓW
CI�G�O-DYSKRETNYCH

Rozpatrzono problem badania asymptotycznej stabilno�ci liniowych uk�adów dy-
namicznych ci�g�o-dyskretnych. Podano komputerowe metody badania asympto-
tycznej stabilno�ci modelu Fornasiniego-Marchesiniego oraz modelu Roessera. 
Zaproponowane metody mog� by� stosowane do badania asymptotycznej stabil-
no�ci innych znanych modeli uk�adów ci�g�o-dyskretnych. Rozwa�ania zilus-
trowano przyk�adami liczbowymi.

STABILITY OF MODELS OF LINEAR
CONTINUOUS-DISCRETE SYSTEMS 

The problem of asymptotic stability of linear dynamic continuous-discrete systems 
is considered. Computer methods for asymptotic stability analysis of the For-
nasin-Marchesini and the Roesser models are given. The methods proposed can 
be used for asymptotic stability analysis of the other known models of continuous-
discrete systems. The considerations are illustrated by numerical examples.

1. WST�P
Uk�adami ci�g�o-dyskretnymi (hybrydowymi) nazywamy takie uk�ady dynamiczne, 
w których modelu matematycznym jedna cz��� zmiennych stanu jest z czasem ci�g�ym za�
druga cz��� jest z czasem dyskretnym, przy czym nie da si� rozdzieli� równa� dynamiki opi-
suj�cych cz��� ci�g�� oraz cz��� dyskretn�.
Uk�adami hybrydowymi nazywa si� te� takie uk�ady, których dynamika jest opisywana za 
pomoc� sko�czonego zbioru modeli ci�g�ych, odpowiadaj�cym np. poszczególnym stanom 
pracy uk�adu. W trakcie pracy uk�adu nast�puj� prze��czenia pomi�dzy modelami ci�g�ymi, 
przy czym prze��czenia nast�puj� w chwilach dyskretnych w sposób zale�ny lub te� niezale�-
ny od aktualnego stanu procesu. Uk�ad hybrydowy mo�na zatem rozumie� jako kombinacj�
logicznych prze��cze� i ró�niczkowych lub ró�nicowych równa� opisuj�cych ewolucj� ci�-
g�ej cz��ci wektora stanu [2]. Przyk�adami tak rozumianych uk�adów hybrydowych s� np. 
samochód z r�czn� skrzyni� biegów [5] oraz protokó� transmisji kontroli TCP opracowany 
w celu kontroli przep�ywu danych w sieci [4]. 
W ostatnich latach problematyka analizy i syntezy uk�adów hybrydowych jest intensywnie 
rozwijana w literaturze �wiatowej g�ównie ze wzgl�du na potencjalne zastosowania praktycz-
ne. Tej problematyce s� po�wi�cone np. prace [1–5, 7–12]. Stabilno�� liniowych uk�adów
hybrydowych ci�g�o-dyskretnych by�a rozpatrywana w pracach [1, 14–16]. Problem modelo-
wania oraz realizacji liniowych dodatnich uk�adów hybrydowych ci�g�o-dyskretnych by� ana-
lizowany w pracach [9, 10, 12].
W niniejszej pracy zostan� podane komputerowe metody badania asymptotycznej stabilno�ci
dwóch podstawowych modeli liniowych uk�adów ci�g�o-dyskretnych, takich jak model For-
nasiniego-Marchesiniego oraz model typu Roessera. Metody te mog� by� wykorzystane do 
badania asymptotycznej stabilno�ci innych modeli rozpatrywanych uk�adów.

W pracy b�dziemy stosowa� nast�puj�ce oznaczenia: � �n m  - zbiór macierzy o wymiarach 
n m� , przy czym � � � �n n 1, Z� -  zbiór liczb ca�kowitych nieujemnych, � � �� [ , ].0
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2. WPROWADZENIE I SFORMU�OWANIE PROBLEMU
We�my pod uwag� model Fornasiniego-Marchesiniego uk�adu ci�g�o-dyskretnego, którego 
równanie stanu ma posta� [7, 8] 

�( , ) ( , ) �( , ) ( , ) ( , ),x t i A x t i A x t i A x t i Bu t i� � � � � �1 10 1 2 i Z� � , t ��� ,  (1) 

gdzie �( , ) ( , ) / ,x t i x t i t� � � x t i n( , ) ,�� u t i m( , ) ��  za� sta�e macierze A0, A1, A2 , B  maj�
odpowiednie wymiary.  
Warunki brzegowe dla równania (1) s� nast�puj�ce

x i x i( , ) ( ),0 � i Z� �  oraz x t x t( , ) ( ),0 � �( , ) �( ),x t x t0 � t ��� .  (2) 

Macierz charakterystyczna modelu Fornasiniego-Marchesiniego (1) wyra�a si� wzorem 
H s z szI A sA zAn( , ) � � � �0 1 2  (3) 

za� funkcja charakterystyczna tego modelu, któr� oblicza si� ze wzoru
w s z H s z szI A sA zAn( , ) det ( , ) det[ ],� � � � �0 1 2  (4) 

jest wielomianem dwóch zmiennych niezale�nych s i z. Mo�na j� napisa� w ogólnej postaci
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Równanie stanu modelu typu Roessera uk�adów ci�g�o-dyskretnych ma posta� [7, 8] 
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przy czym � ( , ) ( , ) / ,x t i x t i th h� � �  wektory x t ih n( , ) �� 1  i x t iv n( , ) �� 2  s� to, odpowiednio, 

wektor horyzontalny i wertykalny, u t i m( , ) ��  jest wektorem wymusze�, za� A n n
11
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Warunki brzegowe dla równania (6) maj� posta�

x t x th h( , ) ( ),0 � x t x tv v( , ) ( ),0 � t ��� ,  (7a) 

x i x ih h( , ) ( ),0 � x i x iv v( , ) ( ),0 � i � 1, i Z� � . (7b) 

Macierz charakterystyczn� H s z( , )  modelu Roessera (6) wyra�a si� wzorem 
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za� funkcj� charakterystyczn� w s z H s z( , ) det ( , )�  modelu Roessera mo�na obliczy� korzy-
staj�c z jednego ze wzorów 

w s z H s z zI A sI A A sI A An n n( , ) det ( , ) det{( )det( ) ( )) },� � � � � �2 1 122 11 21 11 12(adj  (9a) 

w s z H s z sI A zI A A zI A An n n( , ) det ( , ) det{( )det( ) ( )) }.� � � � � �1 2 211 22 12 22 21(adj  (9b) 

Powy�sze wzory wynikaj� z dwóch metod obliczania wyznacznika macierzy blokowej [6]. 
Funkcj� charakterystyczn� modelu Roessera mo�na napisa� w ogólnej postaci 
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Definicje stabilno�ci rozpatrywanych modeli uk�adów ci�g�o-dyskretnych mo�na sformu�o-
wa� w sposób podany poni�ej.
Definicja 1. Model Fornasiniego-Marchesiniego (1) uk�adu ci�g�o-dyskretnego b�dziemy 
nazywa� asymptotycznie stabilnym, je�eli przy u t i( , ) � 0 oraz ograniczonych warunkach 
brzegowych (2) zachodzi zale�no�� i t x t i,lim || ( , )|| ,�� � 0  przy czym || ( , )||x t i  oznacza norm�
wektora x t i( , ).   

Definicja 2. Model Roessera (6) uk�adu ci�g�o-dyskretnego b�dziemy nazywa� asymptotycz-
nie stabilnym, je�eli przy u t i( , ) � 0 oraz ograniczonych warunkach brzegowych zachodz�

zale�no�ci i t
hx t i,lim || ( , )||�� � 0  i i t

vx t i,lim || ( , )|| .�� � 0

Na podstawie prac [14-16] mo�emy sformu�owa� poni�sze twierdzenie. 
Twierdzenie 1. Model Fornasiniego-Marchesiniego (1) (model Roessera (6)) uk�adu ci�g�o-
dyskretnego jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wielomian charaktery-
styczny (4) (wielomian charakterystyczny (9)) spe�nia warunek

w s z( , ) ,� 0 Re ,s � 0  | | .z � 1  (11) 

Wielomian w s z( , )  dwóch zmiennych niezale�nych spe�niaj�cy warunek (11) b�dziemy na-
zywa� wielomianem stabilnym w sensie Hurwitza-Schura. W literaturze angloj�zycznej taki 
wielomian nazywa si� jako: C-D stable (continuous-discrete stable) [1] lub Hurwitz-Schur 
stable [14-16]. 
Bezpo�rednie sprawdzenie warunku (11) nie jest mo�liwe, poniewa� nie ma metod wyzna-
czania zer wielomianów wielu zmiennych. Warunek ten mo�na sprawdzi� po�rednio z wyko-
rzystaniem m. in. oblicze� komputerowych. 
Ró�ne metody sprawdzania spe�nienia warunku (11) zosta�y podane w pracy [1] oraz w pra-
cach [14-16]. B�d� one omówione w nast�pnym punkcie. 
Celem pracy jest podanie komputerowych metod badania asymptotycznej stabilno�ci modeli 
Fornasiniego-Marchesiniego (1) oraz Roessera (6) uk�adów ci�g�o-dyskretnych.
3. ROZWI�ZANIE PROBLEMU 
W dalszych rozwa�aniach wykorzystamy poni�szy rezultat udowodniony w pracy [13]. 
We�my pod uwag� wielomian P s d( , )  dwóch zmiennych niezale�nych o postaci
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Twierdzenie 2 [13]. Dla wielomianu (12) s� sobie równowa�ne poni�sze warunki: 
1) P s d( , ) ,� 0 Re ,s � 0  | | ,d � 1

2) P s d( , ) ,� 0 Re ,s � 0  | |d � 1 i P s( , ) ,1 0� Re ,s � 0

3) P s d( , ) ,� 0 Re ,s � 0  | |d � 1 i P s( , ) ,1 0� Re ,s � 0
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Stosuj�c w wielomianie (12) podstawienie d z� �1  otrzymamy  
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Zauwa�my, �e | |d � 1 wtedy i tylko wtedy, gdy | | .z � 1

Z powy�szych rozwa�a� oraz twierdze� 1 i 2 wynika bezpo�rednio nast�puj�ce twierdzenie. 
Twierdzenie 3. Uk�ad ci�g�o-dyskretny o wielomianie charakterystycznym w s z( , )  jest 
asymptotycznie stabilny (zachodzi (11)) wtedy i tylko wtedy, gdy 
1) w s( , ) ,1 0� Re ,s � 0

2) w s z( , ) ,� 0 Re ,s � 0  | | ,z � 1  lub  2a) w s z( , ) ,� 0 Re ,s � 0  | | .z � 1

W pracy [1] pokazano, �e warunek (11) jest spe�niony wtedy i tylko wtedy, gdy s� spe�nione
trzy poni�sze warunki: 
1. w s b( , ) � 0 dla Re s � 0  i dla pewnej liczby b spe�niaj�cej warunek | |b � 1, 

2. w a z( , ) � 0  dla | |z � 1 i dla pewnej urojonej liczby a,

3. �( )s � 0  dla ka�dego urojonego s, przy czym wielomian �( )s  wyznacza si� w sposób 
podany w [1]. Sposób ten jest podobny do wyznaczania macierzy stabilno�ci przy badaniu 
stabilno�ci uk�adów dyskretnych. 

Zgodnie z pracami [14-16], warunek (11) jest równowa�ny z dwoma warunkami: 
1. w s( , )1 0�  dla Re s � 0

2. w j z( , )� � 0  dla � ��  i | |z � 1. 

Nale�y przy tym zaznaczy�, �e warunek 1. w pracy [14] zosta� podany b��dnie i mia� posta�:
w s( , )0 0�  dla Re .s � 0  Poprawna posta� tego warunku zosta�a podana w pó�niejszych pra-
cach (np. [15]). Ponadto, w pracy [14] dowód równowa�no�ci warunku (11) i powy�szych
warunków 1. i 2. zosta� podany w sposób nieprecyzyjny.
Spe�nienie warunku 1) twierdzenia 3 oznacza, �e wszystkie zera wielomianu w s( , )1  jednej 
zmiennej maj� ujemne cz��ci rzeczywiste, czyli ten wielomian jest asymptotycznie stabilny 
w sensie Hurwitza. Do badania jego stabilno�ci mo�na stosowa� kryterium stabilno�ci Hu-
rwitza.
Wielomian w s( , )1  oblicza si� ze wzoru

w s s I A A An( , ) det[ ( ) ( )]1 1 0 2� � � �  (14) 

dla modelu Fornasiniego-Marchesiniego (1) oraz ze wzoru  
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dla modelu Roessera (6). 
Ze wzoru (14) wynika, �e je�eli A In1 � ,  to w s A A( , ) det[ ( )]1 0 2� � �  jest sta��. Oznacza to, 
�e dla modelu Fornasiniego-Marchesiniego wielomian w s( , )1  (stopnia n-tego w przypadku 
ogólnym, tj. przy A In1 � ), przy A In1 �  redukuje si� do wielomianu zerowego stopnia. Taki 
przypadek wymaga dodatkowych bada� i nie b�dzie analizowany w pracy. 
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Uwzgl�dniaj�c wzory (9) dla z � 1 otrzymamy, �e dla modelu Roessera (6) wielomian w s( , )1
mo�na obliczy� korzystaj�c z jednej z poni�szych zale�no�ci

w s H s I A sI A A sI A An n n( , ) det ( , ) det{( )det( ) ( )) },1 1 2 1 122 11 21 11 12� � � � � �(adj  (16a) 

w s H s sI A I A A I A An n n( , ) det ( , ) det{( )det( ) ( )) }.1 1 1 2 211 22 12 22 21� � � � � �(adj  (16b) 

Wielomian w s( , )1  jest wielomianem stopnia n1  w przypadku ogólnym. Natomiast w przy-
padku szczególnym A In22 2�  ze wzoru (16a) mamy w s A sI A An( , ) det{ ( )) }.1 21 11 121� � �(adj  
Oznacza to, �e przy A In22 2�  wielomian w s( , )1  ma stopie� n1 1� .  Taki przypadek wymaga 
dodatkowych bada� i nie b�dzie analizowany w pracy. 
Spe�nienie warunku 2a) twierdzenia 3 oznacza, �e dla ka�dego ustalonego s jy� , y � 0,  wie-
lomian zespolony w jy z( , )  nie ma zer o warto�ci bezwzgl�dnej wi�kszej lub równej jeden, 
czyli jest on asymptotycznie stabilny w sensie Schura. 
Spe�nienie warunku 2) twierdzenia 3 oznacza natomiast, �e dla ka�dego ustalonego z spe�nia-
j�cego warunek | |z � 1 wielomian zespolony w s z( , )  jednej zmiennej s nie ma zer na osi uro-
jonej. 	atwo zauwa�y�, �e mo�emy przyj�� z j� exp( )�  i � ��[ , ],0 2  przy czym mo�emy 
ograniczy� si� do przedzia�u [ , ].0 �

Warunek 2) twierdzenia 3 jest wi�c równowa�ny z warunkiem  
w s j( ,exp( )) ,� � 0 Re ,s � 0 �� �[ , ],0 �  (17) 

przy czym 
w s j sI A j A sAn( ,exp( )) det[( )exp( ) ]� �� � � �2 0 1  (18) 

dla modelu Fornasiniego-Marchesiniego (1) oraz  
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dla modelu Roessera (6). 
Twierdzenie 4. Uk�ad ci�g�o-dyskretny o wielomianie charakterystycznym w s z( , )  jest 
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy 

w s j( ,exp( )) ,� � 0 Re ,s � 0 �� �[ , ].0 �  (20) 

Dowód. Warunek 2) twierdzenia 3 jest równowa�ny z warunkiem (17). Jest on spe�niony
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie zera zespolonego wielomianu w s j( ,exp( ))�  dla ka�dego
ustalonego � ��[ , ]0  maj� cz��ci rzeczywiste ujemne albo cz��ci rzeczywiste dodatnie. Za-
uwa�my, �e dla � � 0  zespolony wielomian w s j( ,exp( ))�  redukuje si� do wielomianu rze-
czywistego w s( , ),1  który zgodnie z warunkiem 1) twierdzenia 3, musi mie� wszystkie zera o 
ujemnych cz��ciach rzeczywistych. Teza twierdzenia wynika zatem z powy�szego oraz z fak-
tu, �e warto�ci zer wielomianu w s j( ,exp( ))�  zmieniaj� si� w sposób ci�g�y przy ci�g�ych
zmianach warto�ci parametru � ��[ , ].0 �
Warunek (19) twierdzenia 4 mo�na sprawdzi� stosuj�c jeden z poni�szych algorytmów. 
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Algorytm 1.
Krok 1. Przyjmujemy odpowiednio ma�y krok ��  i dla ka�dego ustalonego � ��[ , ]0  (wy-
znaczonego z zadanym krokiem �� ) obliczamy zera wielomianu w s j( ,exp( )).�

Krok 2. Rysujemy na p�aszczy�nie zmiennej zespolonej po�o�enia wyznaczonych zer w funk-
cji parametru � ��[ , ].0  Otrzymamy w ten sposób linie zer. Ich liczba jest równa stopniowi 
wielomianu w s z( , )  ze wzgl�du na zmienn� s.  Warunek (20) jest spe�niony wtedy i tylko 
wtedy, gdy wyznaczone linie zer le�� ca�kowicie w otwartej lewej pó�p�aszczy�nie p�aszczy-
zny zmiennej zespolonej. 
Algorytm 1a.
Krok 1. Przyjmujemy odpowiednio ma�y krok ��  i dla ka�dego ustalonego � ��[ , ]0  obli-
czamy zera � �k ( )  ( k n� 1 2, ,..., ) wielomianu w s j( ,exp( ))�  oraz najwi�ksz� ich cz��� rze-
czywist�, tj. � � � �( ) max{Re ( ), , ,..., }.� �k k n1 2  

Krok 2. Rysujemy na p�aszczy�nie ( , ( ))� � �  wykres � �( ),  � ��[ , ].0  Warunek (20) jest 
spe�niony wtedy i tylko wtedy, gdy wyznaczony wykres le�y poni�ej osi odci�tych (wyzna-
czone warto�ci � �( )  s� ujemne). 

Krok 2a. Obliczamy � � � � �� �max{ ( ): [ , ]}.0  Warunek (20) jest spe�niony wtedy i tylko 
wtedy, gdy � � 0. 

Rozpatrzymy teraz problem badania asymptotycznej stabilno�ci rozpatrywanych modeli 
uk�adów ci�g�o-dyskretnych bez konieczno�ci wyznaczania ich wielomianów charaktery-
stycznych.
Twierdzenie 5. Je�eli A In1 � , to model Fornasiniego-Marchesiniego (1) uk�adu ci�g�o-
dyskretnego jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie warto�ci w�asne
zespolonej macierzy Af ( )�  maj� ujemne cz��ci rzeczywiste dla ka�dego � ��[ , ],0  gdzie 

A I j A A j A

A j A I j A

f n

n
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2 0 1
1

 (21) 

Dowód. Je�eli A In1 � , to macierz I j An exp( )� � 1 jest nieosobliwa dla ka�dego � ��[ , ].0
Wtedy  

[( ) ] [ ][ ( ) ( )]
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i ze wzoru (18) mamy  

w s e I e A sI Aj
n

j
n f( , ) det( )det( ( )),� � �� � �1

co oznacza, �e zerami wielomianu w s j( ,exp( ))�  s� warto�ci w�asne macierzy (21). Teza 
wynika zatem z twierdzenia 4. �
Do sprawdzenia warunku twierdzenia 5 mo�na stosowa� podane powy�ej algorytmy, w któ-
rych nale�y bra� pod uwag� warto�ci w�asne macierzy (21) zamiast zer wielomianu 
w s j( ,exp( )).�
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Przyk�ad 1. Nale�y zbada� asymptotyczn� stabilno�� modelu Fornasiniego-Marchesiniego 
(1) uk�adu ci�g�o-dyskretnego o macierzach  
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. .  (22) 

Do badania stabilno�ci zastosujemy twierdzenie 5. Warto�ci w�asne macierzy (21) (przy ma-
cierzach A0, A1  i A2  o postaciach (22)) obliczone dla ustalonych warto�ci parametru 
� ��[ , ],0 2  zmieniaj�cych si�  z krokiem �� � 0 015. ,�  s� pokazane na rys. 1. Tworz� one 
trzy linie warto�ci w�asnych. Warto�� �  wyznaczona w sposób podany w Algorytmie 1a wy-
nosi � � �0 3341. .  Oznacza to, �e linie warto�ci w�asnych le�� na p�aszczy�nie zmiennej ze-
spolonej na lewo od prostej pionowej przecinaj�cej o� rzeczywist� w punkcie � � �0 3341. .  
Warunek twierdzenia 5 jest wi�c spe�niony i rozpatrywany model Fornasiniego-
Marchesiniego uk�adu ci�g�o-dyskretnego jest asymptotycznie stabilny. 

-1.1 -0.7 -0.3
-4

0

4

real

imag

Rys. 1. Warto�ci w�asne macierzy Af ( ),� � ��[ , ]0 2  

Twierdzenie 6. Je�eli A In22 2� ,  to model Roessera (6) uk�adu ci�g�o-dyskretnego jest 
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie warto�ci w�asne macierzy zespo-
lonej Ar ( )�  maj� ujemne cz��ci rzeczywiste dla ka�dego � ��[ , ],0  przy czym 

A A A I e A Ar n
j( ) ( ) .� �� � � �

11 12 22
1

212  (23) 

Dowód. Je�eli A In22 2� ,  to macierz I j An2 22exp( )� �  jest nieosobliwa dla ka�dego
� ��[ , ].0  Korzystaj�c z metod wyznaczania wyznacznika macierzy blokowej [6], otrzyma-
my 

 det det( )det( ( ) ).
sI A A

A I e A
I e A sI A A I e A An

n
j n

j
n n

j1

2
2 1 2

11 12

21 22
22 11 12 22

1
21

� �

� �



�
�
�




�
�
�
� � � � � �

�
� �



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2009

432 automation 2009automation 2009

Zatem  
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gdzie macierz Ar ( )�  oblicza si� ze wzoru (23). 

Ze wzoru (24) wynika, �e zerami wielomianu (19) s� warto�ci w�asne macierzy (23). Teza 
wynika zatem z twierdzenia 4. �
Do sprawdzenia warunku twierdzenia 6 mo�emy zastosowa� podane powy�ej algorytmy, 
w których nale�y bra� pod uwag� warto�ci w�asne macierzy (23) zamiast zer wielomianu 
w s j( ,exp( )).�

Przyk�ad 2. Nale�y zbada� asymptotyczn� stabilno�� modelu Roessera (6) uk�adu ci�g�o-
dyskretnego o macierzach 
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Do badania stabilno�ci zastosujemy twierdzenie 6. Warto�ci w�asne macierzy (23) obliczone 
dla ustalonych warto�ci parametru � ��[ , ]0 2  (zmieniaj�cych si� z krokiem �� � 0 01. )�  s�
pokazane na rys. 2. Tworz� one linie warto�ci w�asnych macierzy (23), przy czym warto�� �
wyznaczona w sposób podany w Algorytmie 1a wynosi � � �0 2319. .  Linie warto�ci w�a-
snych macierzy (23) le�� na p�aszczy�nie zmiennej zespolonej na lewo od prostej pionowej 
przecinaj�cej o� rzeczywist� w punkcie � � �0 2319. ,  co oznacza, �e rozpatrywany model 
Roessera uk�adu ci�g�o-dyskretnego jest asymptotycznie stabilny, zgodnie z twierdzeniem 6.  

-3 -1.5 0
-0.5

0

0.5

real

imag

Rys. 2. Warto�ci w�asne macierzy Ar ( ),� � ��[ , ]0 2  

Na rys. 3 zosta� dodatkowo pokazany wykres najwi�kszych cz��ci rzeczywistych warto�ci
w�asnych � �k ( )  macierzy (23), tj. wykres � � � �( ) max{Re ( ), , }� �k k 1 2  w funkcji 
� ��[ , ].0 2  Wykres ten le�y poni�ej osi odci�tych, co potwierdza asymptotyczn� stabilno��
rozpatrywanego uk�adu.
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-0.8
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� �( )

Rys. 3. Wykres � �( ),  � ��[ , ]0 2  

Zauwa�my, �e w rozpatrywanym asymptotycznie stabilnym modelu Roessera macierz A11
nie jest stabilna w sensie Hurwitza (jedna z jej warto�ci w�asnych s1 10916� � . ,  s2 0 0916� .
jest dodatnia). Zatem stabilno�� w sensie Hurwitza macierzy A11  nie jest warunkiem ko-
niecznym asymptotycznej stabilno�ci modelu Roessera uk�adu ci�g�o-dyskretnego. Podany 
w pracy [14] rezultat stwierdzaj�cy, �e macierz A11  musi by� stabilna w sensie Hurwitza, aby 
by� asymptotycznie stabilny model Roessera uk�adu ci�g�o-dyskretnego nie jest wi�c praw-
dziwy.
4. UWAGI KO�COWE
W pracy rozpatrzono problem badania asymptotycznej stabilno�ci liniowych uk�adów hybry-
dowych ci�g�o-dyskretnych. Podano komputerowe metody badania stabilno�ci w sensie  
Hurwitza-Schura wielomianu charakterystycznego uk�adów ci�g�o-dyskretnych oraz asymp-
totycznej stabilno�ci modelu Fornasiniego-Marchesiniego i modelu Roessera. Metody te mo-
g� by� wykorzystane do badania stabilno�ci innych modeli, takich jak model ogólny [7, 8], 
a tak�e nowy model ogólny analizowany w pracach [9, 10]. 
W szczególno�ci pokazano, �e:
�� wielomian charakterystyczny w s z( , )  jest stabilny w sensie Hurwitza-Schura wtedy i tylko 

wtedy, gdy jest spe�niony warunek (20) (twierdzenie 4), 
�� model Fornasiniego-Marchesiniego (1) przy A In1 �  jest asymptotycznie stabilny wtedy 

i tylko wtedy, gdy wszystkie warto�ci w�asne macierzy (21) maj� ujemne cz��ci rzeczywi-
ste dla ka�dego � ��[ , ]0  (twierdzenie 5), 

�� modelu Roessera (6) przy A In22 2�  jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy 
wszystkie warto�ci w�asne macierzy (23) maj� ujemne cz��ci rzeczywiste dla ka�dego
� ��[ , ]0  (twierdzenie 6). 

Proponowane metody badania stabilno�ci mo�na uogólni� na dodatnie uk�ady hybrydowe 
ci�g�o-dyskretne.
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