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WIELOWYMIAROWE GRAFY SKIEROWANE ODDZIALYWAN
I ICH ZASTOSOWANIE W ANALIZIE UKEADOW DODATNICH

W pracy pokazano podstawy klasycznej teorii grafow. Wprowadzono podstawowe
definicje oraz omowiono podstawowe wlasciwosci. Zaprezentowano jednowymia-
rowe grafy skierowane oddzialywan oraz pokazano uogolnienie tych grafow na
wielowymiarowe grafy skierowane oddzialywan. Nastepnie pokazano sposob po-
wiqzania wielowymiarowych grafow skierowanych oddziatywan z ukliadami jed-
no- i wielowymiarowymi.

USING MULTIDIMENSIONAL DIGRAPH THEORY IN ANAYSES OF
POSITIVE SYSTEMS
In this paper presented the classical graph theory. Introduce the elementary defi-
nitions. Presented the one-dimensional digraphs and presented generalization on
multi- dimensional digraphs. At the end presented connection between multi-
dimensional digraph and positive one- and multi- dimension systems.

1. WPROWADZENIE

W ostatnim czasie obserwuje si¢ duze zainteresowanie matematyka dyskretna, a w szcze-
gblnosci zastosowaniem pewnych aparatow do rozwiazywania probleméw z réznych dzie-
dzin, poczawszy od nauk humanistycznych takich, jak ekonomia, biologia, medycyna a skon-
czywszy na naukach technicznych takich, jak mechanika, chemia, elektrotechnika czy wresz-
cie teoria sterowania. Jednym z narzedzi coraz czegsciej stosowanych do rozwiazywania
problemoéw z roznych dziedzin Zycia jest teoria grafow.

Pierwsze wykorzystanie grafow skierowanych 1 nieskierowanych miato poczatek w analizie
1 syntezie obwodow elektrycznych. Pierwsze proby uzycia teorii jednowymiarowych grafow
skierowanych oddziatywan do analizy uktadéw jednowymiarowych bez opdznien zostaly
zapoczatkowane w pracach [10, 11, 15, 22]. Kolejnym etapem byto uogdlnienie teorii jedno-
wymiarowych grafow skierowanych oddziatywan na dwuwymiarowe grafy skierowane od-
dzialywan 1 zastosowanie teorii tej do wyznaczania indeksu osiagalnosci dla uktadéw dwu-
wymiarowych opisanych drugim modelem Fornasiniego-Marchesiniego [6, 7, 8]. W efekcie
rozszerzono metod¢ wyznaczania indeksOw osiagalnosci oraz metod¢ wyznaczania obszaru
indekséw osiagalnosci na uktady dwuwymiarowe opisane modelem ogdélnym [19, 20, 21].
Nastepnie rozszerzono zastosowanie dwuwymiarowych grafow skierowanych odzialywan do
wyznaczania elementéw macierzy stanu w uktadach dwuwymiarowych bez op6znien opisa-
nych za pomoca modelu ogdlnego, pierwszym i drugim modelem Fornasiniego-
Marchesiniego [16, 17, 18]. W wyniku tych prac skonstruowano metode wyznaczania realiza-
cji uktadéw jednowymiarowych i dwuwymiarowych bez opdznien i z opdznieniami.

Nalezy zauwazy¢, iz teoria wielowymiarowych graféow skierowanych oddziatywan moze po-
stuzy¢ jako wydajne narzedzie do analizy szerokiej klasy uktadéw jednowymiarowych i wie-
lowymiarowych bez opdznien i z opoznieniami. Stanowi ona alternatywe¢ dla obliczen
klasycznych przy tak trudnych zagadnieniach jak osiagalnos¢ czy problem realizacji uktadéw
dodatnich bez opdznien i z opdznieniami. Kolejnym atutem tego podejscia jest fakt fatwej
implementacji algorytméw grafowych, ktére sa dobrze rozwinigte i poznane chociazby
z teorii algorytméw 1 struktur danych.
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2. GRAFY SKIEROWANE

2.1. Klasyczna definicja grafu i digrafu

W istniejacej literaturze mozna spotkac rézne definicje grafu [1], [2], [3], [9], [15], [23]. Ob-
serwowane dynamiczne zmiany wynikajace ze sposobu definiowania grafu wynikaja z po-
trzeby obejmowania teorig grafow coraz szerszej klasy struktur.

Aby okresli¢ graf, nalezy okresli¢ zbior jego wierzchotkow V, zbidr gatezi E oraz relacje P.
Teraz mazemy przyjaé” nastgpujaca, ogdlng definicje grafu.

Definicja 1. Grafem nazywamy uporzqdkowanq trojke G =<V,E,R >, gdzie V jest zbiorem
wierzcholkow grafu, E jest zbiorem galezi grafu, P jest relacjq trojczionowq incydencji
PcVxE XYV owlasnosci

A = <x,u,y>e]P’ A u:<x,y> (1)

uelU x,yeX

Zbior V nazywamy zbiorem wierzchotkdéw, a jego elementy nazywamy wierzchotkami. Zbidr
[E nazywamy zbiorem gatg¢zi, a jego elementy nazywamy galeziami.

Obrazem geometrycznym grafu abstrakcyjnego na ptaszczyznie nazywa si¢ grafem geome-
trycznym. Nalezy zauwazy¢ zatem, ze dla tego samego grafu abstrakcyjnego mozna wyryso-
wac wiele graféw geometrycznych, ktére sa izomorficzne z nim.

Jezeli liczebnos$¢ zbioru wierzchotkow W jest skonczona |[W|=n <o, to graf G nazywamy
grafem skonczonym. W przypadku gdy »n = oo, graf nazywamy grafem nieskonczonym. Nale-
zy zauwazy¢, ze kazdy graf skoficzony posiada odwzorowanie geometryczne w postaci zbioru
punktéw — czyli wierzchotkdw oraz taczacych ich gatezi. Przyktadowy graf skonczony poka-
zano narys. 1.
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Rys. 1. Graf (a) skierowany, (b) nieskierowany

Galezie grafu (rys. 1) dzielimy na:

1. Galezie nieskierowane zwane krawedziami. GalaZz u stanowi krawedz, gdy zachodzi
<x,u y>eP — <y, u, x>eP. Przyktadowo na rys. 1(b) mamy nast¢gpujace krawedzie:
(1,2), (1,5), (2, 5) oraz (3, 6).

2. Galezie skierowane zwane tukami. Galaz jest tukiem, gdy <x, u, y >eP — <y, u, x >¢P.
Przyktadowo na rys. 1(a) mamy nastgpujace tuki: (1, 2), (2, 4), (4, 1).

3. Petle. Galaz jest petla gdy <x, u, x >€P. Przykladowo na rys. 1(a) mamy nastgpujaca
petle: (2, 2).

Definicja 2. Graf G nazywamy grafem skierowanym i oznaczamy go przez G, gdy zbidr gale-
zi ma co najmniej jednq gatqz skierowang.
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Definicja 3. Digrafem D nazywamy graf, w ktorym kazda krawedz jest zorientowana i sq to
galtezie typu tuki lub petle.

W grafie nieskierowanym G =<V, E, P> zbior krawedzi to zbior nieuporzadkowanych par
wierzchotkdéw. Oznacza to, ze krawedz jest zbiorem {u, v}, gdzie u, v € V i u # v. Do ozna-
czania krawedzi bedziemy uzywaé notacji (u, v). Zapis (u, v) 1 (v, u) oznaczaja t¢ sama kra-
wedz.

W grafie nieskierowany nie moga wystgpowac petle zatem, kazda krawedz zawiera doktadnie
dwa rézne wierzchotki. Na rys. 1(b) jest pokazany graf nieskierowany o zbiorze wierzchot-
kow V ={1, 2,3, 4,5, 6} izbiorze krawedzi E = {(1, 2), (1, 5), (2, 5), (3, 6)}.

W grafie skierowanym oddzialywan jezeli (u, v) jest tukiem digrafu D=<V, E, P>, to mo-
wimy, ze tuk (u, v) jest wychodzacy z wierzchotka u i jest wchodzacy do wierzchotka v. Na
rys. 1(a) jest pokazany graf skierowany oddzialywan o zbiorze wierzchotkéw
V=1{1,2,3,4,5,6} 1 zbiorze krawedzi E = {(1,2), (2, 2), (2,4),(4,1),(4,5),(6,3)}. Na
przyktad tuki wychodzace z wierzchotka 2 to (2, 2), (2, 4) 1 (2, 5) a tuki wchodzace do wierz-
chotka 2 to: (1, 2) 1 (2, 2).

Jezeli (u, v) jest tukiem grafu skierowanego oddziatywan D, to mowimy, ze wierzchotek v jest
sasiedni wzgledem wierzchotka u. W przypadku grafu nieskierowanego G relacja sasiedztwa
jest symetryczna. Przyktadowo na rys. 1 (a) i (b) wierzchotek 2 jest sasiedni wzglgdem wierz-
chotka 1, poniewaz krawedz (1, 2) nalezy do obu graféw. Natomiast wierzchotek 1 nie jest
sasiedni wzgledem wierzchotka 2 na rys. 1 (a) poniewaz krawedz (2, 1) nie nalezy do grafu.
Stopniem wierzchotka w grafie nieskierowanym G jest liczba incydentnych z nim krawedzi.
Na przyktad wierzchotek 2 na rys. 1 (b) ma stopien 2. Wierzchotek, ktérego stopien wynosi
zero, taki jak wierzcholek 4 na rys. 1 (b), jest nazywany wierzchotkiem izolowanym. W grafie
skierowanym oddzialywan D stopien wyjsciowy wierzchotka jest liczba tukéw lub petli
z niego wychodzacych, a stopien wejsciowy wierzchotka jest liczba tukéw lub petli do niego
wchodzacych. Stopniem wierzchotka w grafie skierowanym oddzialywan jest liczba bedaca
suma jego stopnia wejsciowego 1 wyjsciowego. Przyktadowo wierzchotek 2 na rys. 1 (a) ma
stopien wejsciowy 2, stopien wyjsciowy 3 1 stopien 5.

2.2. Sposoby reprezentacji grafu

Istnieja dwa standardowe sposoby reprezentacji grafu G: za pomoca list sasiedztwa oraz za
pomoca macierzy sasiedztwa.

Zazwyczaj preferowang reprezentacja jest postaé listy sasiedztwa poniewaz umozliwia ona
przestawienia w zwarty sposob grafow rzadkich czyli takich dla ktorych |E| jest duzo mniej-
sze od [V |*. W przypadku, gdy graf jest gesty czyli taki graf dla ktorego |E| jest bliskie [V
lub gdy istnieje potrzeba szybkiego sprawdzenia czy istnieje gataz taczaca dwa dane wierz-
chotki, wtedy korzystniejsza jest reprezentacja za pomocg macierzy sasiedztwa.

W reprezentacji grafu G za pomoca list sasiedztwa dana jest tablica Tab zawierajaca |V| list,
po jednej dla kazdego wierzchotka. Dla kazdego u€V elementami listy sasiedztwa Tab[u] sa
wszystkie wierzchotki v takie, ze krawedzie (u, v)eE. Porzadek wierzchotkow na liscie sa-
siedztwa jest dowolny. Na rys. 2(b) pokazano list¢ sasiedztwa dla grafu G z rys. 2 (a). Na
rys. 3 (b) pokazano list¢ sasiedztwa dla grafu skierowanego oddzialywan D z rys. 3 (a).

Jezeli rozpatrujemy graf skierowany oddziatywan (digraf) D, to suma dtugosci wszystkich list
sasiedztwa wynosi |E|, poniewaz tuk lub petla postaci (u, v) jest reprezentowany przez wysta-
pienie v na liscie Tab[u]. Jezeli G jest grafem nieskierowanym, to suma dtugosci wszystkich
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list sasiedztwa wynosi 2|E|, poniewaz dla krawedzi (u, v) wierzcholek u wystapi na liscie sa-

siedztwa v 1 odwrotnie, v wystgpuje na liscie u.
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Rys. 2. Dwie reprezentacje grafu nieskierowanego Rys. 3. Dwie reprezentacje grafu skierowanego
(a) Graf nieskierowany, (b) lista sasiedztwa grafu (a) Graf skierowany, (b) lista sasiedztwa grafu
nieskierowanego, (c) macierz sasiedztwa grafu skierowanego, (¢) macierz sasiedztwa grafu
nieskierowanego skierowanego

W reprezentacji grafu nieskierowanego G oraz grafu skierowanego oddzialywan D za pomoca
macierzy sasiedztwa zaktadamy, ze wierzchotki sa ponumerowane 1, 2,...,|V| w pewien do-
wolny sposob. Reprezentacja macierzowa sklada si¢ wtedy z macierzy: A = (a;) wymiaru
|V|x|V] takiej, ze a; = 1 jezeli (i, j)€E oraz a; = 0 w przeciwnym razie.
Na rys. 2 (¢) pokazano macierz sasiedztwa dla grafu G z rys. 2 (a). Na rys. 3 (¢) pokazano
macierz sasiedztwa dla grafu skierowanego oddziatywan D z rys. 3 (a).

2.3. Podstawowe wlasnosci digrafow

Definicja 4. Sumq prostq dwoch grafow G, =<V ,E|,P1>, Gy=<V2,EPr> nazywamy graf
G =<V,E,P> gdzie V=ViUV,, E=EUE,, P=PUP, i oznaczamy G = G1DG,.

Definicja 6. lloczynem dwoch grafow G, =<V E| P>, Gy=<V,EP»> nazywamy graf
G =<V,E,P>gdzie V=V NV, E=E NE,, P=P;NP; i oznaczamy G = G;NG,.

Definicja 7. Roznicq symetryczng dwoch grafow G, = <V ,E1,P1>, Gy = <V,E,,P2> nazywamy
graf G = <V,E,P> gdzie V =V \V,, E = E|\E,, P =P,\P, 1 oznaczamy G = G\G,.

W dualny sposéb mozemy zdefiniowac¢ sumg prosta, iloczyn oraz rdznice¢ symetryczng dwoch
grafow skierowanych oddziatywan.
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3. WIELOWYMIAROWE GRAFY SKIEROWANE ODDZIALYWAN

3.1. Definicja

W istniejacej literaturze mozna spotkac rozne definicje grafu. Klasyczna definicja grafu (De-
finicja 1) zostata podana podrozdziale 2.1. Obserwowane dynamiczne zmiany sposobu defi-
niowania grafu wynikaja z potrzeby obejmowania teorig graféw coraz szerszej klasy struktur.
W naszych rozwazaniach taka strukturg sa dodatnie uktady wielowymiarowe bez opdznien i z
opoznieniami. Modele tych uktadow zostaty podane w pozycjach [4], [5], [10], [11], [12],
[13]1[14].

Zeby zrozumie¢ wielowymiarowe grafy skierowane oddziatywan na poczatku nalezy wpro-
wadzi¢ pojecie jednowymiarowego grafu skierowanego oddziatywan D dla struktury, jaka jest
dodatni ukfad jednowymiarowy.

Definicja 7 Jednowymiarowym grafem skierowanym oddziatywan (digrafem) D nazywamy
czworke (S,V, A, B) gdzie S = {51,52,...,Sm} jest zrodlem (wejsciem), V = {vi,va,...,v,} jest
zbiorem wierzchotkow, 1 jest podzbiorem V<V, ktorego elementy nazywamy A-tukami oraz B
jest podzbiorem SxV, ktorego elementy nazywamy B-fukami.

Zgodnie z tym co zostato zaprezentowane w podrozdziale 2.1 jednowymiarowy graf skiero-
wany oddzialywan mozemy przedstawi¢ w postaci listy sasiedztwa oraz za pomocg macierzy
sasiedztwa.

Jednowymiarowy graf skierowany oddziatywan mozemy wyznaczy¢ za pomocg jego macie-
rzy sasiedztwa korzystajac z ponizszej procedury. W naszych rozwazaniach macierza sasiedz-
twa jest macierz stanu (A) uktadu opisanego rownaniami (D1).

Procedura 1

Krok 1: Istnieje A-tuk z wierzchotka v; do wierzchotka v; wtedy 1 tylko wtedy, gdy (i, j)-
ty element macierzy A jest niezerowy;
Krok 2: Istnieje B-tuk ze zrdédta s do wierzchotka v; wtedy 1 tylko wtedy, gdy i-ty ele-

ment macierzy B jest niezerowy.

W przypadku, gdy mamy par¢ macierzy (A;,B;) tuki powstale od macierzy te rysujemy jed-
nym kolorem 1 jednym stylem linii.

Przyktadowo dla macierzy stanu (sasiedztwa) (2) uktadu 1D opisanego rownaniami (D1)
mamy nastgpujacy jednowymiarowy graf skierowany oddziatywan (rys. 4).

- ~ 001 0 1
A 2 e A
D) e (3 )e 1) 100 0 0
t " S oo o0 1] " o
—_—
0100 1
\_ ) Y,

—O——

Rys. 4. Jednowymi_arowy graf skierowany od-
dzialywan G odpowiadajacy macierzy stanu (2)

Podobnie jak dla jednowymiarowego grafu skierowanego oddziatywan (G) mozemy skonstru-
owa¢ definicje dla wielowymiarowego grafu skierowanego oddziatywan (D).
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Definicja 8. Wielowymiarowym grafem skierowanym oddzialywar D" (krétko grafem oddzia-
bywan) nazywamy (S,V,A1Ry,...;B1,Ba,...) gdzie S = {s1,52,....Su} jest Zrodlem (wejsciem),
V={v1,va,...,vn} jest zbiorem wierzchotkow, i,n,,...; sq podzbiorami VXV, ktorych elementy
nazywamy A-tukami, y—tukami, ...; oraz By, Bo,...; sq podzbiorami SXV, ktorych elementy
nazywamy Bi-tukami, By—tukami, ..., .

Wielowymiarowy graf skierowany oddziatywan p"™ mozemy wyznaczy¢ za pomoca jego ma-
cierzy sasiedztwa. Nalezy zauwazy¢, iz w przypadku wielowymiarowych graféw skierowa-
nych oddzialywan mamy wiele macierzy stanu, ktére podobnie jak w przypadku jednowymia-
rowym sg macierzami sasiedztwa.

W przypadku, gdy mamy pary macierzy (A;,B;), (A2,B),...; tuki powstajace od odpowied-
nich par macierzy rysujemy jednymi kolorem i innymi stylami linii.

Przyktadowo dla macierzy stanu (3) ukladu dwuwymiarowego opisanego modelem ogdlnym
(D3) mamy nastgpujacy wielowymiarowy graf skierowany oddziatywan (rys. 5).

0000 00 —
A 1 010 B 1 0 "_i\___-m\_, J./ ™
= s = , Y \ __If —\I I./—\ __/'
0000 0 0 (1——(2) »(3) »(4)
0010 00 -— A A A
[0 0 0 0] 1 0] /'
0010 00 (o (5)
A2 = ) B2 = ) (3) l-\:ﬁ-/ '\-_?'_/I
0100 00
;0 00 1: _—0 0_— Rys. 5. Wielowymiarowy graf skierowany
0001 00 oddziatywan D" odpowiadajacy macierzy
1 0 0O 00
A, - B, - stanu (3).
00 00 0 1
00 1 0 0 0]

Z definicji wielowymiarowych graféw skierowanych oddzialywan (Definicja 8) wynika, 1z
grafy te sa odpowiednio zlozeniem wielu graféw jednowymiarowych. A zatem definicje
stuszne dla grafow jednowymiarowych przenosza si¢ réwniez na grafy wielowymiarowe.

Z powyzszych rozwazan wynikajq nastepujace wnioski:

e Jednowymiarowe grafy skierowane oddziatlywan (G) stosujemy do analizy dodatnich
uktadéw jednowymiarowych opisanych réwnaniami (D1).

e Dwuwymiarowe grafy skierowane oddziatywan (0?) stosujemy do analizy dodatnich
uktadéw jednowymiarowych z jednym opdznieniem (p =1, g = 1) opisanych réwna-
niem (D2) oraz do analizy uktadéw dwuwymiarowych opisanych pierwszym i drugim
modelem Fornasiniego-Marchesiniego (przypadki szczegélne ukladu 2D opisanego
modelem og6lnym D3).

e Wiclowymiarowe grafy skierowane oddzialywan (0™) stosujemy do analizy uktadow
1D z wieloma opdznieniami opisanych réwnaniem (D2), oraz uktadéw D2 opisanych
modelem ogdlnym bez opoznien (D3) 1 z opdznieniami (D4).

3.2. Podstawowe wlasnosci wielowymiarowych grafow skierowanych oddzialywan

Do podstawowych wiasnosci graféw nieskierowanych naleza: suma prosta (Definicja 4), ilo-
czyn (Definicja 5) oraz rdéznica symetryczna (Definicja 6). Wlasnosci te zostaly przedsta-
wione w czgsci 2.3.
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Jako, ze wielowymiarowe grafy skierowane od- ()
dziatywan sa odpowiednim ztozeniem grafow
jednowymiarowych zatem definicje sumy proste;j,
iloczynu oraz roznicy symetrycznej sa dualne i
przyjmuja nastgpujaca postaé.

Definicja 9. Sumq prostq dwoch wielowymiaro-
wych  grafow  skierowanych  oddziatywan
", = (SI;VI;All;Azl,...;Bll;le,...;) oraz ® —
D", = (S V%A% ;a%, s BY;BhL.)  nazywamy /’Q /-Q A A
wielowymiarowy graf skierowany oddziatywan . > gy, g 4)
D™ = (S;V;A1;A,...;B1;Ba,...;), gdzie S=S'US% /

V= VUv? a; =ahua?, /

A, =ahbuna% B =8B’ B =8LUBRY i ozna- (s1) -(:5'
czamy p™ = p™,@p™,. (€) [

Definicja 10. lloczynem dwoch wielowymiaro-
wych  grafow  skierowanych  oddzialywan
D™, =(Sl;Vl;All;Azl,...;Bll;le,...;) oraz  “~_/
D(”)zZ(SZ;VZ;Azl;AZZ,...; le;Bzz,..;) nazywamy
wielowymiarowy graf skierowany oddzialywan
D" = (S;ViAishg,...;B1sBa,.3), gdzie S=8'NS7%,

V= Vlﬂvz, A= AllﬂAzl, Ay = AlzﬂAzz,
1 A2 1 A2 . I

B;=B NB 1, B, =B 2B 1 oznaczamy B ¥ ™ B
0 A 0

D" = p™, Ap®,. (D)—(2) (3) (4)

Definicja 11. Roznicq symetrycznqg dwoch wielo-

wymiarowych grafow skierowanych oddziatywan ™

m —(qlyl.p gl plgl . U @

D 1—(S VAL Ay, . 3By B) ,...,) oraz

D", = (S5 V%A% a%, s BYiBh..)  nazywamy © —

wielowymiarowy graf skierowany oddziatywan / \

D" = (S;V;Ai;80,.. ;B;Ba,..),  gdzie S=SNS?,
V= VI\VZ, A= All\Azl, Ay = AIQ\AZQ, B1 = B11\B21,
B, = B',)\B% i oznaczamy 0™ = b \p",.

wane oddziatywan, (c¢) suma, (d) iloczyn,
(e) réznica symetryczna

Sposob konstruowania sumy prostej, iloczynu oraz réznicy symetrycznej jest analogiczny jak
dla grafow klasycznych z ta roéznica, ze w grafach skierowanych nalezy zwraca¢ uwagg na
kierunek tuku oraz na fakt istnienia tuku odpowiedniego koloru.

Z powyzszych rozwazan wynika, iz kazdy graf mozna w dowolny sposdb zdekomponowaé na
wiele podgraféw bez utraty informacji na temat struktury takiego grafu. Uwaga ta tyczy si¢
zarowno jednowymiarowych grafow skierowanych oddzialywan jak rowniez wielowymiaro-
wych grafow skierowanych oddziatywan.
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3.3. Topologia grafow skierowanych oddzialywan

Definicja 13. Trasq w danym wielowymiarowym grafie skierowanym oddziatywan D™ nazy-
wamy skonczony ciqg tukow, w ktorym kazde dwa kolejne wierzchotki v;, i =1,2,..., sq albo
sqsiednie albo identyczne co zapisujemy (v;, vit1)K, gdzie v; jest poczqtkiem {uku, vi+1 jest
koncem fuku a X jest (A1,2,,...;B1,By,...;)-fukiem.

Definicja 14. Trasa, w ktorej wszystkie tuki sq rozne nazywamy sciezkq

Sciezka dtugosci k z wierzchotka u do wierzchotka u” w wielowymiarowym grafie skierowa-
nym oddziatywan jest ciagiem wierzchotkdw <vj,v,,...,v> takich, ze u=v;, u=v; dla
i=1,2,....k. Dlugosc¢ Sciezki jest liczba jej krawedzi. Jezeli istnieje $ciezka p z wierzchotka u
do wierzchotka #” to méwimy ze wierzcholek u’ jest osiagalny z wierzchotka u po Sciezce p
co zapisujemy u — u’.

Definicja 15. Trasa, nazywamy drogq lub Sciezkq prostq, jezeli wszystkie wierzchotki sq roz-
ne.

Definicja 16. Droge <vi,vy,...,vi> nazywamy cyklem, jezeli poczqtkowy i koncowy wierzcho-
tek w drodze jest taki sam v\ = vy i droga zawiera co najmniej jednq krawed:.

Definicja 17. Cykl nazywamy prostym, jezeli wierzchotki <vi,v,...,vi> sq rozne.

4. PODSUMOWANIE

W pracy zaprezentowano podstawy klasycznej teorii graféw. Wprowadzono podstawowe
definicje oraz omdwiono podstawowe wlasnosci. Nastgpnie zaprezentowano podstawy jed-
nowymiarowych graféw skierowanych oraz zaproponowano uogdélnienie tych graféw na wie-
lowymiarowe grafy skierowane oddzialywan. Nastgpnie pokazano sposdb powigzanie wielo-
wymiarowych grafow skierowanych oddziatywan z uktadami jedno- i dwuwymiarowymi.
Wielowymiarowe grafy skierowane oddziatywan moga by¢ wykorzystywane w analizie za-
réwno dodatnich uktadéw jednowymiarowych jak réwniez do analizy dodatnich uktadéw
wielowymiarowych. Stanowia one alternatywne narzedzie do obliczen analitycznych przy tak
trudnych problemach jak:

e Problem wyznaczanie indeksOw osiagalnosci oraz obszaru indekséw osiagalnosci,

e Problem wyznaczania realizacji dodatniej uktadéw jedno- i wielowymiarowych bez
opoznien jak i z opdznieniami

e Problem wyznaczania realizacji minimalnej dodatnich uktadéow jedno- i wielowymia-
rowych bez opoznien jak 1 z opdznieniami

Aby pokaza¢ metodologi¢ rozwigzywania wyzej wymienionych problemow przedstawiono w
pracy autorskg koncepcje wielowymiarowych grafow skierowanych oddziatywan.

Do najwazniejszych osiagni¢¢ zwiazanych z autorskg koncepcja wielowymiarowych grafow
skierowanych oddziatywan autor zalicza:

e Rozszerzenie teorii dwuwymiarowych grafow skierowanych oddzialywan oraz wpro-
wadzenie wielowymiarowych graféw skierowanych oddzialywan.

e Podanie koncepcji wyznaczania elementow macierzy stanu uktadéw jednowymiaro-
wych i dwuwymiarowych opisanych modelem og6lnym, pierwszym i drugim modelem
Fornasiniego-Marchesiniego bez opdznien i z opdznieniami oraz ukladéw trdjwymia-
rowych bez opoznien opartej na teorii jedno-, dwu- 1 wielowymiarowych grafow skie-
rowanych oddziatywan.
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e Podanie koncepcji wyznaczania dodatniej realizacji opartej na teorii jedno-, dwu-
1 wielowymiarowych grafow skierowanych oddziatywan.

e Podanie algorytmu wyznaczania drog skonczonych w wielowymiarowym grafie skie-
rowanym oddziatywan.

e Podanie metody wyznaczania obszaru indekséw osiagalnosci dla uktadéw dwu- wy-
miarowych bez opdznien bazujaca na teorii dwuwymiarowych graféw skierowanych
oddziatywan

Dalsze prace nad problemem wyznaczania elementow macierzy stanu czy wreszcie proble-
mem realizacji, zdaniem autora nalezatoby przede wszystkim prowadzi¢ w kierunku uktadow
stabododatnich jednowymiarowych i dwuwymiarowych. Zasadne wydaje si¢ takze skonstru-
owanie oprogramowania do analizy i syntezy wielowymiarowych graféw skierowanych od-
dziatywan.

Problemem otwartym jest:

e Mozliwos¢ przeniesienia proponowanych metod na uklady dwuwymiarowe opisane
modelem Roessera

e Mozliwos¢ przeniesienia proponowanych metod na jednowymiarowe i dwuwymiarowe
dyskretne uktady utamkowego rzgdu,

e  Mozliwos¢ przeniesienia proponowanych metod na dodatnie uktady hybrydowe,

e Mozliwos¢ zastosowania wielowymiarowych grafow skierowanych oddziatywan do
wyznaczania sterowalnosci oraz dodatniej realizacji przy zatozeniu, ze jest ona stero-
walna a nastgpnie przy zatozeniu ze jest ona sterowalna i obserwowalna.
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DODATEK

Uklad 1D. Uktad jednowymiarowy bez opdznien dany jest rownaniem

X, =Ax,+Bu; y =Cx, +Duy, (D1)
przy czym x;eR” jest wektorem stanu w chwili dyskretnej i€Z;, u;€R" jest wektorem wymuszen,
yieR? jest wektorem odpowiedzi, AeR™", BeR"", CeR”", DeR”".
Uklad 1D z opéznieniami. Ukltad jednowymiarowy z g opdznieniami w wektorze stanu oraz p

opdznieniami w wektorze wymuszenia dany jest rOwnaniami
X =AX +AX  +...+ Aqul +Byu, +Bu,  +...+ Bpu,ﬁp +Bu;;

(D2)
y; =Cx; + Du,
Uklad 2D. Uktad dwuwymiarowy opisany modelem ogdlnym dany jest rownaniami
Xivtje1 = AOxij + Alx[+1,j + Azxi,jﬂ + BOuij + Blum,j + B2u[,j+l; (D3)
v; =Cx; +Du,

przy czym x;€R” jest wektorem stanu w punkcie (i,j), u;€R” i y;€R” sa odpowiednio wektorem wy-
muszen (sterowan) i wektorem odpowiedzi, a A,eR™", B,eR"", k=0,1,2; CeR”", DeR”".
Istnieja dwa przypadki szczegdlne modelu ogélnego. Podstawiajac:
e B, =B,=0 oraz By=B do réwnania (D3) otrzymujemy pierwszy model Fornasiniego-
Marchesiniego;
e A(=0oraz By =0 do réwnania (D3) otrzymujemy drugi model Fornasiniego-Marchesiniego.
Uklad 2D z opéznieniami. Uktad dwuwymiarowy z opdznieniami opisany modelem ogdlnym dany

jest rownaniami
a9 VI )

_ 0 1 2 0 1 2 .
Xt o1 = z z (Aklll Xickj, + Akl/1 Xigrtjmy T Akll, Xiky jety 1 ) + Z Z (Bkzlz Ui j, T Bkzlz Ui jysrjot, T Bkzlz Uity ity )a (D4)

k=0 4,=0 k=0 1,=0

Yy = Cx,./. + Dui/.

gdzie x;eR", u;eR”, y,;eR’ jest wektorem stanu, wymuszenia i odpowiedzi A’y €R™", BpeR™,
t= 0,1,2, k] = 0,1,...,6]1; 11 = 0,1,...,qZ; kz = 0,1,...,[71; 12 = 0,1,...,p2; CERpxn, DeR”™.
Istnieja dwa przypadki szczegdlne modelu ogdlnego z opdznieniami. Podstawiajac:
e B'}yn =B%up =0 oraz B’,, = B do rownania (D4) otrzymujemy pierwszy model Fornasiniego-
Marchesiniego;
e A%, =0 oraz B%;,=0 do rownania (D4) otrzymujemy drugi model Fornasiniego-
Marchesiniego.



