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WIELOWYMIAROWE GRAFY SKIEROWANE ODDZIA�YWA�
I ICH ZASTOSOWANIE W ANALIZIE UK�ADÓW DODATNICH 

W pracy pokazano podstawy klasycznej teorii grafów. Wprowadzono podstawowe 
definicje oraz omówiono podstawowe w�a�ciwo�ci. Zaprezentowano jednowymia- 
rowe grafy skierowane oddzia�ywa� oraz pokazano uogólnienie tych grafów na 
wielowymiarowe grafy skierowane oddzia�ywa�. Nast�pnie pokazano sposób po-
wi�zania wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa� z uk�adami jed-
no- i wielowymiarowymi.

USING MULTIDIMENSIONAL DIGRAPH THEORY IN ANAYSES OF 
POSITIVE SYSTEMS 

In this paper presented the classical graph theory. Introduce the elementary defi-
nitions. Presented the one-dimensional digraphs and presented generalization on 
multi- dimensional digraphs. At the end presented connection between multi-  
dimensional digraph and positive one- and multi- dimension systems. 

1. WPROWADZENIE 
W ostatnim czasie obserwuje si� du�e zainteresowanie matematyk� dyskretn�, a w szcze-
gólno�ci zastosowaniem pewnych aparatów do rozwi�zywania problemów z ró�nych dzie-
dzin, pocz�wszy od nauk humanistycznych takich, jak ekonomia, biologia, medycyna a sko�-
czywszy na naukach technicznych takich, jak mechanika, chemia, elektrotechnika czy wresz-
cie teoria sterowania. Jednym z narz�dzi coraz cz��ciej stosowanych do rozwi�zywania
problemów z ró�nych dziedzin �ycia jest teoria grafów. 
Pierwsze wykorzystanie grafów skierowanych i nieskierowanych mia�o pocz�tek w analizie 
i syntezie obwodów elektrycznych. Pierwsze próby u�ycia teorii jednowymiarowych grafów 
skierowanych oddzia�ywa� do analizy uk�adów jednowymiarowych bez opó�nie� zosta�y
zapocz�tkowane w pracach [10, 11, 15, 22]. Kolejnym etapem by�o uogólnienie teorii jedno-
wymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa� na dwuwymiarowe grafy skierowane od-
dzia�ywa� i zastosowanie teorii tej do wyznaczania indeksu osi�galno�ci dla uk�adów dwu-
wymiarowych opisanych drugim modelem Fornasiniego-Marchesiniego [6, 7, 8]. W efekcie 
rozszerzono metod� wyznaczania indeksów osi�galno�ci oraz metod� wyznaczania obszaru 
indeksów osi�galno�ci na uk�ady dwuwymiarowe opisane modelem ogólnym [19, 20, 21]. 
Nast�pnie rozszerzono zastosowanie dwuwymiarowych grafów skierowanych odzia�ywa� do 
wyznaczania elementów macierzy stanu w uk�adach dwuwymiarowych bez opó�nie� opisa-
nych za pomoc� modelu ogólnego, pierwszym i drugim modelem Fornasiniego-
Marchesiniego [16, 17, 18]. W wyniku tych prac skonstruowano metod� wyznaczania realiza-
cji uk�adów jednowymiarowych i dwuwymiarowych bez opó�nie� i z opó�nieniami. 
Nale�y zauwa�y�, i� teoria wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa� mo�e po-
s�u�y� jako wydajne narz�dzie do analizy szerokiej klasy uk�adów jednowymiarowych i wie-
lowymiarowych bez opó�nie� i z opó�nieniami. Stanowi ona alternatyw� dla oblicze�
klasycznych przy tak trudnych zagadnieniach jak osi�galno�� czy problem realizacji uk�adów
dodatnich bez opó�nie� i z opó�nieniami. Kolejnym atutem tego podej�cia jest fakt �atwej
implementacji algorytmów grafowych, które s� dobrze rozwini�te i poznane chocia�by
z teorii algorytmów i struktur danych. 
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2. GRAFY SKIEROWANE 

2.1. Klasyczna definicja grafu i digrafu  
W istniej�cej literaturze mo�na spotka� ró�ne definicje grafu [1], [2], [3], [9], [15], [23]. Ob-
serwowane dynamiczne zmiany wynikaj�ce ze sposobu definiowania grafu wynikaj� z po-
trzeby obejmowania teori� grafów coraz szerszej klasy struktur. 
Aby okre�li� graf, nale�y okre�li� zbiór jego wierzcho�ków , zbiór ga��zi  oraz relacj� .
Teraz ma�emy przyj��´ nast�puj�c�, ogóln� definicj� grafu. 

Definicja 1. Grafem nazywamy uporz�dkowan� trójk� G = < , ,R >, gdzie jest zbiorem 
wierzcho�ków grafu, jest zbiorem ga��zi grafu, jest relacj� trójcz�onow� incydencji
�  ×  ×  o w�asno�ci

,
, , ,

u U x y X
x u y u x y

� �
� � � � ��         (1) 

Zbiór  nazywamy zbiorem wierzcho�ków, a jego elementy nazywamy wierzcho�kami. Zbiór 
 nazywamy zbiorem ga��zi, a jego elementy nazywamy ga��ziami. 

Obrazem geometrycznym grafu abstrakcyjnego na p�aszczy�nie nazywa si� grafem geome-
trycznym. Nale�y zauwa�y� zatem, �e dla tego samego grafu abstrakcyjnego mo�na wyryso-
wa� wiele grafów geometrycznych, które s� izomorficzne z nim. 
Je�eli liczebno�� zbioru wierzcho�ków W jest sko�czona |W| = n  < 	, to graf G nazywamy 
grafem sko�czonym. W przypadku gdy n = 	, graf nazywamy grafem niesko�czonym. Nale-
�y zauwa�y�, �e ka�dy graf sko�czony posiada odwzorowanie geometryczne w postaci zbioru 
punktów – czyli wierzcho�ków oraz ��cz�cych ich ga��zi. Przyk�adowy graf sko�czony poka-
zano na rys. 1. 

Rys. 1. Graf (a) skierowany, (b) nieskierowany 

Ga��zie grafu (rys. 1) dzielimy na: 
1. Ga��zie nieskierowane zwane kraw�dziami. Ga��� u stanowi kraw�d�, gdy zachodzi 

< x, u, y >� 
 < y, u, x >� . Przyk�adowo na rys. 1(b) mamy nast�puj�ce kraw�dzie:
(1, 2), (1, 5), (2, 5) oraz (3, 6). 

2. Ga��zie skierowane zwane �ukami. Ga��� jest �ukiem, gdy < x, u, y >� 
 < y, u, x >� .
Przyk�adowo na rys. 1(a) mamy nast�puj�ce �uki: (1, 2), (2, 4), (4, 1). 

3. P�tle. Ga��� jest p�tl� gdy < x, u, x >� . Przyk�adowo na rys. 1(a) mamy nast�puj�c�
p�tl�: (2, 2). 

Definicja 2. Graf G nazywamy grafem skierowanym i oznaczamy go przez G�, gdy zbiór ga��-
zi ma co najmniej jedn� ga��� skierowan�.
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Definicja 3. Digrafem D nazywamy graf, w którym ka�da kraw�d� jest zorientowana i s� to 
ga��zie typu �uki lub p�tle.

W grafie nieskierowanym G = < , ,  > zbiór kraw�dzi to zbiór nieuporz�dkowanych par 
wierzcho�ków. Oznacza to, �e kraw�d� jest zbiorem {u, v}, gdzie u, v �  i u 	 v. Do ozna-
czania kraw�dzi b�dziemy u�ywa� notacji (u, v). Zapis (u, v) i (v, u) oznaczaj� t� sam� kra-
w�d�.
W grafie nieskierowany nie mog� wyst�powa� p�tle zatem, ka�da kraw�d� zawiera dok�adnie
dwa ró�ne wierzcho�ki. Na rys. 1(b) jest pokazany graf nieskierowany o zbiorze wierzcho�-
ków  = {1, 2, 3, 4, 5, 6} i zbiorze kraw�dzi  = {(1, 2), (1, 5), (2, 5), (3, 6)}. 
W grafie skierowanym oddzia�ywa� je�eli (u, v) jest �ukiem digrafu D = < , ,  >, to mó-
wimy, �e �uk (u, v) jest wychodz�cy z wierzcho�ka u i jest wchodz�cy do wierzcho�ka v. Na 
rys. 1(a) jest pokazany graf skierowany oddzia�ywa� o zbiorze wierzcho�ków

 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} i zbiorze kraw�dzi  = {(1, 2), (2, 2), (2, 4), (4, 1), (4, 5), (6, 3)}. Na 
przyk�ad �uki wychodz�ce z wierzcho�ka 2 to (2, 2), (2, 4) i (2, 5) a �uki wchodz�ce do wierz-
cho�ka 2 to: (1, 2) i (2, 2). 
Je�eli (u, v) jest �ukiem grafu skierowanego oddzia�ywa� D, to mówimy, �e wierzcho�ek v jest 
s�siedni wzgl�dem wierzcho�ka u. W przypadku grafu nieskierowanego G relacja s�siedztwa
jest symetryczna. Przyk�adowo na rys. 1 (a) i (b) wierzcho�ek 2 jest s�siedni wzgl�dem wierz-
cho�ka 1, poniewa� kraw�d� (1, 2) nale�y do obu grafów. Natomiast wierzcho�ek 1 nie jest 
s�siedni wzgl�dem wierzcho�ka 2 na rys. 1 (a) poniewa� kraw�d� (2, 1) nie nale�y do grafu. 
Stopniem wierzcho�ka w grafie nieskierowanym G jest liczba incydentnych z nim kraw�dzi.
Na przyk�ad wierzcho�ek 2 na rys. 1 (b) ma stopie� 2. Wierzcho�ek, którego stopie� wynosi 
zero, taki jak wierzcho�ek 4 na rys. 1 (b), jest nazywany wierzcho�kiem izolowanym. W grafie 
skierowanym oddzia�ywa� D stopie� wyj�ciowy wierzcho�ka jest liczb� �uków lub p�tli
z niego wychodz�cych, a stopie� wej�ciowy wierzcho�ka jest liczb� �uków lub p�tli do niego 
wchodz�cych. Stopniem wierzcho�ka w grafie skierowanym oddzia�ywa� jest liczba b�d�ca
sum� jego stopnia wej�ciowego i wyj�ciowego. Przyk�adowo wierzcho�ek 2 na rys. 1 (a) ma 
stopie� wej�ciowy 2, stopie� wyj�ciowy 3 i stopie� 5. 

2.2. Sposoby reprezentacji grafu 
Istniej� dwa standardowe sposoby reprezentacji grafu G: za pomoc� list s�siedztwa oraz za 
pomoc� macierzy s�siedztwa.
Zazwyczaj preferowan� reprezentacj� jest posta� listy s�siedztwa poniewa� umo�liwia ona 
przestawienia w zwarty sposób grafów rzadkich czyli takich dla których |E| jest du�o mniej-
sze od |V |2. W przypadku, gdy graf jest g�sty czyli taki graf dla którego |E| jest bliskie |V|2
lub gdy istnieje potrzeba szybkiego sprawdzenia czy istnieje ga��� ��cz�ca dwa dane wierz-
cho�ki, wtedy korzystniejsza jest reprezentacja za pomoc� macierzy s�siedztwa.
W reprezentacji grafu G za pomoc� list s�siedztwa dana jest tablica Tab zawieraj�ca |V| list, 
po jednej dla ka�dego wierzcho�ka. Dla ka�dego u�  elementami listy s�siedztwa Tab[u] s�
wszystkie wierzcho�ki v takie, �e kraw�dzie (u, v)� . Porz�dek wierzcho�ków na li�cie s�-
siedztwa jest dowolny. Na rys. 2(b) pokazano list� s�siedztwa dla grafu G z rys. 2 (a). Na 
rys. 3 (b) pokazano list� s�siedztwa dla grafu skierowanego oddzia�ywa� D z rys. 3 (a). 
Je�eli rozpatrujemy graf skierowany oddzia�ywa� (digraf) D, to suma d�ugo�ci wszystkich list 
s�siedztwa wynosi |E|, poniewa� �uk lub p�tla postaci (u, v) jest reprezentowany przez wyst�-
pienie v na li�cie Tab[u]. Je�eli G jest grafem nieskierowanym, to suma d�ugo�ci wszystkich 
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list s�siedztwa wynosi 2|E|, poniewa� dla kraw�dzi (u, v) wierzcho�ek u wyst�pi na li�cie s�-
siedztwa v i odwrotnie, v wyst�puje na li�cie u.

Rys. 2. Dwie reprezentacje grafu nieskierowanego 
(a) Graf nieskierowany, (b) lista s�siedztwa grafu 
nieskierowanego, (c) macierz s�siedztwa grafu 
nieskierowanego

Rys. 3. Dwie reprezentacje grafu skierowanego 
(a) Graf skierowany, (b) lista s�siedztwa grafu 
skierowanego, (c) macierz s�siedztwa grafu 
skierowanego

W reprezentacji grafu nieskierowanego G oraz grafu skierowanego oddzia�ywa� D za pomoc�
macierzy s�siedztwa zak�adamy, �e wierzcho�ki s� ponumerowane 1, 2,…,|V| w pewien do-
wolny sposób. Reprezentacja macierzowa sk�ada si� wtedy z macierzy: A = (aij) wymiaru 
|V|×|V| takiej, �e aij = 1 je�eli (i, j)�E oraz aij = 0 w przeciwnym razie. 
Na rys. 2 (c) pokazano macierz s�siedztwa dla grafu G z rys. 2 (a). Na rys. 3 (c) pokazano 
macierz s�siedztwa dla grafu skierowanego oddzia�ywa� D z rys. 3 (a). 

2.3. Podstawowe w�asno�ci digrafów 

Definicja 4. Sum� prost� dwóch grafów G1 = < 1, 1, 1>, G2 = < 2, 2, 2> nazywamy graf 
G = < , , > gdzie  = 1
 2,  = 1
 2,  = 1
 2 i oznaczamy G = G1�G2.

Definicja 6. Iloczynem dwóch grafów G1 = < 1, 1, 1>, G2 = < 2, 2, 2> nazywamy graf 
G = < , , > gdzie = 1� 2, = 1� 2, = 1� 2 i oznaczamy G = G1�G2.

Definicja 7. Ró�nic� symetryczn� dwóch grafów G1 = < 1, 1, 1>, G2 = < 2, 2, 2> nazywamy 
graf G = < , , > gdzie  = 1\ 2,  = 1\ 2,  = 1\ 2 i oznaczamy G = G1\G2.

W dualny sposób mo�emy zdefiniowa� sum� prost�, iloczyn oraz ró�nic� symetryczn� dwóch 
grafów skierowanych oddzia�ywa�.
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3. WIELOWYMIAROWE GRAFY SKIEROWANE ODDZIA�YWA�

3.1. Definicja 
W istniej�cej literaturze mo�na spotka� ró�ne definicje grafu. Klasyczna definicja grafu (De-
finicja 1) zosta�a podana podrozdziale 2.1. Obserwowane dynamiczne zmiany sposobu defi-
niowania grafu wynikaj� z potrzeby obejmowania teori� grafów coraz szerszej klasy struktur. 
W naszych rozwa�aniach tak� struktur� s� dodatnie uk�ady wielowymiarowe bez opó�nie� i z 
opó�nieniami. Modele tych uk�adów zosta�y podane w pozycjach [4], [5], [10], [11], [12], 
[13] i [14]. 
�eby zrozumie� wielowymiarowe grafy skierowane oddzia�ywa� na pocz�tku nale�y wpro-
wadzi� poj�cie jednowymiarowego grafu skierowanego oddzia�ywa� D dla struktury, jak� jest 
dodatni uk�ad jednowymiarowy. 

Definicja 7 Jednowymiarowym grafem skierowanym oddzia�ywa� (digrafem) D nazywamy
czwórk� ( , , A, B) gdzie  = {s1,s2,…,sm} jest �ród�em (wej�ciem),  = {v1,v2,…,vn} jest
zbiorem wierzcho�ków, A jest podzbiorem × , którego elementy nazywamy A-�ukami oraz B
jest podzbiorem × , którego elementy nazywamy B-�ukami.

Zgodnie z tym co zosta�o zaprezentowane w podrozdziale 2.1 jednowymiarowy graf skiero-
wany oddzia�ywa� mo�emy przedstawi� w postaci listy s�siedztwa oraz za pomoc� macierzy 
s�siedztwa.
Jednowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa� mo�emy wyznaczy� za pomoc� jego macie-
rzy s�siedztwa korzystaj�c z poni�szej procedury. W naszych rozwa�aniach macierz� s�siedz-
twa jest macierz stanu (A) uk�adu opisanego równaniami (D1). 

Procedura 1 
Krok 1: Istnieje A-�uk z wierzcho�ka vj do wierzcho�ka vi wtedy i tylko wtedy, gdy (i, j)-

ty element macierzy A jest niezerowy; 
Krok 2: Istnieje B-�uk ze �ród�a s do wierzcho�ka vj wtedy i tylko wtedy, gdy i-ty ele-

ment macierzy B jest niezerowy. 

W przypadku, gdy mamy par� macierzy (A1,B1) �uki powsta�e od macierzy te rysujemy jed-
nym kolorem i jednym stylem linii. 
Przyk�adowo dla macierzy stanu (s�siedztwa) (2) uk�adu 1D opisanego równaniami (D1) 
mamy nast�puj�cy jednowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa� (rys. 4).

Rys. 4. Jednowymiarowy graf skierowany od-
dzia�ywa� G odpowiadaj�cy macierzy stanu (2) 

1 1

0 0 1 0 1
1 0 0 0 0

,
0 0 0 1 0
0 1 0 0 1

�  � 
� � � �
� � � �� �
� � � �
� � � �
� � � �

A B       (2) 

Podobnie jak dla jednowymiarowego grafu skierowanego oddzia�ywa� (G) mo�emy skonstru-
owa� definicj� dla wielowymiarowego grafu skierowanego oddzia�ywa� (D(n)).
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Definicja 8. Wielowymiarowym grafem skierowanym oddzia�ywa� D(n) (krótko grafem oddzia-
�ywa�) nazywamy ( , ,A1,A2,…;B1,B2,…) gdzie  = {s1,s2,…,sm} jest �ród�em (wej�ciem), 

={v1,v2,…,vn} jest zbiorem wierzcho�ków, A1,A2,…; s� podzbiorami × , których elementy 
nazywamy A1-�ukami, A2–�ukami, …; oraz B1, B2,…; s� podzbiorami × , których elementy 
nazywamy B1-�ukami, B2–�ukami,…;.
Wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa� D(n) mo�emy wyznaczy� za pomoc� jego ma-
cierzy s�siedztwa. Nale�y zauwa�y�, i� w przypadku wielowymiarowych grafów skierowa-
nych oddzia�ywa� mamy wiele macierzy stanu, które podobnie jak w przypadku jednowymia-
rowym s� macierzami s�siedztwa.
W przypadku, gdy mamy pary macierzy (A1,B1), (A2,B2),…; �uki powstaj�ce od odpowied-
nich par macierzy rysujemy jednymi kolorem i innymi stylami linii. 
Przyk�adowo dla macierzy stanu  (3) uk�adu dwuwymiarowego opisanego modelem ogólnym 
(D3) mamy nast�puj�cy wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa� (rys. 5). 

1 1

2 2

3 3

0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0

,  ,
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 0

,  ,  
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0

,
0 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0

�  � 
� � � �
� � � �� �
� � � �
� � � �
� � � �
�  � 
� � � �
� � � �� �
� � � �
� � � �
� � � �
�  � 
� � � �
� � � �� �
� � � �
� � � �
� � � �

A B

A B

A B

        (3) 

Rys. 5. Wielowymiarowy graf skierowany 
oddzia�ywa� D(n) odpowiadaj�cy macierzy 
stanu (3). 

Z definicji wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa� (Definicja 8) wynika, i�
grafy te s� odpowiednio z�o�eniem wielu grafów jednowymiarowych. A zatem definicje 
s�uszne dla grafów jednowymiarowych przenosz� si� równie� na grafy wielowymiarowe. 
Z powy�szych rozwa�a� wynikaj� nast�puj�ce wnioski: 
�� Jednowymiarowe grafy skierowane oddzia�ywa� (G) stosujemy do analizy dodatnich 

uk�adów jednowymiarowych opisanych równaniami (D1). 
�� Dwuwymiarowe grafy skierowane oddzia�ywa� (D(2)) stosujemy do analizy dodatnich 

uk�adów jednowymiarowych z jednym opó�nieniem (p = 1, q = 1) opisanych równa-
niem (D2) oraz do analizy uk�adów dwuwymiarowych opisanych pierwszym i drugim 
modelem Fornasiniego-Marchesiniego (przypadki szczególne uk�adu 2D opisanego 
modelem ogólnym D3). 

�� Wielowymiarowe grafy skierowane oddzia�ywa� (D(n)) stosujemy do analizy uk�adów
1D z wieloma opó�nieniami opisanych równaniem (D2), oraz uk�adów D2 opisanych 
modelem ogólnym bez opó�nie� (D3) i z opó�nieniami (D4). 

3.2. Podstawowe w�asno�ci wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa�
Do podstawowych w�asno�ci grafów nieskierowanych nale��: suma prosta (Definicja 4), ilo-
czyn  (Definicja 5)  oraz  ró�nica symetryczna (Definicja 6). W�asno�ci te zosta�y przedsta-
wione w cz��ci 2.3. 
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Jako, �e wielowymiarowe grafy skierowane od-
dzia�ywa� s� odpowiednim z�o�eniem grafów 
jednowymiarowych zatem definicje sumy prostej, 
iloczynu oraz ró�nicy symetrycznej s� dualne i 
przyjmuj� nast�puj�c� posta�.

Definicja 9. Sum� prost� dwóch wielowymiaro-
wych grafów skierowanych oddzia�ywa�
D(n)

1 = ( 1; 1;A1
1;A2

1,…;B1
1;B2

1,…;) oraz 
D(n)

2 = ( 2; 2;A2
1;A2

2,…; B2
1;B2

2,..;) nazywamy
wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa�
D(n) = ( ; ;A1;A2,…;B1;B2,…;), gdzie  = 1
 2,

 = 1
 2, A1 = A1
1
A2

1,
A2 = A1

2
A2
2,B1 = B1

1
B2
1,B2 = B1

2
B2
2 i ozna-

czamy D(n) = D(n)
1�D(n)

2.

Definicja 10. Iloczynem dwóch wielowymiaro-
wych grafów skierowanych oddzia�ywa�
D(n)

1 = ( 1; 1;A1
1;A2

1,…;B1
1;B2

1,…;) oraz 
D(n)

2 = ( 2; 2;A2
1;A2

2,…; B2
1;B2

2,..;) nazywamy
wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa�
D(n) = ( ; ;A1;A2,…;B1;B2,…;), gdzie  = 1� 2,

 = 1� 2, A1 = A1
1�A2

1, A2 = A1
2�A2

2,
B1 = B1

1�B2
1, B2 = B1

2�B2
2 i oznaczamy

D(n) = D(n)
1�D(n)

2.

Definicja 11. Ró�nic� symetryczn� dwóch wielo-
wymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa�
D(n)

1 = ( 1; 1;A1
1;A2

1,…;B1
1;B2

1,…;) oraz 
D(n)

2 = ( 2; 2;A2
1;A2

2,…; B2
1;B2

2,..;) nazywamy
wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa�
D(n) = ( ; ;A1;A2,…;B1;B2,…;), gdzie  = 1\ 2,

 = 1\ 2, A1 = A1
1\A2

1, A2 = A1
2\A2

2, B1 = B1
1\B2

1,
B2 = B1

2\B2
2 i oznaczamy D(n) = D(n)

1\D(n)
2.

Rys. 6. (a), (b) przyk�adowe grafy skiero-
wane oddzia�ywa�, (c) suma, (d) iloczyn, 
(e) ró�nica symetryczna 

Sposób konstruowania sumy prostej, iloczynu oraz ró�nicy symetrycznej jest analogiczny jak 
dla grafów klasycznych z t� ró�nic�, �e w grafach skierowanych nale�y zwraca� uwag� na 
kierunek �uku oraz na fakt istnienia �uku odpowiedniego koloru. 
Z powy�szych rozwa�a� wynika, i� ka�dy graf mo�na w dowolny sposób zdekomponowa� na 
wiele podgrafów bez utraty informacji na temat struktury takiego grafu. Uwaga ta tyczy si�
zarówno jednowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa� jak równie� wielowymiaro-
wych grafów skierowanych oddzia�ywa�.
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3.3. Topologia grafów skierowanych oddzia�ywa�

Definicja 13. Tras� w danym wielowymiarowym grafie skierowanym oddzia�ywa� D(n) nazy-
wamy sko�czony ci�g �uków, w którym ka�de dwa kolejne wierzcho�ki vi, i = 1,2,…, s� albo 
s�siednie albo identyczne co zapisujemy (vi, vi+1)K, gdzie vi jest pocz�tkiem �uku, vi+1 jest 
ko�cem �uku a K jest (A1,A2,…;B1,B2,…;)-�ukiem.

Definicja 14. Trasa, w której wszystkie �uki s� ró�ne nazywamy �cie�k�

cie�ka d�ugo�ci k z wierzcho�ka u do wierzcho�ka u’ w wielowymiarowym grafie skierowa-
nym oddzia�ywa� jest ci�giem wierzcho�ków <v1,v2,…,vk> takich, �e u = v1, u = vk dla 
i = 1,2,…,k. D�ugo�� �cie�ki jest liczb� jej kraw�dzi. Je�eli istnieje �cie�ka p z wierzcho�ka u
do wierzcho�ka u’ to mówimy �e wierzcho�ek u’ jest osi�galny z wierzcho�ka u po �cie�ce p
co zapisujemy u � u’.

Definicja 15. Trasa, nazywamy drog� lub �cie�k� prost�, je�eli wszystkie wierzcho�ki s� ró�-
ne.

Definicja 16. Drog� <v1,v2,…,vk> nazywamy cyklem, je�eli pocz�tkowy i ko�cowy wierzcho-
�ek w drodze jest taki sam v1 = vk i droga zawiera co najmniej jedn� kraw�d�.

Definicja 17. Cykl nazywamy prostym, je�eli wierzcho�ki <v1,v2,…,vk> s� ro�ne.

4. PODSUMOWANIE 
W pracy zaprezentowano podstawy klasycznej teorii grafów. Wprowadzono podstawowe 
definicje oraz omówiono podstawowe w�asno�ci. Nast�pnie zaprezentowano podstawy jed-
nowymiarowych grafów skierowanych oraz zaproponowano uogólnienie tych grafów na wie-
lowymiarowe grafy skierowane oddzia�ywa�. Nast�pnie pokazano sposób powi�zanie wielo-
wymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa� z uk�adami jedno- i dwuwymiarowymi. 
Wielowymiarowe grafy skierowane oddzia�ywa� mog� by� wykorzystywane w analizie za-
równo dodatnich uk�adów jednowymiarowych jak równie� do analizy dodatnich uk�adów
wielowymiarowych. Stanowi� one alternatywne narz�dzie do oblicze� analitycznych przy tak 
trudnych problemach jak: 
�� Problem wyznaczanie indeksów osi�galno�ci oraz obszaru indeksów osi�galno�ci,
�� Problem wyznaczania realizacji dodatniej uk�adów jedno- i wielowymiarowych bez 

opó�nie� jak i z opó�nieniami 
�� Problem wyznaczania realizacji minimalnej dodatnich uk�adów jedno- i wielowymia-

rowych bez opó�nie� jak i z opó�nieniami 
Aby pokaza� metodologi� rozwi�zywania wy�ej wymienionych problemów przedstawiono w 
pracy autorsk� koncepcj� wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa�.
Do najwa�niejszych osi�gni�� zwi�zanych z autorsk� koncepcj� wielowymiarowych grafów 
skierowanych oddzia�ywa� autor zalicza: 
�� Rozszerzenie teorii dwuwymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa� oraz wpro-

wadzenie wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa�.
�� Podanie koncepcji wyznaczania elementów macierzy stanu uk�adów jednowymiaro-

wych i dwuwymiarowych opisanych modelem ogólnym, pierwszym i drugim modelem 
Fornasiniego-Marchesiniego bez opó�nie� i z opó�nieniami oraz uk�adów trójwymia-
rowych bez opó�nie� opartej na teorii jedno-, dwu- i wielowymiarowych grafów skie-
rowanych oddzia�ywa�.
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�� Podanie koncepcji wyznaczania dodatniej realizacji opartej na teorii jedno-, dwu- 
i wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa�.

�� Podanie algorytmu wyznaczania dróg sko�czonych w wielowymiarowym grafie skie-
rowanym oddzia�ywa�.

�� Podanie metody wyznaczania obszaru indeksów osi�galno�ci dla uk�adów dwu- wy-
miarowych bez opó�nie� bazuj�c� na teorii dwuwymiarowych grafów skierowanych 
oddzia�ywa�

Dalsze prace nad problemem wyznaczania elementów macierzy stanu czy wreszcie proble-
mem realizacji, zdaniem autora nale�a�oby przede wszystkim prowadzi� w kierunku uk�adów
s�abododatnich jednowymiarowych i dwuwymiarowych. Zasadne wydaje si� tak�e skonstru-
owanie oprogramowania do analizy i syntezy wielowymiarowych grafów skierowanych od-
dzia�ywa�.
Problemem otwartym jest: 
�� Mo�liwo�� przeniesienia proponowanych metod na uk�ady dwuwymiarowe opisane 

modelem Roessera 
�� Mo�liwo�� przeniesienia proponowanych metod na jednowymiarowe i dwuwymiarowe 

dyskretne uk�ady u�amkowego rz�du,
�� Mo�liwo�� przeniesienia proponowanych metod na dodatnie uk�ady hybrydowe,
�� Mo�liwo�� zastosowania wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa� do 

wyznaczania sterowalno�ci oraz dodatniej realizacji przy za�o�eniu, �e jest ona stero-
walna a nast�pnie przy za�o�eniu �e jest ona sterowalna i obserwowalna.
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DODATEK
Uk�ad 1D. Uk�ad jednowymiarowy bez opó�nie� dany jest równaniem 

1 ;     i i i i i ix x u y x u� � � � �A B C D        (D1) 
przy czym xi� n jest wektorem stanu w chwili dyskretnej i� +, uij� m jest wektorem wymusze�,
yi� p jest wektorem odpowiedzi, A� n�n, B� n�m, C� p�n, D� p�m.
Uk�ad 1D z opó�nieniami. Uk�ad jednowymiarowy z q opó�nieniami w wektorze stanu oraz p
opó�nieniami w wektorze wymuszenia dany jest równaniami 

1 0 1 1 0 1 1 ;     i i i q i q i i p i p i

i i i

x x x x u u u u
y x u
� � � � �� � � � � � � � �

� �

A A A B B B B
C D

� �
   (D2) 

Uk�ad 2D. Uk�ad dwuwymiarowy opisany modelem ogólnym dany jest równaniami 
1, 1 0 1 1, 2 , 1 0 1 1, 2 , 1;i j ij i j i j ij i j i j

ij ij ij

x x x x u u u
y x u
� � � � � �� � � � � �

� �

A A A B B B
C D

    (D3) 

przy czym xij� n jest wektorem stanu w punkcie (i,j), uij� m i yij� p s� odpowiednio wektorem wy-
musze� (sterowa�) i wektorem odpowiedzi, a Ak� n�n, Bk� n�m, k = 0,1,2; C� p�n, D� p�m.

Istniej� dwa przypadki szczególne modelu ogólnego. Podstawiaj�c:
�� B1 = B2 = 0 oraz B0 = B do równania (D3) otrzymujemy pierwszy model Fornasiniego-

Marchesiniego;
�� A0 = 0 oraz B0 = 0 do równania (D3) otrzymujemy drugi model Fornasiniego-Marchesiniego. 

Uk�ad 2D z opó�nieniami. Uk�ad dwuwymiarowy z opó�nieniami opisany modelem ogólnym dany 
jest równaniami 

� � � �
1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2

0 1 2 0 1 2
1, 1 , 1, , 1 , 1, , 1

0 0 0 0
;

q q p p

i j k l i k j l k l i k j l k l i k j l k l i k j l k l i k j l k l i k j l
k l k l

ij ij ij

x x x x u u u

y x u

� � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � �

� � � � � �

� �

�� ��A A A B B B

C D
   (D4) 

gdzie xij� n, uij� m, yij� p jest wektorem stanu, wymuszenia i odpowiedzi At
k1l1� n�n, Bt

k2l2� n�m,
t = 0,1,2; k1 = 0,1,…,q1; l1 = 0,1,…,q2; k2 = 0,1,…,p1; l2 = 0,1,…,p2; C� p�n, D� p�m.

Istniej� dwa przypadki szczególne modelu ogólnego z opó�nieniami. Podstawiaj�c:
�� B1

k2l2 = B2
k2l2 = 0 oraz B0

k2l2 = B do równania (D4) otrzymujemy pierwszy model Fornasiniego-
Marchesiniego;

�� A0
k1l1 = 0 oraz B0

k2l2 = 0 do równania (D4) otrzymujemy drugi model Fornasiniego-
Marchesiniego.


