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Streszczenie: Uogólniono klasyczne równania stanu układu 
Lorenza na przypadek układu niecałkowitego rzędu o tym sa-
mym niecałkowitym rzędzie pochodnej dla wszystkich zmiennych 
stanu. Pokazano, że układ Lorenza niecałkowitego rzędu ma 
niestabilne wszystkie punkty równowagi dla 9941,0>α . Na 

postawie badań symulacyjnych stwierdzono, że układ Lorenza 
niecałkowitego rzędu 1,1=α  jest układem chaotycznym.  
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1. Wstęp 
W XX wieku nastąpił intensywny rozwój badań nauko-
wych w zakresie teorii chaosu deterministycznego, który 
należy rozumieć jako przypadkowe zachowanie się prze-
biegów czasowych zmiennych charakteryzujących procesy 
o deterministycznych modelach matematycznych.  
 Dla pewnych wartości parametrów procesy te stają się 
niezwykle wrażliwe na warunki początkowe i nawet nie-
wielka ich zmiana może prowadzić po pewnym czasie do 
wielkich odchyleń. 
 Prekursorem teorii chaosu był E. N. Lorenz, amery-
kański matematyk i meteorolog, który zbudował model 
przemian zachodzących w atmosferze pod wpływem pro-
mieniowania słonecznego, które nagrzewało powierzchnię 
Ziemi [8]. Model ten, zwany modelem (układem) Lorenza 
był szczegółowo analizowany w bardzo wielu pracach 
i stał się inspiracją do poszukiwania innych układów 
o podobnych cechach przebiegów czasowych zmiennych 
stanu [10].  
 Przebiegi przejściowe w układzie Lorenza charaktery-
zują się występowaniem tzw. dziwnego atraktora, zwanego 
też atraktorem Lorenza.  
 Atraktor jest to zbiór w przestrzeni fazowej, do które-
go w miarę upływu czasu zmierzają trajektorie rozpoczy-
nające się w różnych obszarach przestrzeni fazowej. Atrak-
torem może być punkt, zamknięta krzywa (cykl granicz-
ny) lub fraktal (dziwny atraktor). Jeśli w danym układzie 
dynamicznym występuje dziwny atraktor, to jest to rów-
noważne stwierdzeniu, ze układ jest układem chaotycz-
nym.  
 Bliższe informacje dotyczące chaosu i układów cha-
otycznych, w tym też układu Lorenza, można znaleźć np. 
w pracach [1, 2, 5-8, 10, 11]. 
 W niniejszej pracy uogólnimy równania stanu układu 
Lorenza na przypadek niecałkowitego rzędu pochodnych 
zmiennych stanu i rozpatrzymy wpływ wartości niecałko-

witego rzędu pochodnych na stabilności układu oraz na 
możliwość wystąpienia w nim drgań chaotycznych. 
 

2. Wprowadzenie 
E. N. Lorenz w 1963 roku w pracy [8] przedstawił nieli-
niowy model zjawiska konwekcji termicznej w atmosferze 
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przy czym σ  jest liczbą Prandtla charakteryzującą lep-
kość ośrodka, r jest liczbą Rayleigha charakteryzującą 
przewodnictwo cieplne ośrodka, zaś stała q charakteryzuje 
rozmiary obszaru, w którym zachodzi przepływ konwek-
cyjny. Liczby te są dodatnie, przy czym 10,σ =  8 / 3,q =  
r jest zmienne.  
 Zmienne stanu występujące w (2) opisują zjawiska 
zachodzące w atmosferze, przy czym )(1 tx  odnosi się do 
ruchu konwekcyjnego, 2( )x t  reprezentuje występujące 
różnice temperatur zaś 3( )x t  określa rozkład pionowy 
temperatury w atmosferze.  
 Lorenz w pracy [8] rozpatrywał następujące wartości 
parametrów: 

 10,σ =  8 / 3,q =  28r =  (3) 

i pokazał, że dla tych wartości układ (1) jest układem 
chaotycznym, a wykres trajektorii fazowej przedstawia 
dziwny atraktor, nazwany później atraktorem Lorenza. 
 Układ (1) w literaturze nosi nazwę układu Lorenza lub 
chaotycznego układu Lorenza. 
 Inne wartości parametrów, dla których układ (1) jest 
układem chaotycznym są podane np. w pracy [10] i wyno-
szą: 4,σ =  1,q =  16.r =  
 Nieliniowy układ (1) ma trzy punkty równowagi: 

 1

0
0 ,
0

ex
 
 =  
  

 2

( 1)

( 1) ,
1

e

q r

x q r
r

 −
 
 = −
 

−  

 3

( 1)

( 1) .
1

e

q r

x q r
r

 − −
 
 = − −
 

−  

 (4a) 

 Podstawiając w (4a) wartości liczbowe (3) otrzymamy 
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 Trajektoria fazowa układu (1), wyznaczona dla 
[0, 100]t ∈  za pomocą programu opracowanego w środo-

wisku systemu Simulik przy warunkach początkowych 
1 2 3(0) (0) (0) 0,2x x x= = = , jest pokazana na rys. 1. Jest to 

tzw. atraktor Lorenza. Natomiast wykres zmiennej stanu 
1( )x t  dla [0, 50]t ∈  jest pokazany na rys. 2.  
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Rys. 1. Atraktor Lorenza 
Fig. 1. Lorenz Attractor 
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Rys. 2. Wykres )(1 tx  
Fig. 2. Plot of )(1 tx  

 

3. Główny rezultat 
 Weźmy pod uwagę układ Lorenza niecałkowitego 
rzędu, którego opis w przestrzeni stanów ma postać:  
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gdzie 0 ( )tD x tα  jest pochodną Caputo niecałkowitego rzędu 
zmiennej x(t), zdefiniowaną następująco: 
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przy czym ( )( ) ( ) /p p px t d x t dt= , p jest liczba naturalną, zaś 
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jest funkcją gamma Eulera. 
 Zauważmy, że w przypadku szczególnym 1=α , rów-
nanie (5) przyjmuje postać (1). 
 Układ opisany równaniem (5) będziemy nazywać 
układem Lorenza niecałkowitego rzędu. Nie był on do-
tychczas rozpatrywany w literaturze.  
 Przy badaniu stabilności układu (5), w którym F(x(t)) 
ma postać (2) będziemy korzystać z poniższego twierdze-
nia, np. [3, 4]. 
Twierdzenie 1. Liniowy układ:  

 0 ( ) ( ),tD x t Ax tα =  ,n nA ×∈ℜ  (1, 2),α ∈  (9) 

jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy  

 | arg ( ) | ,
2i A πλ α>  1,2,..., ,i n=  (10) 

gdzie )(Aiλ  oznacza i-tą wartość własną macierzy A.  
 Spełnienie warunku (10) oznacza, że wartości własne 
macierzy A leżą w obszarze stabilności pokazanym na rys. 
3a) dla )1,0(∈α  i na rys. 3b) dla ).2,1(∈α  
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Rys. 3. Obszar stabilności: a) )1,0(∈α ; b) )2,1(∈α  
Fig. 3. Stability region: a) )1,0(∈α ; b) )2,1(∈α  

 W pracy [9] wykazano, że układy (9) niecałkowitego 
rzędu są niestabilne dla .2>α  
 Z twierdzenia 1 wynikają poniższe lematy [3]. 
Lemat 1. Układ niecałkowitego rzędu (9) jest asympto-
tycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy:  

 ,
2
πγ α>  (11) 

gdzie  

 min | arg ( ) | .ii
Aγ λ=  (12) 

Lemat 2. Jeżeli macierz A nie ma rzeczywistych dodat-
nich wartości własnych, to układ (9) jest asymptotycznie 
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy  
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gdzie γ  oblicza się ze wzoru (12). 
 Układ nieliniowy (5) niecałkowitego rzędu ma te same 
punkty równowagi, co układ (1), tj. (4). Analizując jego 
stabilność będziemy rozpatrywać stabilność punktów 
równowagi. Wyznaczymy w tym celu liniowe przybliżenia 
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3. Główny rezultat 
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gdzie 0 ( )tD x tα  jest pochodną Caputo niecałkowitego rzędu 
zmiennej x(t), zdefiniowaną następująco: 
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jest funkcją gamma Eulera. 
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Rys. 3. Obszar stabilności: a) )1,0(∈α ; b) )2,1(∈α  
Fig. 3. Stability region: a) )1,0(∈α ; b) )2,1(∈α  

 W pracy [9] wykazano, że układy (9) niecałkowitego 
rzędu są niestabilne dla .2>α  
 Z twierdzenia 1 wynikają poniższe lematy [3]. 
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tycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy:  
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Lemat 2. Jeżeli macierz A nie ma rzeczywistych dodat-
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stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy  
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gdzie γ  oblicza się ze wzoru (12). 
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stabilność będziemy rozpatrywać stabilność punktów 
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równania (5) w punktach równowagi. Mają one postać (9) 
dla ,eiAA≡  przy czym macierze eiA  oblicza się ze wzoru:  

 ( ) ,
ei

ei
x

F∂
∂

= xA
x

 1,2,3.i =  (14) 

 Uwzględniając (2) z powyższego wzoru otrzymamy: 
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0
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ei ei ei

ei ei x

r x x
x x q

σ σ −
 

= − − − 
 −  

A  1,2,3,i =  (15) 

przy czym jeix ,  oznacza j-ty element w wektorze eix  
( 3,2,1=i ) o postaci podanej w (4b). 
 Podstawiając współrzędne (4b) punktów równowagi 
otrzymamy 

 1

10 10 0
28 1 0 ,
0 0 8 / 3

e

 −
 = − 
 − 

A  (16) 

 2

10 10 0

1 1 72 ,

72 72 8 / 3
e

 −
 

= − − 
 

−  

A   (17) 

 3

10 10 0

1 1 72 .

72 72 8 / 3
e

 −
 

= − 
 
− − −  

A  (18) 

 Obliczając wartości powyższych macierzy otrzymamy: 

 )( 1ei Aλ :  -22,8277; 11,8277; -2,6667 
 )()( 32 eiei AA λ=λ : -13,8546;  0,0940 ±j10.1945. 

 Wartości własne macierzy (16) są rzeczywiste, przy 
czym jedna z nich jest dodatnia. Zatem z twierdzenia 1 
wynika, że punkt równowagi 1ex  jest niestabilny dla do-
wolnego (0, 2).α ∈  
 Macierz (17,) podobnie jak macierz (18), ma jedną 
wartość własną rzeczywistą ujemną i parę wartości wła-
snych zespolonych sprzężonych, o dodatniej części rzeczy-
wistej. Z twierdzenia 1 (patrz też rys. 3) wynika zatem, że 
punkty równowagi 2ex  i 3ex  są niestabilne dla (1, 2).α ∈  
Mogą być one stabilne tylko dla określonych wartości 

(0, 1).α ∈  Aby je określić, zastosujemy lemat 2.  
 Ze wzorów (12) i (13) odpowiednio mamy:  

 2min | arg ( ) | 1,5616i ei
Aγ λ= = , (19) 

 0 0,9941.α α< =  (20) 

 Oznacza to, zgodnie z lematem 2, że punkty równowa-
gi 2ex  i 3ex  są asymptotycznie stabilne dla dowolnych 
wartości 0(0, 0,9941).α α∈ =  
 W układzie (5), podobnie jak i w układzie (1), drgania 
chaotyczne mogą (ale nie muszą) wystąpić tylko wtedy, 
gdy wszystkie punkty równowagi są niestabilne. 
 Z powyższych rozważań wynika poniższy lemat. 
Lemat 3. W układzie Lorenza (5) niecałkowitego rzędu 
o wartościach parametrów (3) mogą wystąpić drgania 
chaotyczne tylko w przypadku niecałkowitego rzędu 

0,9941.α >  

 Zauważmy, że warunek lematu 3 jest spełniony dla 
1,α =  a więc w przypadku klasycznego układu Lorenza. 

 Aby sprawdzić możliwość wystąpienia drgań chaotycz-
nych w układzie Lorenza (5), (2), (3), zostały przeprowa-
dzone badania symulacyjne w środowisku systemu Simulik 
z wykorzystaniem programów Fractional Control Toolbox 
for MatLab [12]. Polegały one na wyznaczaniu trajektorii 
fazowych układu Lorenza dla różnych 0 0,9941.α α> =  
 Na podstawie tych badań stwierdzono, że trajektoria 
fazowa ma przebieg podobny do trajektorii fazowej układu 
Lorenza (1), (2) w przypadku, gdy niecałkowity rząd α  
ma wartość równą 1,1. Powyższe zachodzi też dla wartości 
α  bliskich 1,1.  
 Trajektoria fazowa układu (5), (2) przy 1,1=α , wy-
znaczona dla [0, 100]t ∈  przy warunkach początkowych 

1 2 3(0) (0) (0) 0,2x x x= = = , jest pokazana na rys. 4. Z po-
równania rys. 1 i 4 wynika, że jest to atraktor bardzo 
podobny do klasycznego atraktora Lorenza.  
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Rys. 4. Atraktor układu Lorenza niecałkowitego rzędu 1,1=α  
Fig. 4. Attractor of the fractional Lorenz system with 1,1=α  
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biegi mają ograniczoną amplitudę (patrz też rys. 4). Taką 
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 W ramach badań symulacyjnych rozpatrzono też 
przypadek, w którym (0; 0,9941).α ∈  W takim przypadku 
układ Lorenza (5), (2) niecałkowitego rzędu ma dwa sta-
bilne punkty równowagi: 2ex  i 3ex .  
 Przyjmując 0,9α = , wyznaczono trajektorie fazowe 
dla dwóch różnych warunków początkowych. Są one poka-
zane na rys. 6, przy czym linią ciągłą i czarnym kolorem 
oznaczono trajektorię wychodzącą z warunku początkowe-
go 1(0) 20x = ; 2 3(0) (0) 0,2x x= =  (kończy się ona w punk-
cie równowagi 2ex  (4)), zaś kolorem niebieskim i linią 
przerywaną oznaczono trajektorię wychodzącą z warunku 
początkowego 1(0) 20x = − ; 2 3(0) (0) 0,2x x= = . Kończy się 
ona w punkcie równowagi 3ex .  
 Otrzymane wykresy potwierdzają wcześniejszy rezul-
tat, że dla 0,9941α <  układ Lorenza niecałkowitego rzę-
du ma stabilne punkty równowagi 2ex  i 3ex .  
 Na bazie przeprowadzonych badań symulacyjnych 
stwierdzono ponadto, że układ Lorenza (5), (2) niecałko-
witego rzędu 1,15α >  nie tylko jest niestabilny, ale też 
nie występują w nim drgania chaotyczne. 
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Rys. 6. Trajektorie fazowe układu (5) dla 9,0=α  
Fig. 6. Phase trajectories of system (5) for 9,0=α  

 

4. Uwagi końcowe 
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 W ramach badań symulacyjnych rozpatrzono też 
przypadek, w którym (0; 0,9941).α ∈  W takim przypadku 
układ Lorenza (5), (2) niecałkowitego rzędu ma dwa sta-
bilne punkty równowagi: 2ex  i 3ex .  
 Przyjmując 0,9α = , wyznaczono trajektorie fazowe 
dla dwóch różnych warunków początkowych. Są one poka-
zane na rys. 6, przy czym linią ciągłą i czarnym kolorem 
oznaczono trajektorię wychodzącą z warunku początkowe-
go 1(0) 20x = ; 2 3(0) (0) 0,2x x= =  (kończy się ona w punk-
cie równowagi 2ex  (4)), zaś kolorem niebieskim i linią 
przerywaną oznaczono trajektorię wychodzącą z warunku 
początkowego 1(0) 20x = − ; 2 3(0) (0) 0,2x x= = . Kończy się 
ona w punkcie równowagi 3ex .  
 Otrzymane wykresy potwierdzają wcześniejszy rezul-
tat, że dla 0,9941α <  układ Lorenza niecałkowitego rzę-
du ma stabilne punkty równowagi 2ex  i 3ex .  
 Na bazie przeprowadzonych badań symulacyjnych 
stwierdzono ponadto, że układ Lorenza (5), (2) niecałko-
witego rzędu 1,15α >  nie tylko jest niestabilny, ale też 
nie występują w nim drgania chaotyczne. 
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