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Punktowa zupełność i punktowa degeneracja 
układów dyskretnych niecałkowitego rzędu 

Wojciech Trzasko 

Politechnika Białostocka w Białymstoku 

Streszczenie: W pracy rozpatrzono liniowe stacjonarne układy 
dyskretne niecałkowitego niewspółmiernego rzędu. Sformułowa-
no definicje oraz podano warunki konieczne i wystarczające 
punktowej zupełności oraz punktowej degeneracji układów dys-
kretnych standardowych oraz dodatnich. Rozważania zilustrowa-
no przykładami 

Słowa kluczowe: punktowa zupełność, punktowa degeneracja, 
niecałkowity niewspółmierny rząd, układ dyskretny, standardowy, 
dodatni. 

kład dynamiczny, niepoddany wymuszeniu, jest na-
zywany punktowo zupełnym, jeżeli każdy zadany stan 

końcowy można osiągnąć poprzez odpowiedni wybór stanu 
początkowego. Układ, który nie jest punktowo zupełny, 
jest nazywamy punktowo zdegenerowanym. Pierwszy raz 
pojęcie punktowej zupełności i punktowej degeneracji dla 
ciągłych układów z opóźnieniami wprowadził Weiss (np. 
[17]). 
 

1. Wprowadzenie 
W ostatnich latach coraz częściej wykorzystuje się teorię 
rachunku różniczkowego i różnicowego niecałkowitego 
rzędu [11, 12, 18] w zagadnieniach modelowania zjawisk 
fizycznych i projektowania regulatorów. W monografii [9] 
teorię układów niecałkowitego współmiernego rzędu roz-
szerzono na układy dodatnie ciągłe i dyskretne. 
 W układach dodatnich składowe wektorów wymuszeń, 
warunków początkowych, stanu i wyjścia przyjmują tylko 
wartości nieujemne. Przykłady dodatnich układów linio-
wych są podane w monografii [10] oraz cytowanej tam 
literaturze. 
 Sformułowany przez Weissa problem był rozpatrywa-
ny w wielu pracach, np. [3, 13]. Problem punktowej zu-
pełności oraz punktowej degeneracji dodatnich układów: 
dyskretnych, ciągłych, z opóźnieniami oraz niecałkowitego 
rzędu został sformułowany i rozwiązany w pracach [1, 2, 
8, 9, 16], zaś w pracach [6, 7, 14, 15] został rozwiązany dla 
układów dwuwymiarowych, w tym hybrydowych. 

W niniejszej pracy rozpatrzymy układy liniowe stacjo-
narne dyskretne, opisane równaniami różnicowymi niecał-
kowitego niewspółmiernego rzędu, dla których zostaną na 
początku podane warunki dodatniości oraz zostanie wy-
prowadzona postać rozwiązania równania stanu. Następnie 
zostaną podane definicje oraz warunki konieczne 
i wystarczające punktowej zupełności i punktowej degene-
racji takich układów. Przy ich sformułowaniu wykorzy-
stamy rezultaty prac [1, 5, 9], poświęconych dyskretnym 
układom niecałkowitego współmiernego rzędu. 

2. Układ dyskretny niecałkowitego 
rzędu 

Niech mn×ℜ  będzie zbiorem macierzy o wymiarach 
mn ×  o rzeczywistych elementach oraz .1nn ×ℜ=ℜ  Zbiór 

macierzy o wymiarach ,mn ×  których elementami są licz-
by rzeczywiste nieujemne, będziemy oznaczać przez ,mn×

+ℜ  
przy czym .1nn ×

++ ℜ=ℜ  Zbiór liczb całkowitych dodatnich 
będziemy oznaczać przez ,+Z  zaś macierz jednostkową 
o wymiarach nn ×  przez .nI  
 Weźmy pod uwagę dyskretny układ liniowy, opisany 
jednorodnym równaniem stanu niecałkowitego niewspół-
miernego rzędu [4, 5] 
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przy czym  
10 << jα   dla  qj ,...,1= ,  ,nq ≤            (2) 
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 W przypadku szczególnym, dla układu niecałkowitego 
współmiernego rzędu, mamy  

U
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,21 αααα ==== q   (5) 

 
przy czym .10 << α  Wtedy równanie (1) upraszcza się do 
postaci [1, 9] 

),()1( iAxix =+Δα            (6) 
 
która jest łatwiejsza do analizy, i dlatego najczęściej 
w literaturze jest rozpatrywany tego typu model, np. [1, 9, 
11, 12, 14, 18]. 
 Zauważmy, że dla przypadku 1=jα  mamy różnicę 
wsteczną pierwszego rzędu i otrzymamy klasyczne równa-
nie stanu układu dyskretnego całkowitego rzędu 
 

),()(][)1( 1 ixixAAix jjqjj +=+            (7) 

 
Taki przypadek będziemy określać mianem układu dys-
kretnego rzeczywistego rzędu. 
 Niech  
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gdzie dwumian wyznaczamy z (4). 
 Uwzględniając definicję różnicy wstecznej (3), równa-
nie (1) możemy napisać w postaci  
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W przypadkach szczególnych,  
− dla układu niecałkowitego współmiernego rzędu zależ-

ności (9a) – (9c) przyjmują postać: 
 

,nIAA αα +=       (10a) 
 

,3,2== kIcA nkk   (10b) 
  
 przy czym współczynniki kc  wyznacza się z zależności 

(8) dla 10 << α , 
− dla układu rzeczywistego rzędu w zależnościach (9b) 

i (9c) dla 1=jα  podstawiamy, odpowiednio 

jj nnj II =α      (11a) 

,3,2,0)( == kc jk α   (11b) 

  
 Z równania (9) wynika, że układ niecałkowitego nie-
współmiernego rzędu jest równoważny układowi standar-
dowemu z rosnącą liczbą opóźnień, przy czym współczyn-
niki ),( jkc α  ,,3,2 =k  maleją szybko do zera, gdy k  
rośnie do nieskończoności oraz dla dowolnych niecałkowi-
tych rzędów 10 << jα , .,...,1 qj =  

Twierdzenie 1. Rozwiązanie równania stanu (1) z wa-
runkiem początkowym 0)]0()0([)0( 1 ≠= T

qxxx   ma 
postać  

).0()( xix iΦ=         (12) 
 
Macierze podstawowe (tranzycyjne) iΦ  wyznacza się 
z zależności rekurencyjnej 
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z warunkiem początkowym 
 

,00,0 <=Φ=Φ idlaI i      (14) 
 
przy czym macierze współczynników α  i kA  wyznacza 
się ze wzorów (9b) i (9c). 
Dowód. Dowód przeprowadzimy, podobnie jak w pracy 
[9], korzystając z przekształcenia (transformaty) Z  funk-
cji dyskretnych. 
 Dokonując obustronnej transformaty Z  równania (9) 
przy niezerowych warunkach początkowych, otrzymamy 
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Po przekształceniach dostaniemy 
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wówczas równanie (16) możemy napisać w postaci 
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Dokonując odwrotnego przekształcenia Z  otrzymamy 
rozwiązanie równania różnicowego niecałkowitego rzędu 
(1) w postaci (12). 
 Z definicji macierzy odwrotnej mamy 
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Porównując współczynniki przy tych samych potęgach 
zmiennej ,kz−  ,,1,0 =k  w (19) otrzymamy 
 

021210 ,, Φ+Φ=Φ=Φ=Φ AAAIn αα       (20) 
 
i w ogólnym przypadku zależność (13).      ■ 
 Rozwiązanie (12) równania stanu układu (1) można 
także wyprowadzić z zależności (9), wyznaczając bezpo-
średnio kolejne wartości ),(ix  ,2,1,0=i  
Definicja 1. [9] Układ niecałkowitego niewspółmiernego 
rzędu nazywamy dodatnim (wewnętrznie), jeżeli dla do-
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wolnego nieujemnego wektora warunków początkowych 
,)0( nx +ℜ∈   zachodzi  nix +ℜ∈)(   dla wszystkich +∈Zi . 

 W monografii [9] wykazano, że jeśli niecałkowity rząd 
jα  jest z przedziału ,10 << jα  to współczynniki )( jkc α  

(8), ,,2,1 =k  są dodatnie. 
Lemat 1. Jeżeli niecałkowity rząd jα  spełnia zależność 

10 << jα  dla każdego  qj ,...,1=  oraz  
 

,][ nnA ×
+ℜ∈+ α          (21) 

 
to macierze iΦ  mają wszystkie elementy nieujemne, tzn.  
 

., +
×

+ ∈ℜ∈Φ Zinn
i            (22) 

 
Dowód. Dowód wynika wprost z zależności (13) i (9a-9c). 
 Z powyższych właściwości oraz rozwiązania równania 
stanu (12) wynika warunek dodatniości układu (1). 
Twierdzenie 2. Układ (1) niecałkowitego niewspółmier-
nego rzędu jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy  
 

,10 << jα  qj ,...,1= , ,nq ≤       (23) 

 
,nnA ×

+ℜ∈+ α         (24) 
 
gdzie macierz współczynników α  ma postać (9b). 
 Powyższe twierdzenie jest prawdziwe dla opisanych 
wcześniej przypadków szczególnych, przy czym w macie-
rzy współczynników α  należy uwzględnić modyfikacje 
opisane zależnościami (10a) i (11a), odpowiednio. 
 

3. Punktowa zupełność i punktowa 
degeneracja 

Przy formułowaniu definicji punktowej zupełności i punk-
towej degeneracji oraz podaniu odpowiednich warunków 
wykorzystamy rezultaty prac [1, 9] poświęconych dyskret-
nym układom ułamkowego rzędu (lub inaczej niecałkowi-
tego współmiernego rzędu). 

Standardowy układ dyskretny  
Definicja 2. [9] Układ dyskretny niecałkowitego nie-
współmiernego rzędu jest punktowo zupełny w dyskretnej 
chwili 1≥= Ni , gdy dla każdego wektora n

fx ℜ∈  można 
dobrać wektor warunków początkowych nx ℜ∈)0(  taki, że 

f
T

q xNxNxNx == )](,),([)( 1  . 
Definicja 3. [9] Układ dyskretny niecałkowitego nie-
współmiernego rzędu jest punktowo zdegenerowany 
w dyskretnej chwili 1≥= Ni , jeżeli istnieje niezerowy 
wektor nv ℜ∈  taki, że dla każdego niezerowego wektora 
warunków początkowych nx ℜ∈)0(  rozwiązanie równania 
(9) spełnia warunek .0)](,),([)( 1 == T

q
TT NxNxvNxv   

 Z zależności (12) dla 1≥= Ni  mamy, że ).0(xx Nf Φ=  
Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wynika, że dla do-
wolnego wektora n

fx ℜ∈  równanie to ma rozwiązanie 
fN xx 1][)0( −Φ= , jeżeli nrank N =Φ  (tzn. 0det ≠ΦN ). 

Twierdzenie 3. Układ dyskretny niecałkowitego nie-
współmiernego rzędu jest punktowo zupełny w dyskretnej 
chwili 1≥= Ni  wtedy i tylko wtedy, gdy 

.nrank N =Φ        (25) 
 
Z powyższego wynika, że układ (1) jest punktowo zdege-
nerowany w chwili 1≥= Ni  wtedy i tylko wtedy, gdy 
warunek (25) nie jest spełniony. W takim przypadku 
istnieje wektor nv ℜ∈  taki, że .0)0()( =Φ= xvNxv N

TT  
Zatem kierunek degeneracji wyznacza się ze wzoru 

.0=ΦN
Tv  

 Z powyższego wynika warunek konieczny i wystarcza-
jący punktowej degeneracji. 
Twierdzenie 4. Układ dyskretny niecałkowitego nie-
współmiernego rzędu jest punktowo zdegenerowany 
w dyskretnej chwili 1≥= Ni  wtedy i tylko wtedy, gdy 
 

.nrank N <Φ        (26) 
 
 Biorąc pod uwagę sposób wyznaczania macierzy iΦ  
można łatwo wykazać, że prawdziwe są poniższe wnioski. 
Wniosek 1. Punktowa zupełność lub punktowa degene-
racja układu standardowego (1) niecałkowitego niewspół-
miernego rzędu nie jest własnością niezmienniczą ze 
względu na chwile dyskretne ,1≥= Ni  w przeciwieństwie 
do układów dyskretnych całkowitego rzędu. 
Wniosek 2. Twierdzenia 3 i 4 są prawdziwe dla układu 
(6) niecałkowitego współmiernego rzędu oraz w przypadku 
układu rzędu rzeczywistego (tzn. dla 1=jα  mamy (7)). 

3.1.1. Przykład 
Zbadać punktową zupełność układu (1) niecałkowitego 
niewspółmiernego rzędu: ,5,01 =α  ,6,02 =α  o macierzy 
stanu 

,
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−

=
a

A  .1ℜ∈a    (27) 

  
Obliczając ,αA  macierze współczynników kA  ze wzorów 
(9a-9c) oraz macierze iΦ  ze wzoru (13), otrzymamy od-
powiednio  
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 Z powyższego oraz twierdzeń 3 i 4 wynika, że rozpa-
trywany układ niecałkowitego niewspółmiernego rzędu: 



335

nauka

 2/2012 Pomiary automatyka Robotyka

− jest punktowo zupełny w chwili 1== Ni  dla ,5,0−≠a  
bowiem .21 =Φrank  Dla 5,0−=a  układ jest punktowo 

zdegenerowany w kierunku ,]0,1[ Tv =  
− jest zawsze punktowo zupełny w chwili 2=i  dla do-

wolnej wartości współczynnika ,1ℜ∈a   
− jest punktowo zupełny w chwili 3=i  dla ,7119,0−≠a  

bowiem .23 =Φrank  Dla 7119,0−=a  mamy 

03125,05,1 23 =+++ aaa  i ,13 =Φrank  zatem układ 
jest punktowo zdegenerowany. 

Oznacza to, że w rozpatrywanym układzie możliwość 
wyznaczenia wektora warunków początkowych nx ℜ∈)0(  
dla dowolnego zadanego stanu końcowego fxNx =)(  ściśle 

zależy od wartości współczynnika a  oraz chwili dyskret-
nej .1≥= Ni   

Dodatni układ dyskretny  
Uogólniając definicje 2 i 3 na układy dodatnie niecałkowi-
tego niewspółmiernego rzędu otrzymamy. 
Definicja 4. [9] Dodatni układ dyskretny niecałkowitego 
niewspółmiernego rzędu jest punktowo zupełny w dys-
kretnej chwili 1≥= Ni , gdy dla każdego wektora 

n
fx +ℜ∈  można dobrać wektor warunków początkowych 

nx +ℜ∈)0(  taki, że f
T

q xNxNxNx == )](,),([)( 1  . 
 
Definicja 5. [1] Dodatni układ dyskretny niecałkowitego 
niewspółmiernego rzędu jest punktowo zdegenerowany 
w dyskretnej chwili 1≥= Ni , jeżeli istnieje przynajmniej 
jeden stan końcowy n

fx +ℜ∈ , który nie jest osiągalny 
w N  krokach z dowolnego stanu początkowego 

,)0( nx +ℜ∈  tzn. nie istnieje liczba naturalna N  i niezero-
wy wektor warunków początkowych nx +ℜ∈)0(  takie, że 

.)](,),([)( 1 f
T

q xNxNxNx ==   
 Ze wzoru (12) i definicji (4) wynika, że (25) jest tylko 
warunkiem koniecznym punktowej zupełności w chwili 

1≥= Ni  dodatniego układu (1). 
Twierdzenie 5. Dodatni układ dyskretny niecałkowitego 
niewspółmiernego rzędu jest punktowo zupełny 
a) dla każdej zadanej dyskretnej chwili 1≥= Ni  wtedy 

i tylko wtedy, gdy macierz nnA ×
+ℜ∈α  jest nieosobli-

wą macierzą diagonalną, 
b) dla każdej zadanej dyskretnej chwili 2≥= Ni  wtedy 

i tylko wtedy, gdy macierz nnA ×
+ℜ∈α  jest osobliwą 

macierzą diagonalną. 
Dowód. Z zależności (12) dla 1≥= Ni  mamy, że 

).0(xx Nf Φ=  Z twierdzenia Kroneckera-Capellego wyni-
ka, że dla dowolnego wektora n

fx ℜ∈ równanie to ma 
rozwiązanie fN xx 1][)0( −Φ= , jeżeli nrank N =Φ  lub rów-
noważnie .0det ≠ΦN  Aby uzyskać warunek dodatniości 
wektora stanu początkowego nx +ℜ∈)0(  musi być spełnio-
ny warunek nn

N
×

+
− ℜ∈Φ 1][  przy dowolnym .nfx +ℜ∈  

Ogólnie wiadomo, że macierz nn
N

×
+

− ℜ∈Φ 1][  wtedy i tylko 
wtedy, gdy nn

N
×

+ℜ∈Φ  jest macierzą monomialną. Ze 
sposobu wyznaczania macierzy iΦ  (patrz wzór (13)) oraz 
struktury macierzy dodatnich współczynników α  i kA  
(wzory (9b) i (9c)) wynika, że aby iΦ  była macierzą 
monomialną dla ,1≥= Ni  macierz nnA ×

+ℜ∈α musi być 
nieosobliwą macierzą diagonalną. Zatem ze wzoru (9a) 

wynika, że macierz stanu A  musi być diagonalna, aby 
układ (1) był punktowo zupełny. Jeżeli macierz 

nnA ×
+ℜ∈α  jest osobliwą macierzą diagonalną, to dla 
1== Ni  nie jest spełniony warunek konieczny (25), tzn. 
nrank <Φ1  lub równoważnie .0det 1 =Φ  Natomiast ze 

wzoru (13) wynika, że w tym przypadku iΦ  będzie nie-
osobliwą macierzą diagonalną dla każdego 2≥= Ni  i 
rozpatrywany układ jest punktowo zupełny dla każdej 
chwili .2≥= Ni                                                      ■ 
 Z twierdzenia 4 wynika, że (26) jest warunkiem dosta-
tecznym punktowej degeneracji dodatniego układu (1). 
Z powyższych rozważań i twierdzenia 5 wynika następują-
cy warunek konieczny i wystarczający punktowej degene-
racji. 
Twierdzenie 6. Dodatni układ dyskretny niecałkowitego 
niewspółmiernego rzędu jest punktowo zdegenerowany w 
dyskretnej chwili 1≥= Ni  wtedy i tylko wtedy, gdy 

nn
N

×
+ℜ∈Φ   nie jest macierzą monomialną. 

 Biorąc pod uwagę sposób wyznaczania macierzy iΦ  
można łatwo wykazać, że prawdziwe są poniższe wnioski. 
Wniosek 3. Twierdzenie 5 jest prawdziwe dla układu (6) 
niecałkowitego współmiernego rzędu. W przypadku ukła-
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1=jα  podmacierz 
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.)()( i

njjjj j
IAi +=Φ  Jest ona monomialną dla ,2,1=i  

wtedy i tylko wtedy, gdy podmacierz jj
j

nn
njj IA ×

+ℜ∈+   
jest monomialna. 
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nnA ×
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jj
j

nn
njj IA ×
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 Rozpatrywany układ jest dodatni, gdyż 

.33×
+ℜ∈αA Macierze podstawowe iΦ  są nieosobliwymi 

macierzami diagonalnymi o nieujemnych elementach dla 
.2≥i  

 Z powyższego oraz z twierdzeń 5 i 6 wynika, że badany 
układ niecałkowitego niewspółmiernego rzędu: 
− nie jest punktowo zupełny w chwili 1== Ni , bowiem 
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− jest zawsze punktowo zupełny dla każdej chwili dys-
kretnej .2≥= Ni   

 Oznacza to, że w rozpatrywanym układzie istnieje 
możliwość wyznaczenia nieujemnego wektora warunków 
początkowych n

fN xx +
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można najwcześniej osiągnąć w drugiej dyskretnej chwili, 
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4.  Uwagi końcowe 
W pracy rozpatrzono problem punktowej zupełności 
i punktowej degeneracji liniowych stacjonarnych układów 
dyskretnych niecałkowitego niewspółmiernego rzędu, 
opisanych jednorodnym równaniem stanu (1), które może 
być zapisane w postaci (9). 
 Sformułowano podstawowe definicje oraz podano wa-
runki konieczne i wystarczające punktowej zupełności 
i punktowej degeneracji układu niecałkowitego niewspół-
miernego rzędu: standardowego oraz dodatniego. Podano 
też wnioski dla przypadków szczególnych: układu niecał-
kowitego współmiernego rzędu oraz rzeczywistego rzędu. 
 Powyższe rozważania można łatwo uogólnić na dwu-
wymiarowe układy dyskretne niecałkowitego niewspół-
miernego rzędu oraz układy z opóźnieniami. 
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