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Streszczenie: Historyczne podstawy dotyczące analizy danych 
pomiarowych pojawiły się już XIX wieku. Ukształtowały się w po-
staci metody najmniejszych kwadratów, prawa propagacji błędu 
i centralnego twierdzenia granicznego. Uzupełniały je o wnio-
skowania dotyczące przestawiania błędu pomiaru w postaci hi-
stogramu. Rozwiązania te uzasadniają współczesne podejście 
w dziedzinie opracowania wyniku pomiaru, opisujące wielkość 
mierzoną rozkładem prawdopodobieństwa. 
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1. Wprowadzenie 
 

Tradycyjnie problematykę niepewności pomiaru można 
wiązać z pojawieniem się Przewodnika, podstawowego do-
kumentu dotyczącego jej wyrażania [1, 2]. Obecnie trwają 
intensywne prace nad wypracowaniem uniwersalnej meto-
dyki opracowania danych pomiarowych, zgodnie 
z założeniami teorii niepewności, mogącej mieć zastosowa-
nie w każdej dziedzinie nauk przyrodniczych i technicz-
nych. Jednakże początki kształtowania się myśli nauko-
wej, związanej z opracowaniem danych pomiarowych, na-
leży wiązać z trzema podstawowymi jej osiągnięciami 
z początku XIX wieku. 

 

2. Podstawowe osiągnięcia 
 
Adrien Marie Legendre (1752–1833), Carl Friedrich Gauss 
(1777–1855) i Pierre Simon Laplace (1749–1827) za spra-
wą swoich dzieł przedstawili rozwiązania, które współcze-
śnie znane są pod nazwami: metoda najmniejszych kwa-
dratów, prawo propagacji błędu oraz centralne twierdzenie 
graniczne. 

Legendre w dziele „Nouvelles méthodes pour la dét-
ermination des orbites des comètes”, które ukazało się 
w 1805 r., zamieszcza kilkustronicowy dodatek „Sur la 
methode des moindres carrés”. Przedstawia w nim metodę 
minimalizacji sumy kwadratów błędów. Jeżeli przedsta-
wimy równanie wielkości mierzonej w postaci liniowej, to 
możemy zapisać szereg równań błędu tej wielkości 
 

++++= zdycxbaE iiiii                     (1) 
 
gdzie ai, bi, ci, … są znanymi współczynnikami, a x, y, z, 
… nieznanymi wielkościami wejściowymi. Zmienne rów-
nania można wyznaczyć podnosząc do kwadratu błędy 

i sumując je tak, aby wyznaczały najmniejszą z możliwych 
wartości. Współcześnie metoda ta stosowana jest w anali-
zie regresji. 

Kolejne rozwiązanie przynosi praca Gaussa z 1809 r. 
„Theoria Motus Corporum Coelestium in Sectionibus Con-
icis Solum Ambientium”. Autor przedstawia podobnie wy-
glądający liniowy układ równań 
 

+++= zcybxaV iiii                          (2) 
 
i formułuje błąd jako różnicę między obliczoną wartością 
Vi a zaobserwowaną Mi 

 
iii MV −=Δ                                 (3) 

 
Prawdopodobieństwo błędu charakteryzuje krzywa 

( )Δϕ , która jest symetryczna i osiąga maksimum dla Δ = 0. 
Przyjmuje aksjomat, że najbardziej prawdopodobną warto-
ścią pojedynczej, nieznanej obserwacji jest średnia arytme-
tyczna zbioru danych, uzyskanego w tych samych warun-
kach pomiarowych podczas wielokrotnego powtarzania ob-
serwacji. Postuluje, do opisu krzywej (rozkładu) błędu, 
przyjęcie funkcji 

( ) 22

π
Δ−=Δ hehϕ                         (4) 

 
gdzie h jest stałą związaną z precyzją pomiaru. Powyższy 
zapis to postać funkcji gęstości rozkładu normalnego 
(krzywej dzwonowej). 

Znajdujemy w tym dziele również zapis równań błędu, 
podobny do zapisu różniczki zupełnej, w postaci sumy 
składowych poprzedzonych pochodnymi cząstkowymi. Jest 
to pierwotny zapis prawa propagacji błędu. 

W 1810 r. Laplace w swoim „Supplement au memoire” 
formułuje tezę, że jeżeli błąd każdej obserwacji jest taki 
sam, to prawdopodobieństwo, iż błąd średniej n obserwacji 
będzie zawarty w granicach: ±rh/n, jest równe 
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gdzie h jest długością przedziału, wewnątrz którego za-
warty jest błąd pojedynczej obserwacji. Prawdopodobień-
stwo błędu zawartego w granicach od x  =–h/2 do x = h/2 
autor oznacza φ(x/h) oraz definiuje, że 
 

x
h
x

h
xkx

h
xk d,d 2

2

 





=′






= φφ              (6) 



539

nauka

 2/2012 Pomiary automatyka Robotyka

W ten sposób pojawia się teza jednego z podstawo-
wych twierdzeń rachunku prawdopodobieństwa, a miano-
wicie centralnego twierdzenia granicznego o przyjęciu 
krzywej Gaussa dla błędu średniej obserwacji. 

Słuszność przyjęcia rozkładu normalnego dla danych 
doświadczalnych potwierdza również George Biddell Airy 
(1801–1892) w swoim dziele „On the algebraical and nu-
merical theory of errors of observations and the combina-
tion of observations”, wydanym w 1875 r. 

 

3. Dzieło Airy 
 
Airy, choć nie wynika to bezpośrednio z przytoczonego 
w pełnym brzmieniu tytułu pracy, jest prekursorem poję-
cia niepewność (uncertainty). Postuluje rozumienie błędu 
pomiaru (error) w kontekście niepewności pomiaru, uży-
wając pojęć uncertain error lub uncertainty. Przez nie-
pewność błędu uważa każdą jego wartość łącznie 
z przypadkiem, gdy może on być równy zeru. Innymi sło-
wy błąd pomiaru dla Airy to zbór jego wartości powtarza-
jących się w danym pomiarze z określoną częstością. 
Z dzisiejszego punktu widzenia można powiedzieć, że błąd 
tworzy rozkład prawdopodobieństwa. 

Autor stwierdza na kartach swojej pracy, że prawdo-
podobieństwo, iż błąd może znaleźć się w przedziale mię-
dzy określonym x a x+δx wynosi 
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Jak łatwo się domyślić, wzór powyższy zawiera równa-

nie krzywej dzwonowej. We wzorze tym występuje para-
metr c, który autor nazywa modulus i definiuje jako 

 
   c = Error of Mean Square × 1,414214           (8) 
 
Jak można się domyślić, modulus Airy jest równy ilo-

czynowi błędu średniego kwadratowego i pierwiastka 
z dwóch. Dodatkowo, w konkluzji, autor nazywa wzór (7) 
prawem częstości błędu (Law of Frequency of Error), któ-
re wyraża prawdopodobieństwo określonej wartości błędu 
zawartej w przedziale między x i x+δx. Jednocześnie 
stwierdza, że modulus jest stały dla określonego pomiaru 
lecz inny dla różnych pomiarów. Z dzisiejszego punktu wi-
dzenia jest to oczywiste, gdyż dla każdej serii pomiarowej 
uzyskujemy określoną wartość odchylenia standardowego 
eksperymentalnego, lecz możliwe są różne jego wartości 
dla każdej innej serii obserwacji. 

Istotnym wnioskowaniem Airy jest również twierdze-
nie, że w przypadku łączenia błędów pomiaru X i Y ich 
wspólny modulus podlega prawu 

 
square of modulus for Z = square of modulus for X + 

square of modulus for Y                       (9) 
 

co jest zapisem współczesnego równania niepewności po-
miaru. 

4. Podsumowanie 
 
Trzy wymienione historyczne rozwiązania tworzą podsta-
wy współczesnej metrologii teoretycznej w dziedzinie 
opracowania wyniku pomiaru. Powstały na wiele lat przed 
ich praktycznym zastosowaniem i choć zostały przyjęte 
bez naukowego dowodzenia, świadczą o trafności wnio-
skowania. W tym krótkim okresie 1805–1810 zbudowano 
podstawy niepewności pomiaru. Miało to miejsce w dobie 
romantyzmu, która aksjologicznie w nauce kojarzy się, nie 
bez przyczyny, z genialną intuicją. 

Nie sposób w tym miejscu pominąć dzieła Airy, wyda-
nego w 1875 r., w którym autor postuluje używanie poję-
cia „niepewność” przy wyrażaniu błędów obserwacji. Dzi-
siaj jest to podstawowe pojęcie związane z oceną niedo-
kładności pomiaru. 
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