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Jdoskonalona metoda wyznaczania

niepewnosci w pomiarach wieloparametrowych
Czese 2. Przykiady pomiarow wielkosci skorelowanych
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Streszczenie: Dwuczesciowa publikacja przedstawia rozszerzong wersje oceny niepewnosci
pomiaréw wieloparametrowych podanej w Suplemencie 2 do Przewodnika GUM. Uwzglednia ona
wptyw skorelowania miedzy danymi pomiarowymi wielkosci bedacych elementami mierzonego
bezposrednio menzurandu. W czesci 1. oméwiono podstawy teoretyczne. Wyznaczono

wzory ogolne dla macierzy kowariancji, niepewnosci i ich sktadowych typu A lub/i typu B oraz
wspotczynnikéw korelacji obu menzuranddéw wejsciowego i szacowanego posrednio menzurandu
wyjsciowego. Rozwazania zilustrowano wykresami dla przypadkdw charakterystycznych pomiaréw
dwuparametrowych. W czesci 2. omdéwiono przyktady estymacji macierzy kowariancji w pomiarach
posrednich 2D o liniowej funkcji przetwarzania na przyktadzie sumy i réznicy oraz o przetwarzaniu

nieliniowym wg funkcji kwadratowej — pomiary mocy i dla ilorazu — pomiar rezystancji i modutu
impedancji. Wykazano, ze uwzglednianie korelacji typu A i B danych pomiarowych, zwigeksza
wiarygodnosc¢ oceny doktadnosci pomiardw posrednich wieloparametrowych.

Stowa kluczowe: pomiary wielowymiarowe, menzurand 2D, skorelowanie niepewnosci sktadowych typow A oraz B, propagacja wektorowa wariandji, wypad

kow

vspotczynnik koreladji

1. Wprowadzenie

W czesci 1. przedstawiono rozszerzona metode szacowania
niepewnoéci w posrednich pomiarach wieloparametrowych.
Uwzglednia ona skorelowanie dwu rodzajéw: typu A — wyzna-
czane podobnie, jak skladowe niepewnosci z danych pomia-
rowych oraz typu B — szacowane heurystycznie. W czedci 2.
oméwi sie przyklady zastosowania tej metody do wyznaczanie
niepewnosci pomiaréw dwuparametrowych (2D) o kilku pod-
stawowych funkcjach przetwarzania: liniowej, kwadratowej,
iloczynu i ilorazu. Dla wygody Czytelnika zestawiono podsta-
wowe wzory stosowane w przyktadach omawianych w tej czesci.

W pomiarach wieloparametrowych mierzy sie bezposérednio
n wielkosci ze soba skojarzonych, ktore stanowia menzurand
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wejsciowy modelowany n-parametrowym wektorem losowym
X. Z otrzymanych danych pomiarowych wyznacza si¢ badany
posrednio menzurand wyjSciowy opisany m-parametrowym
wektorem losowym Y. Oba menzurandy zwiagzane sa funkcja
wielowymiarowa Y = F(X). W przypadku ogdlnym elementy
mierzonego menzurandu X sa ze sobg skojarzone i skorelo-
wane. Do oceny dokladno$ci menzurandu Y wyznacza sie jego
macierz kowariancji U, opisana wzorem

U, = SU,S" (1)

gdzie: S — macierz wrazliwoci, U,, U, — macierze kowariancji
wektoréw X i Y, opisane nastepujacymi wzorami:

dr, oz,
S = , (1a)
| 9z, o, |
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2
uml te p:tlnumlu:m
Uy = ) (1b)
2
pzlnurnuzl e uzn
2
uyl ees pylmuyluym
U, = , (1c)
2
pylmuymug/l T ug/m

Podstawa oceny dokladnoéci pomiaréow kazdej wielkosci sa
niepewnosci bezwzgledne u i u,, b standardowe odchylenia
skorygowanych danych pomiarowych. Wedtug GUM sa to sumy
geometryczne niepewnosci skltadowych typéw A i B:

2 _ 2 2

uz[ - uzi/l + um'B7 (28‘)
2 _ 2 2

Up; = Uy + Uy (2b)

Wzory (2a, b) maja takie same postacie, jak wariancje splotu
dwu zmiennych losowych o rozktadach nieskorelowanych. Nie-
pewnosci typu A wyznacza sie metodami statystycznymi dla
rozrzutu danych pomiarowych, a niepewnos¢ typu B estymuje
si¢ heurystycznie. Jest ona odchyleniem standardowym zran-
domizowanych wplywéw wielu réznego rodzaju oddziatywan
o wartosciach nieznanych w trakcie eksperymentu pomiarowego.
Oddziatlywania te powoduja, ze w danych pomiarowych zbiera-
nych w przeprowadzanym eksperymencie moga wystapi¢ stale
lub wolnozmienne (np. dryft) dodatkowe, o nieznanych warto-
Sciach odchylenia od estymatora wielkosci, czyli bledy systema-
tyczne. Moga one pojawia¢ si¢ w dlugim znamionowym okresie
waznosci kalibracji przyrzadéw. Stad, podobnie jak dla sklado-
wych niepewnoéci, mozna wyrézni¢ dwa rodzaje skorelowania —
typu A oraz typu B. Wspélezynniki korelacji typu A wyznacza
si¢ z danych pomiarowych. Jest to mozliwe, gdy wielkosci mie-
rzy si¢ synchronicznie i przy réwnomiernym lub innym znanym
rodzaju prébkowania. Dane pomiarowe otrzymuje si¢ woéwczas
jako szeregi statystyczne, z ktorych wyznacza sie niepewnosci
typu A (z uwzglednieniem autokorelacji [3]) oraz wspdélezyn-
niki korelacji P Zas wspotezynniki korelacji Piw czyli typu
B, podobnie jak niepewnoéci typu B, sa szacowane heurystycz-
nie. Skorelowanie wielkosci menzurandu jest tacznym wynikiem
skorelowania danych opisanych oboma wspélczynnikami typu
A i B. W pomiarach wieloparametrowych dla obu macierzy
kowariancji otrzymuje sie zalezno$ci

Uy= Uy, + Uy, (3a)
U,=U,+1U, (3b)

U, = SUS" = S(U,, + U,,)S" (4a)
U, = SU,,S" + SU,,S" (4b)

Jesli wyznacza si¢ tylko samg macierz Uy, to z obu wzoréw
(4a) i (4b) otrzymuje sie takie same wyniki. Natomiast niepew-
nosci sktadowe typéw A i B elementéw menzurandu wyjscio-
wego Y i wspdlezynniki korelacji Piw Pys kazdego z tych typow
wystepuja w macierzach sktadowych U,,, U, jako skladnikach
wzoru (4b) [12].
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2. Parametry menzurandow
dwuelementowych (2D)

Wartosci z,, z, i elementy macierzy kowariancji U, , dwu-
elementowego (2D) menzurandu X = [z,, z,|* otrzymuje si¢
z bezposrednich jego pomiaréw. Macierz kowariancji U, mozna
przedstawi¢ w dwu postaciach: zwartej i rozwinietej z wyroz-
nieniem parametréw typu A oraz B, tj.:

2
Uy P12l Uyy
UX = , =
P12 Usrs Uys
2 42 n
Uy + Upp PalypUyy T Pplyplyp

= ’ (5)

2 2
PallygUyy T Pplyplisp Uyy F Usp

glee: uf,l’ ulA’ ulB 1 uafZ’ u2A’ uZB

wielkosci z, 1 z, i ich sktadowe.

— niepewnosci bezwzgledne

Macierz U, ma nast¢pujace macierze sktadowe:

u.ilA P Al aUya0 -
Uys = s > (5a)
_pAumlAquA uJ:QA
_ , _
Uyip Ppls1plsop
Uy = ) (5b)
| Pl pUs2p Uyop

Niepewnosci u, u , dwuelementowego menzurandu X opisane
sa réwnaniami:

ufl = qu + uva (6a)

2 _ 2 2
Uy = Uyy + Upp-

(6b)

Wspoélezynnik korelacji p , , miedzy z, i z, oraz miedzy odchy-
leniami od ich estymatoréw wartosci wynosi:

_ Pl qUsnn T Puplheplssp

Puip = 5 S S S (6¢c)
\/uzlA + Uy p \/uzzA + Upyp

gdzie: p_, ip , — wspélezynniki korelacji pomigdzy odchyle-

niami z, i z, o niepewnosciach u, u

U, , OTaz U 0B

147 7z z1B?

Podobne zaleznosci zachodza dla macierzy U, dwuelemento-
wego (2D) menzurandu wyjsciowego Y.

3. Wzory dla niepewnosci wzglednych

Wrzory opisujace niepewnosci dla zakreséw wielkosci mierzo-
nych i multiplikatywnych funkcji przetwarzania sa prostsze
przy stosowaniu niepewnosci wzglednych v, =0, = u/z.
Réwnanie propagacji ich wariancji ma podobna postaé jak (1)
dla niepewnosci bezwzglednych [7]:
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Usy =55 Ugy 'S:;r (7)

gdzie: U, i U, — macierze kowariancji wektoréw X i Y oraz
S, — macierz wrazliwosci dla niepewnosci wzglednych.

Dla obu menzurandéw 2D macierze te sa nastepujace:

5.:1 pzl,Zazlé;Q
_pm1,25.115't2 632

8 p oS
U= (8b)
_py1,26y15y2 5@2

y, 0z, Y, 0z,
SJ _| o 1 Y . (SC)
Yy al‘] Yy axz

Standardowe niepewnosci wzgledne tez sumuja sie geome-
trycznie, tj.:

5:521 = 512,4 + 512137 (9a)

532 = 522/1 + 5223- (9b)

Wspélezynnik korelacji p  , 0 takiej samej wartosci dla nie-
pewnosci bezwzglednych i wzglednych, opisuje wzor:

— pl‘AuﬂllAu.T2A + meumlBuJ:2B —

pz:l.? -
u.rl u'r?
— p 61:114 5’r2A +p dnlB 51;23 (10)
= FuA B )
8, 0, 6,0 0,
gdzie niepewnosci wzgledne: 6, = u, /z, 0, = u, /7,
0,15 = Uyp/T, 10, = u,/1,,0,, = u,,/1,0,,= 1u,,/,

Wrzory dla niepewnosci i wspélezynnika korelacji menzurandu
Y maja podobne postacie.

4. Niepewnosci menzurandu 2D
przetwarzanego wg funkgji Y = G(X)

Wzory dla dwuelementowego menzurandu Y = [y, v,]*
wynikaja posérednio z przetwarzania danych menzurandu
X = [z,, 2|" za pomocy funkcji ¥ = G(X) Wartodci z,, z,
i elementy macierzy kowariancji U, menzurandu X otrzymuje
si¢ z bezposrednich jego pomiaréw. Wartosci y,, y, wyjsciowego
menzurandu Y beda mialy niepewnosci U, Uy i wspélezyn-
nik korelacji P, , Do wyznaczenia niepewnosci korzysta sie
7z ogblnego macierzowego réwnania propagacji niepewnoscei (1).
Funkcje przetwarzania G linearyzuje si¢ do postaci macierzy
wrazliwosci S, o wymiarze [2 X 2] i otrzymuje si¢:

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

2

U, = Uy Pyr,aty 1y _
2
P12ty Uys Uyo
dr, Oz, uy, Pralsily || 0T, O,
- | o
Yy Yy || Loty Uz, 9y 9y,
or, d, or, 0w,

gdzie: macierz funkcjonalu

9y 9y,
Jdz, Oz o,
SG _ 1 2 = 1 2 7 (12)
9 9y, | B B
dr, Jz,

a,, a,, B,, B, — wspélezynniki.

Po wykonaniu dzialan wg wzoréw (4a) lub (4b) dla zmiennych
Y,, ¥, otrzymuje si¢ niepewnosci

2 _ 22 2 2
Uy = O Uy + Oy + 20, ,00006U, U, (13)

u;z = ﬂlzu.fl + zzujz + 2p1:1.2ﬂ1182um1u12 (14)

oraz wspdlezynnik korelacji Pus

o fu;, + oty + (‘%ﬁz +a,f ) Pt 2l Uy
Pyi2 = (15)

uzluJ:Z

7 (10a) wynika, ze p_ ,u U, = p U, Uy, + P, 1, 1 te zalez-
nos¢ mozna wykorzysta¢ w dalszej analizie.

5. Niepewnos¢ pomiarow sumy i réznicy
wielkosci wyjsciowych

Wyznaczymy niepewnosci sktadowych menzurandu Y = [y,, )"
wynikajace z przetworzenia danych pomiarowych X = [z, 2,]"
uzyskanych w dwu eksperymentach o réznych warunkach
wplywajacych (u,, # u,). Dla Y-8, = [z, + z,, 7, — 3]
Y=G(X).

o «
macierz wrazliwosci S; = "7 ma nastepujace wspot-
czynniki: B B
a=1a,=186 =18 =—1 (16)

Niepewnosci otrzymane z (13) i (14) przy uproszczonych
indeksach v, = u, (dla i= 1, 2) zaleza od p ,, p,, tj.:

2
u,

2 2 2 2
g1 = Uiy T lip T Uy +Uyp + 2(p/1umu2/1 + pBu]BUQB) (17a)

2 _ 2 2 2 2
Uy = Uy T Up +Uyy T Uyp — Q(pAulAuQA + pBulBUZB) (17b)
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Oznaczajac wariancje sumy i roznicy nieskorelowanych wiel-
kosci wyjsciowych przez ul =u’, +u’y +us, +us, z réwnan
Y] yen p o = Uiy 1B 24 2B
(17a, b) otrzymuje sie proste wzory:

Uoyaay) = \/“g +2 (pAU1A“2A + pB“lB“za)? (18a)

Yoy —ay) = \/u(? -2 (pAuMuzA + pBulBu2B) (18b)

Przy p, > 01ip, > 0 niepewnos¢ sumy zwigksza si¢, a dla
réznicy — zmniejsza sie w poréwnaniu z warto$ciami dla modelu
bez korelacji.

Wielkodci wyjsciowe y, = @, + z,1 y, = 7, — =, sa skorelowane
ze wspoélezynnikiem korelacji

2 2
Uy — Uy

Playirs mom) = (19)

(a1 +23) Yoy,

Jesli nie ma skorelowania typu B, tj. p, = 0, to niepewnosci
sa nastepujace

Yo, 4ay) = \/Ug 2P Uy Uy g (20a)
U —sy) = VUg =20 4ty 4 Uy - (20b)

Niepewno$¢ sumy dwu wielkosci jest mniejsza niz w (17a),
a niepewnosci ich réznicy — wigksza niz w (17b).

Gdy dla dwu wielkosci mierzonych ltaczny wspoétezynnik
korelacji p ,, = 1 (np. dla pomiaréw tym samym przyrzadem
w identycznych warunkach p, = 1 i nieskorelowanych danych
eksperymentalnych p, = 0), to

Yoy +ay) = \IUS + 2uuy = U, + U, (21a)
u(l‘| —1.2) = V’U,g - 2u1u2 = Uy — Uy (zlb)

Niepewnos¢ sumy dwu wielkosci jest wiec suma algebraiczna
ich niepewnosci, a niepewnoé¢ réznicy — modutem réznicy nie-
pewnosci tych wielkoéci. Przyktadem z praktyki przemystowej
jest niepewno$¢ pomiaréw wartosci $redniej i réznicy dwoch
temperatur na wlocie i wylocie wymiennika ciepla [5, 8].

6. Niepewnos¢ pomiarow menzurandu 2D
o funkcji kwadratowej

Rézniczkowanie kwadratowej funkcji przetwarzania
Y= G(X) = [;rf,xg] menzurandu X daje nastepujace wspol-
czynniki w macierzy wrazliwoéci S, tej funkcji:

a, =2z,

ﬂ2:2$27 aQZﬁIZO' (22)
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Jedli dla uproszczenia rozwazan przyjmie sie, ze dla X
wystepuja tylko niepewnosci wzgledne typu B, jednakowe
przy pomiarze obu wielkosci (skladnik addytywny niepew-
nodci jest pomijalny), to niepewnosci bezwzgledne Y sa
odpowiednio réwne:

U, = 25u N1+ = 230, (23a)
Uy = 2T,u g1 + 7722 = 22,U,, (23b)

gdzie: n, = u,,/u, dlai=1, 2.

Dla niepewnosci wzglednych 6w. otrzymuje si¢ znane formuly
podwajajace niepewnosci wzgledne 0

U, 2u,,

8, = ;2 == =26, gdzie i =1, 2. (24)
Wspoélezynnik korelacji jest okreslony nastepujaco:
of, (pAulAuzA + pBulBu2B) 1 (25)

Py = =
! U,y U,y 1{1+7]12 1+7722

Wzér (25) pokrywa si¢ z (6¢), tj. kwadraty zmiennych wyjscio-
wych sa skorelowane tak samo, jak zmienne wyjsciowe.

Powyzej przyjeto, ze z danych pomiarowych wynikt brak sko-
relowania typu A menzurandu, tj. p, = 0, oraz ze skorelowanie
typu B, tj. p, = 1 i niepewnosci wzgledne w obu pomiarach
sa jednakowe. Korelacja kwadratéw zmiennych jest taka sama,
jak dla wartosci zmiennych i wyjsciowe niepewnosci wzgledne,
zgodnie z oczekiwaniami, sa dwukrotnie wieksze niz dla wiel-
kosci wejsciowych.

7. Niepewnosci pomiaréw réznych funkgiji
mocy
7.1. Niepewnos$¢ pomiaru mocy
Moc P wydzielang na rezystancji (lub impedancji Z) opisuje
réwnanie
P=FPR (26)

Dla dwu serii obserwacji pomiarowych z (26) uzyskuje si¢
niepewnosci wzgledne w postaci:

5. =98 _Q\Jufm"'u?&‘ gdzie i =1, 2.
pi =40 = —— ’

= (27)
i Il
gdzie: u,,, u,,, sa niepewnoéciami bezwzglednymi odpowiednio

typu A i B dla pomiaréw pradu I, (i =1, 2).

Z (25) wynika taki sam wspolczynnik korelacji, jak dla wiel-
kosci wejsciowych, tj. dla pomiaréw pradu:

_ _ Pl T Plp s,
Priz = Pna = 5 . . 5
\/ulAl + Uy \/“1,42 + Uy

(28)
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7.2. Niepewnos¢ ilorazu oraz réznicy mocy

Dla ilorazu mocy Pl/P2 =If/[22 oraz réznicy mocy
P -P = R(If —122) jako wielkoSci wyjsciowych funkcja
Y = G(X) ma postaé:

Y = [13/1; R(I —Ij)T (29)

gdzie: elementy x = [I, L]* sa skorelowanymi pradami. Ich
macierz kowariancji ma postac:

2
Upy Pty

U, = (30)

2
Pty Upy

Z (1), (29) i (30) otrzymuje sie wielkosci wyjéciowe okre-
$lone nastepujaco:

21,1} 212/ T} u?

21,/I} 2RI,

Pri2Untls

2RI, —2RI, —21I* [T} 2RI,

Pri2Unly u122
(31)

Z (31) wynika, ze niepewnos$¢ bezwzgledna stosunku mocy
P /P, (wielko$¢ bezwymiarowa) wynosi:

1
Up /p, = 2[_;\/'”?1 = 2P715Un U, 11/12 +uj, 112/[22 (32)

2

Z (32) otrzymuje si¢ niepewnos$é wzgledna stosunku mocy,
ktora wynosi:

61)1/132 = UPI/P.Z/(LZ/I;) :2\/6121 =2p;1,0101, + 5122 (33)

gdzie niepewnoéci wzgledne oznaczono przez 0, = u,/I dla
i=1,2.

Op, /P, [%]

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

Na rysunku 1 przedstawiono zaleznos¢ wzglednej niepewnosci
stosunku mocy &y, W funkeji niepewnosci wzglednych 6, 9,
pomiaréw pradéw dla réznych wspdtezynnikéw ich skorelowania.
7 rysunku 1 wynika, ze najmniejsze wzgledne niepewnosci sto-
sunku mocy wystepuja dla najwigkszego skorelowania pradéw ze
znakiem dodatnim, podczas gdy najwieksze wartosci tych nie-
pewnoéci pojawiaja sie dla ujemnych wspotczynnikéw korelacji
i osiggaja maksimum przy petnej korelacji ze znakiem ujemnym.

Z réwnania (31) otrzymuje sie niepewno$¢ réznicy mocy:

Up_p = 2R\/112“?1 - 2/)11,2“11“12]1[2 + u?zjzz (34)

Po prostych przeksztalceniach (34) wyznacza sie niepewnosé
wzgledna réznicy mocy:

Up _p, -9 \/6121 - 2p11,251151252 +35,e"
R(IP-17) 1-¢

(35)

51’1 E]

gdzie przez & oznaczono £ = I,/1.

Na rysunku 2 przedstawiono niepewnosé wzgledna réznicy
mocy (35) jako funkcje bledéw wzglednych obu pradéw.

Wspéblezynnik korelacji miedzy wielkosciami wyjsciowymi
mozna wyznaczy¢ z (31):

2 2 2
2 (un + “12) - (1 +& )p11,2u11u12

2 2 2 2 2
Upy — 2607 Sl Uyt Upy \/un - 25/’11,2“11“12 +E&up,
(36)

Prip.p-n= T
Je

Wyrazajac wspotczynnik korelacji przez niepewnosci wzgledne
otrzymuje sie:

5 - (1 +é& ) PraOnbp, + £°6;,
5121 - 2p11.2611512 + 5122 \/5121 - 2/’11,251151282 + 5122'94

Prp.R-p, = \/

(37)

812(%]

Rys. 1. Zaleznos¢ niepewnosci wzglednej stosunku mocy w funkcji niepewnosci wzglednych pomiaréw pradéw dla réznych wspétczynnikéw ich

skorelowania

Fig. 1. Dependence of relative uncertainty of power ratio as function of currents relative uncertainties for different correlation coefficients between these

currents
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Rys 2. Zaleznos¢ niepewnosci wzglednej roznicy mocy w funkcji niepewnosci wzglednych pomiaréw pradéw dla réznych wspétczynnikéw

skorelowania migdzy tymi pradami p, , i parametru &

Fig. 2. Dependence of relative uncertainty of power difference as function of currents relative uncertainties for different correlation coefficients between

currents p,, , and parameter €

Dla ¢ — 1, gdy wystepuje zbieznos¢ pradéw I, — I, wspol-
czynnik korelacji pp p p_p —> 1. Wowezas stosunek mocy
i réznica mocy sa wielkodciami w pelni skorelowanymi.
W przypadku, gdy niepewnosci wzgledne pomiaréw obu pradéw
sg identyczne, tj. 0, = 0, to

1—(1 +gz)p,l‘2 +&°
\/2 - 2p11,2 \/1 - 2,011,282 +e'

(3%)

Pryp.p-p, =

Na rysunku 3 przedstawiono zaleznosé¢ wspotczynnika korela-
il Py p.pop 2ze Wzoru (38) w funkeji wspélezynnika korelacji
Pp., 1 stosunku pradéw e. Z analizy wynika, ze najwicksze war-
tosci wspdtezynnika korelacji wystepuja dla obszaréw w poblizu
€ ~ 11 ujemnych wspélczynnikéw korelacjip,,, ~ —1.

8. Niepewnosc ilorazu na przyktadzie
pomiarow rezystancji

Niepewno$¢ dwuparametrowych pomiaréw ilorazu dwu wiel-
kosci o skojarzonych niepewno$ciach sktadowych. rozpatrzy
sie na przyktadzie pomiaréw rezystancji lub modutlu impe-
dancji wykonywanych w tych samych warunkach otoczenia.

pradu przemiennego (AC). Niepewnosci pomiaru sktadowych
impedancji i admitancji dwojnika oméwione sa w innych publi-
kacjach autoréw [9, 10].
Podstawowe réwnanie jest nastepujace:
V=1-Z stad Z= V/I (39)
gdzie: Z — modul impedancji (lub rezystancja R dla pradu
DC); V, I - odpowiednio wartosci napigcia i pradu (wartodci
skuteczne dla pradu przemiennego AC).

Przy zasilaniu obwodu pomiarowego pradem stalym ze 7ré-
dla stabilizowanego, wyniki obserwacji w pomiarach tech-
nicznych czesto bywaja powtarzalne. Natomiast przy pradzie
przemiennym rozrzut wynikéw powoduje na przyklad zasi-
lanie uktadu z niestabilizowanej sieci lub oddziatywanie pél
elektromagnetycznych przy stabych sygnatach. Wspélczynnik
skorelowania typu A mozna wyznaczy¢ przy synchronicznych
pomiarach U i I. Przy uwzglednianiu skorelowania w pomia-
rach | Z] uzyska sie tez wigksza dokladno$é, gdyz niepewnosé
pomiaréw |Z| bedzie mniejsza.

Wyznaczenie niepewnosci pomiaru modutu impedancji (rezy-
stancji R dla DC) bedzie tu prostsze dla niepewnosci wzgled-
nych z uzyciem zmodyfikowanego macierzowego réwnania
propagacji wariancji wg wzoru (7) [6, 7]:

Niezaleznymi przyrzadami mierzy si¢ wartosci pradu i napie- U,, =85 Uz, S5 (40)
cia przy pradzie stalym (DC) lub ich wartodci skuteczne dla
Ppy/Py,Pi—P;
e
Fs P i i
TS T NN
E= IZ/II

Rys. 3. Wspoétczynnik korelacji jako funkcja wspétczynnika korelacji i stosunku pradéw
Fig. 3. Dependence of correlation coefficients on of correlation coefficient and ratio of currents
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gdzie: U, i Uy, to macierze kowariancji wielkosci wejsciowych
i wyjsciowych oraz S5 — macierz wrazliwoéci. Sa one nastepu-
jace:

2

Z1 pZ1,25Z15Z2

Us, = , , (40a)
le,25Z15Z2 Z2
31 pV5V1§V2 0 0
pV6V15V2 52 0 0
le = ) ) (40b)
0 0 I1 ,01511512
L 0 0 ,01(3}1(3}2 122
V.07, V,0%, 1,0% 1,07
S Zl aVi Zl 81/2 Zl aIl Zl a1—2 1 0 1 O
5 = = ’
Wz, V,94, 1,32, 1,9% | [0 1 0 1
| 2,9V, Z,0V, Z,9dl, Z,0dl,
(40c)

Po rozwiazaniu réwnania (40) otrzymuje sie niepewnosci
wzgledne w postaciach:

221 = 551 + 121: (41a)
gz = 532 + 122' (41b)
i wspélcezynnik korelacji
Pv0,.0y, + 00,0,
szz - i 8 e ] 1¥1%r2 . (42)

6,107,

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

Aby dla (41a, b) wyznaczy¢ formuly jako jawne funkcje nie-
pewnosci typu A i B, odpowiednio dla pradu i napiecia, korzysta
sie z propagacji macierzy kowariancji dla napiecia Vi pradu I ze
soba korelujacych w dwu eksperymentach pomiarowych. Nie-
pewnosci wzgledne dla dwéch napieé i dwdch pradéw wyrazaja
sie przez sktadowe wzgledne typu A i B:

2 _ o2 2
vi = Opig + Oy,

(43a)
i = Oy + Opp. (43D)
Wspétezynniki korelacji miedzy dwoma pomiarami napigé

i pradéw okreslone przez (8c) wynosza:

— pWA§W1A5W2A + pWBé‘WlBé‘WZB
w )
5W15W2

(44)

gdzie W= A dla wspélczynnika korelacji pradéw i W= V dla
wspoélezynnika korelacji napieé.

Niepewnosci wzgledne pomiaru impedancji (43a, b) mozna
przedstawi¢ za pomocs wzglednych niepewnosci sktadowych
napie¢ i pradéw (43a, b) w nastepujacej postaci:

qzzl\ =001y + Oy + 01 + O (45a)
qz\ = 8pou + Oap + Ooy + Gy (45b)
Stad niepewnosci bezwzgledne wynosza odpowiednio:
;w =12 (46)
Jedli wszystkie niepewnoéci sa sobie réwne 0, =0, =9,

=0, =0.t0 8, =26 ii=12

6”, SBi[%]

Rys.4. Zalezno$¢ wzglednej niepewnosci pomiaru modutu impedancji w funkcji niepewnosci wzglednych: napiecia i pradu albo sktadowych

niepewnosci wzglednych typu Ai B

Fig.4. Dependence of relative uncertainty impedance measurements as a function of relative uncertainties of voltage and current or components relative

uncertainties type A and B
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Udoskonalona metoda wyznaczania niepewnosci w pomiarach wieloparametrowych. Czes¢ 2. Przyktady pomiarow...

W ogélnym przypadku niepewnosci wzgledne pomiaru impe-
dancji mozna analizowaé¢ jako sume wzglednych niepewnosci zto-
zonych pomiaréw pradéw i napie¢ lub jako sume geometryczna
wzglednych niepewnoéci sktadowych typu A i typu B, tacznie
dla ilorazu napiecia i pradu.

Wypadkowy wspo6lezynnik korelacji (44) jako funkcja wspol-
czynnikéw korelacji dla pradéw i napie¢ ma postac:

pVAé‘VlA(SVZA + pVBé‘Vlﬂa"QB é‘Vlé‘Vz + pIA‘SIlAAaIZA + p[Bé‘llB§12B 5]1512
é‘Vlé‘VZ é‘11‘5‘12

Pa.|=

\1\5\2’\
(47)
Po uproszczeniu (47) otrzymuje sie:

P = Pviby140yaa + PysOyisOyan + Prad1adroa + PrsOnsOias
Z1,2 .

6,107,
(48)
Zaleznodc (48) znacznie upraszcza sig, gdy 0,,, =90,,, =0,
=0,,=0,0razd, =0, =0,,=0,. =04, albo, gdy jest to

réownos$¢ dowolnych dwdch par niepewnosci wzglednych w licz-
niku formuly (49). Wéwczas otrzymuje si¢ wyrazenie

(Pva + Prs) 8% + (s + P1) 57
o, + 67

. (49)

Pz, =

ktore wyznacza w uktadzie 3D stale plaszczyzny wspoélezynnika
korelacji Pz, = 1; 0,5; 0; -0,5; -1 dla dwuwymiarowej zmien-
noéci niepewnoéci wzglednych 6, 0, i stalych wspétezynnikéw
korelacji napieé i pradéw, np. (0, Py P> Pum) =
(1,1, 1, 1); (0, 1, 0, 1); (1, 0, 1, 0); (1, 1, 0, 0); (0, 0, 1, 1)
(0, 0, 0, 0); -1, -1, -1, -1); (-1, 0, -1, 0); (0, -1, 0, 1)
(-1, -1, 0, 0); (0, 0, -1, -1).

)
)

9. Podsumowanie czesci1i 2

W czgdci 1. tej pracy przedstawiono model niepewnosci pomiaréw
wieloparametrowych stanowiacy rozwinigcie modelu zalecanego
do stosowania przez BIPM, ISO i sze$¢ innych organizacji mig-
dzynarodowych i przedstawionego w Suplemencie 2 [2] do prze-
wodnika GUM [1]. Rozszerzony model oméwiono na przykladzie
pomiaréw dwuparametrowych (2D). Wykazano, ze korelacja wiel-
kosci mierzonych bezposrednio, czyli wejsciowych, moze wyste-
powaé tylko miedzy ich danymi opisanymi przez niepewnosci
kazdego z typéw A lub/i B. Wyznaczono wzory dla wspélczyn-
nika korelacji wielkosci wyjsciowych w przypadku ogdlnym oraz
dla kilku réznych relacji miedzy danymi wejsciowymi, w szcze-
gblnodci przy pelnej korelacji odchylen danych opisanych szaco-
wanymi heurystycznie niepewnosciami typu B i przy jej braku.

W czgdci 2. wyznaczono niepewnosci wielkodei wyjsciowych
i wspotezynniki korelacji dla przyktadéw pomiaréw posrednich
dwuparametrowych o réznych funkcjach przetwarzania, w tym
dla liniowej funkcji 2D w postaci sumy i réznicy oraz podstawo-
wych funkcji nieliniowych, kwadratowej i ilorazu. Zbadano zalez-
nos¢ wspoélezynnika korelacji wielkosci wyjsciowych od wartosci
parametréow wejsciowych. W pracy podano tez wykresy bada-
nych zaleznosci i szereg wnioskéw szczegdtowych.

W przypadkach, gdy pomiary obu wielkosci wejéciowych odby-
waja sie w jednakowych lub zblizonych warunkach wptywajacych
na ich wyniki, to mozna przewidywac, ze zbiory odchylen tych
wielkosci oszacowane niepewno$ciami typu B moga by¢ ze soba
skorelowane. Réwniez moze pojawi¢ si¢ skorelowanie miedzy ich
niepewnosciami typu A, jezeli sa wspélne przyczyny rozrzutu
danych pomiarowych wielkosci mierzonych. Oba te rodzaje sko-
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relowania nalezy uwzgledni¢ w szacowaniu niepewnosci wielko-
$ci wyjsciowych. Na przyktad dla sumy wielkoéci wyjsciowych
i dodatniego wspdlczynnika korelacji, niepewnos$¢ wypadkowa
bedzie wieksza niz to wynika z sumowania geometrycznego obu
typéw niepewnosci wg GUM, a dla réznicy — mniejsza.

Rozwazania i wnioski szczegdlowe mozna uogélni¢ na pomiary
dowolnie wielu wielkosci skojarzonych. Wedlug modelu mate-
matycznego przyjetego dla niepewnosci pomiaréw w GUM,
korelacja wielko$ci mierzonych moze wystapi¢ tylko osobno
dla odchylenn od estymatoréw wartos$ci opisanych kazda ze
sktadowych typu A oraz typu B. W pracy wykazano tez, ze
uwzglednianie korelacji istotnie zwigksza wiarygodnosé¢ oceny
niepewnosci wielkosci mierzonych bezposrednio lub wyznacza-
nych posrednio.

Problemy wystepujace przy publikowaniu i zaokraglaniu
danych pomiaréw wieloparametrowych oméwiono w pracach
[4, 5]. Wyznaczanie niepewnosci kilku podstawowych elektrycz-
nych uktadéw do pomiaréw 2D i 3D oraz niepewnosé¢ pomiardw
sktadowych napieé i impedancji dla pradu przemiennego (AC)
przedstawiono w pracach [6-12].

Zaproponowane rozszerzenie wektorowej metody zawartej
w Suplemencie 2 Przewodnika GUM warto wdrozy¢ i z pozyt-
kiem stosowa¢ w praktyce pomiarowej.
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Upgraded Method of the Estimation of Uncertainties in

Multiparameter Measurements.

Part 2. Examples of Measurements of Correlated Quantities

Abstract: The two-part work presents an extended version of the vector method of uncertainty
evaluation of multivariate measurements given in Supplement 2 to the GUM guide. The novelty

is to consider correlations between data with individual uncertainty constituents of type A and/

or type B of directly measured parameters. The first part of work discusses the theoretical basis

of this method. General formulas for the covariance matrixes, input and output uncertainties and
correlation coefficients were determined, and the formulas for several characteristic specific cases of
2D measurements. These considerations are illustrated by diagrams. This part discusses examples
of covariance matrix estimation, including uncertainty and resultant correlation coefficient in indirect

measurements of two correlated quantities. Measurements 2D with a linear processing function were
analyzed on the example of sum and difference, and of nonlinear processing by quadratic functions of
power measurements and quotient function — measurement of resistance and module of impedance.

General conclusions were also given. The work shows that the inclusion of correlations of data
with uncertainty components of the input measurand may significantly increase the reliability of the
uncertainty assessment of indirectly determined output values.

Keywords: multivariate measurements, uncertainty and correlations components of the type A and type B, matrix propagation of variance, resultant correlation

coefficient
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