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1. Wprowadzenie 

W wielu współczesnych autonomicznych systemach poszukiwania 
i śledzenia celów oraz samonaprowadzania w obiektach ruchomych, 
takich jak: sztuczne satelity Ziemi, statki kosmiczne, pojazdy 
lądowe (pływające, podwodne), drony, pociski rakietowe, czy też 
bomby kierowane – stosowane są giroskopy mechatroniczne [1–4].

W niniejszej pracy rozważania teoretyczne i badania symu-
lacyjne ograniczone zostały do klasycznego giroskopu stero-
wanego, którego rotor zawieszony jest na przegubie Cardana. 
Wynika to ze spostrzeżenia, że w dostępnej literaturze sto-
sunkowo niewiele uwagi poświęca się giroskopom sterowanym, 
pełniącym najczęściej rolę organów wykonawczych w auto-
nomicznych układach skanująco-śledzących posadowionych 
na pokładzie obiektu ruchomego (statku kosmicznego, bez-
załogowego pojazdu lądowego/pływającego, drona latającego, 
samonaprowadzającego pocisku rakietowego). Specyfika tego 
rodzaju giroskopów polega na utrzymywaniu ich na granicy 
stabilności – kręt powinien, z jednej strony, być możliwie o jak 
najmniejszej wartości – ze względu na ograniczenia techniczne 
momentów sterujących (np. podczas wyszukiwania celu), z dru-
giej zaś strony, o możliwie największej wartości ze względu na 
zapewnienie stabilnego utrzymywania zadanego położenia osi 
giroskopu w przestrzeni (np. śledzenie celu). W efekcie zarówno 
prędkość kątowa obrotów własnych, jak i sterowanie ruchem 
osi giroskopu mechanicznego powinny być dobierane w sposób 
optymalny. Chodzi o taki dobór sterowań, przy których efekty 
dynamiczne, pojawiające się w procesie przejściowym giro-
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skopu, będą zanikały w najkrótszym czasie. Ma to szczególne 
znaczenie w przypadku poszukiwania i śledzenia wykrytego 
celu. W takich przypadkach bowiem wymagana jest precyzja 
w realizacji zadanego ruchu i utrzymywania żądanego kie-
runku przez oś giroskopu oraz najszybsze tłumienie procesów 
przejściowych powstających szczególnie przy zmianie programu 
ruchu osi giroskopu.

Biorąc powyższe pod uwagę, kluczowym zadaniem jest dobór 
właściwego sterowania optymalnego. Należy podkreślić, że 
w literaturze przedmiotu przedstawione są wyniki prowadzo-
nych badań giroskopu zarówno symetrycznego, jak i ciężkiego 
z zastosowaniem różnych metod sterowania, takich jak: fuzzy 
logic control [5], sliding mode control [6], fuzzy sliding mode 
control [7] i adaptive fuzzy sliding mode control [8]. W pra-
cach [9–12] zaproponowano regulator PID [9], metodę predyk-
cji [10], sterowanie adaptacyjne [11] oraz backstepping control 
method do sterowania giroskopem zawieszonym na podwójnym 
gimbalu. Z kolei autorzy pracy [13] zaproponowali algorytm 
sterowania giroskopem w zmodyfikowanym optycznym koor-
dynatorze celu samonaprowadzającego pocisku rakietowego, 
który wykorzystuje trajektorie fazowe uchybów sterowania.

W niniejszym artykule przedstawiono sposoby optymalnego 
sterowania układem giroskopowym za pomocą PD, SMC oraz 
LQR. Parametry wyznaczano wykorzystując następujące kry-
teria jakości: IAE (ang. Integral Absolute Error) oraz ISSC 
(ang.  Integral Square State and Control). Ponadto przepro-
wadzono analizę efektywności mieszanych sterowań optymal-
nych, tj. PD + SMC, LQR + SMC, LQR+PD+SMC. Należy 
podkreślić, że w dostępnej literaturze nie przeprowadzono i nie 
zbadano wszechstronnie tego rodzaju hybrydowych sterowań 
optymalnych w giroskopach mechatronicznych.

2. Sterowanie układem giroskopowym

2.1. Model matematyczny układu giroskopowego
Model matematyczny dynamiki sterowanego układu giroskopo-
wego (UG) wyprowadzono z wykorzystaniem równań Lagran-
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ge’a II rodzaju. Przyjęto, że układ giroskopowy (rys. 1) jest 
astatyczny oraz pominięto bezwładność ramek.

Równania ruchu przedstawiają się następująco:
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p, q, r – składowe wektora prędkości kątowej podstawy; θg – kąt 
obrotu ramki wewnętrznej; ψg – kąt obrotu ramki zewnętrznej; 
ng – prędkość kątowa obrotów własnych wirnika; Ub – moment 
sił działających na ramkę wewnętrzną; Uc – moment sił dzia-
łających na ramkę zewnętrzną; ηb, ηc – współczynniki tar-
cia w łożyskach zawieszenia; Jgk, Jgo – poprzeczny i podłużny 
moment bezwładności wirnika układu giroskopowego.

Rys. 1. Widok ogólny układu giroskopowego wraz z przyjętymi 
układami współrzędnych
Fig. 1. General view of the gyroscope system with adopted coordinate 
systems

2.2. Algorytmy sterowania układem 
giroskopowym

Spośród znanych metod sterowania w niniejszej pracy zasto-
sowano regulator PD, regulator ślizgowy, regulator optymalny 
LQR oraz ich odpowiednie połączenia.

Zdefiniujmy następujące wektory:

T

b cU U =  u  – wektor sterowań;
T

e e e eθ θ ψ ψ
 = = −  ze x x   – wektor uchybu sterowania;

eθ = θg – θgz;   eψ = ψg – ψgz;
T

g g g gθ θ ψ ψ =  x 

  – wektor aktualnych zmiennych stanu;
T

gz gz gz gzθ θ ψ ψ =  zx 

  – wektor zadanych zmiennych stanu.

Prawo sterowania dla regulatora PD sformułowano w postaci:

 b b c gU k e k e h eθ ψ θ= − + −   (3)

 c c b gU k e k e h eθ ψ ψ= − − −   (4)

Współczynniki regulatora kb, kc, hg dobrano w sposób opty-
malny ze względu na minimum uchybu między trajektorią reali-
zowaną a zadaną [14].

Prawo sterowania dla regulatora ślizgowego (SMC) sformu-
łowano w postaci [15]:

 
( )( )tanh /b b b beqU c e e Uθ θλ δ= − + +  (5)

 
( )( )tanh /c c c ceqU c e e Uψ ψλ δ= − + +  (6)

gdzie: Ubeq, Uceq – sterowania równoważne; λb, λc – wzmocnie-
nia ślizgowe; cb, cc – stałe dodatnie; δ – grubość warstwy gra-
nicznej.

Prawo sterowania optymalnego dla układu giroskopowego 
ma postać:

 ( )= − − zu K x x  (7)

Macierz wzmocnień K wyznaczamy korzystając z funkcji 
środowiska obliczeniowego MATLAB [16]:

 K = lqr(A, B, Q, R) (8)

Macierze stanu i sterowań układu giroskopowego mają postać:
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Q i R – macierze wag.
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3. Badania symulacyjne

3.1. Przykład liczbowy
W celu zbadania jakości opisanych wyżej metod sterowania 
przeprowadzono szereg badań symulacyjnych, dla następują-
cych parametrów i warunków początkowych:

−	 prędkość i położenie początkowe celu
Vc = 100 m/s, Xc = 1000 m,
Yc = 1000 m, Zc = 500 m;

−	 parametry układu giroskopowego
Jgk = 2,5 · 10–4 kgm2,
Jgo = 5 · 10–4 kgm2,
ng = 600 rad/s,
ηb = ηc = 0,05 Nm/s;

−	 warunki początkowe dla układu giroskopowego
θ = θgz + 10 deg,
ψg = ψgz – 10 deg,

0,0, 0,0;g gϑ ψ= =



−	 współczynniki wzmocnień regulatora PD
kb = 100,

0,5 2 4 , 2 4 ;c b g bk k h k= + = +

−	 współczynniki regulatora SMC
cb = 5, cc = 50, λb = 0,5, λc = 3,0, δ = 0,2;

−	 macierze wag 

50000 0 0 0
0 5 0 0

,
0 0 50000 0
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Wymuszenia kinematyczne oddziałujące na układ giroskopowy 
przyjęto w postaci harmonicznej:

 p = posin(vt);

 q = qocos(vt);

 r = rosin(vt);

gdzie: po = 6,5 rad/s, qo = 6,5 rad/s, ro = 6,5 rad/s, 
v = 20 rad/s.

Do oceny jakości sterowania wykorzystano następujące wskaź-
niki jakości:
a)wskaźnik jakości IAE:

 1 20 0
;IAE e dt IAE e dtθ ψ

∞ ∞
= =∫ ∫  (9)

b)wskaźnik jakości ISSC:
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0

ISSC dt
∞

= +∫ x x u u  (10)

Badania przeprowadzono w środowisku MATLAB/Simulink 
z krokiem całkowania dt = 0,00001 [17].

Analizę efektywności sterowania giroskopem wykonano 
na przykładzie śledzenia manewrującego celu powietrznego. 
W takim systemie kąty położenia linii obserwacji celu χLOC, 

γLOC są kątami zadanymi dla układu sterowania. Wyznaczamy 
je z następującego układu równań:
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gdzie: ρ – odległość między układem giroskopowym i celem.

Kąty odchylenia i pochylenia wektora prędkości celu zmie-
niały się wg zależności:

 c 0 1 0 2;c c c c cγ γ χ χ= + Ω = + Ω  (14)

gdzie: 1 21,75 rad / s; 1,55 rad / s.c cΩ = Ω =

3.2. Wyniki badań
Poniżej przedstawiono w graficznej postaci wyniki symulacji 
przy zastosowaniu poszczególnych regulatorów.

Na rysunkach 2–5 pokazano wyniki badań przy zastosowaniu 
regulatora PD. Początkowe wartości zarówno kątów odchylenia, 

Rys. 2. Kąty pochylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji czasu 
– regulator PD
Fig. 2. Inclination angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller PD

Rys. 3. Kąty odchylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji czasu 
– regulator PD
Fig. 3. Deflection angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller PD
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Rys. 7. Kąty odchylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji czasu 
– regulator SMC
Fig. 7. Deflection angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller SMC

Rys. 4. Prędkości kątowe osi UG (rzeczywiste i zadane) w funkcji 
czasu – regulator PD
Fig. 4. Angular velocities of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller PD

Rys. 8. Prędkości kątowe osi UG (rzeczywiste i zadane) w funkcji 
czasu – regulator SMC
Fig. 8. Angular velocities of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller SMC

Rys. 5. Momenty sterujące w funkcji czasu (regulator PD)
Fig. 5. Control moments as a function of time (regulator PD)

Rys. 9. Momenty sterujące w funkcji czasu (regulator SMC)
Fig. 9. Control moments as a function of time (regulator SMC)

Rys. 6. Kąty pochylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji czasu 
– regulator SMC
Fig. 6. Inclination angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller SMC

jak i pochylenia (rys. 2 i 3) osi giroskopu znacząco różnią się od 
ich wartości zadanych, tj. kątów wyznaczających położenie linii 
obserwacji celu. Różnice te wynoszą 10°. Po upływie 1 s, procesy 
przejściowe zanikają, a przebiegi kątów realizowanych i zadanych 
pokrywają się. Na rys. 4 obserwujemy prędkości zmiany tych 
samych kątów w funkcji czasu, przy czym w przedziale czasu  
< 0,5 s; 1,0 s > oddziałuje na układ giroskopowy kinematyczne 
zakłócenie. Rysunek 5 pozwala śledzić zmiany momentów ste-
rujących w czasie, co umożliwia stwierdzić, czy nie przekraczają 
one dopuszczalnych wartości (dla rozważanego układu girosko-
powego przyjęto 5 Nm).

Na kolejnych rysunkach przedstawiono wyniki badań w ana-
logiczny sposób jak na rys. 2–5, lecz przy zastosowaniu innych, 
opisanych w pracy, regulatorów. Zatem na rysunkach 6–9 poka-
zano wyniki dla regulatora SMC.

Na rysunkach 10–13 pokazano wyniki badań przy zastoso-
waniu regulatora LQR.
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Rys. 10. Kąty pochylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji 
czasu – regulator LQR
Fig. 10. Inclination angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller LQR

Rys. 11. Kąty odchylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji czasu 
– regulator LQR
Fig. 11. Deflection angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller LQR

Rys. 12. Prędkości kątowe osi UG (rzeczywiste i zadane) w funkcji 
czasu – regulator LQR
Fig. 12. Angular velocities of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller LQR

Rys. 14. Kąty pochylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji 
czasu – regulator PD+SMC
Fig. 14. Inclination angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller PD+SMC

Rys. 15. Kąty odchylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji 
czasu – regulator PD+SMC
Fig. 15. Deflection angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller PD+SMC

Rys. 13. Momenty sterujące w funkcji czasu (regulator LQR)
Fig. 13. Control moments as a function of time (regulator LQR)

W tabeli 1 porównano wyznaczone wartości wskaźników 
jakości dla różnych sposobów sterowania.

Tabela 1. Wskaźniki jakości dla pojedynczych regulatorów
Table 1. Quality indicators for individual controllers

Typ regulatora Wskaźnik ISSC Wskaźnik IAE1 Wskaźnik IAE2

regulator PD 5,5093 × 1011 331,5272 388,0881

regulator SMC 3,6713 × 1011 3,9074 × 103 1,1272 × 103

regulator LQR 5,1578 × 1011 37,6930 27,2000

Na kolejnych wykresach przedstawiono wyniki symulacji 
przy zastosowaniu sterowania hybrydowego. Na rysunkach 14–17 
pokazano wyniki dla regulatora hybrydowego PD+SMC.
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Rys. 16. Prędkości kątowe osi UG (rzeczywiste i zadane) w funkcji 
czasu – regulator PD+SMC
Fig. 16. Angular velocities of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller PD+SMC

Rys. 20. Prędkości kątowe osi UG (rzeczywiste i zadane) w funkcji 
czasu – regulator LQR+SMC
Fig. 20. Angular velocities of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller LQR+SMC

Rys. 17. Momenty sterujące w funkcji czasu (regulator PD+SMC)
Fig. 17. Control moments as a function of time (regulator PD+SMC)

Rys. 21. Momenty sterujące w funkcji czasu (regulator LQR+SMC)
Fig. 21. Control moments as a function of time (regulator LQR+SMC)

Rys. 18. Kąty pochylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji 
czasu – regulator LQR+SMC
Fig. 18. Inclination angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller LQR+SMC

Rys. 22. Kąty pochylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji 
czasu – regulator LQR+PD+SMC
Fig. 22. Inclination angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller LQR+PD+SMC

Rys. 19. Kąty odchylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji 
czasu – regulator LQR+SMC
Fig. 19. Deflection angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller LQR+SMC

Rys. 23. Kąty odchylenia osi UG (rzeczywisty i zadany) w funkcji 
czasu – regulator LQR+PD+SMC
Fig. 23. Deflection angles of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller LQR+PD+SMC

Na rysunkach 18–21 pokazano wyniki badań przy zastoso-
waniu regulatora hybrydowego LQR+SMC.

Natomiast na rysunkach 22–25 pokazano wyniki badań przy 
zastosowaniu regulatora hybrydowego LQR+PD+SMC.
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Rys. 24. Prędkości kątowe osi UG (rzeczywiste i zadane) w funkcji 
czasu – regulator LQR+PD+SMC
Fig. 24. Angular velocities of the GS axis (real and desired) as a function of 
time – controller LQR+PD+SMC

Rys. 25. Momenty sterujące w funkcji czasu (regulator LQR+PD+SMC)
Fig. 25. Control moments as a function of time (regulator LQR+PD+SMC)

W tabeli 2 z kolei, pokazano wyznaczone wartości poszcze-
gólnych wskaźników jakości.

Tabela 2. Wskaźniki jakości dla regulatorów hybrydowych
Table 2. Quality indicators for hybrid controllers

Typ regulatora Wskaźnik ISSC Wskaźnik IAE1 Wskaźnik IAE2

regulator PD+SMC 5,4845 × 1011 341,2583 282,8357

regulator LQR+SMC 5,1596 × 1011 37,6295 23,9018

regulator LQR+PD+SMC 5,2559 × 1011 93,8311 95,0128

4. Podsumowanie

Rozważania teoretyczne wyniki analizy symulacji numerycznej 
różnych sposobów sterowania układem giroskopowym w sys-
temie śledzenia manewrującego celu powietrznego najwyż-
szą skuteczność wykazał regulator hybrydowy LQR + SMC. 
Radzi on sobie nawet przy dużych niezgodnościach warunków 
początkowych i oddziaływaniu zakłóceń kinematycznych ze 
strony podłoża na którym układ giroskopowy jest posadowiony. 
Potwierdzają to wykresy na rys. 18–21 oraz wartości wskaźni-
ków jakości pokazane w tabeli 2. Należy podkreślić, że ma to 
kluczowe znaczenie dla autonomicznych systemów mających za 
zadanie precyzyjne wyznaczenie położenia a następnie śledze-
nie i zniszczenie celu, niezależnie od występujących zakłóceń 
zarówno kinematycznych, jak i losowych.

Dalsze prace badawcze wymagają testów w warunkach poli-
gonowych w celu potwierdzenia wyników symulacyjnych otrzy-
manych w niniejszej pracy.
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Abstract: The paper analyses the selection of optimal controllers (LQR, SMC and PD) for 
a mechatronic gyroscope system used in scanning-tracking heads of mobile objects such as 
spacecrafts, unmanned land vehicles, flying drones or self-guided missiles. The integral of 
the absolute value of the deviation error of the set motion from the real moving object and the 
integral of the square of the state and control have been taken as the quality criterion. The results 
of computer simulation studies are presented.
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