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STABILIZACJA ,U’KLAD(’)W INERCYJNYCH ULAMKOWEGO
RZEDU Z OPOZNIENIEM ZA POMOCA ULAMKOWEGO
REGULATORA PID

W pracy rozpatrzono problem stabilnosci ukiadow regulacji automatycznej
zlozonych z regulatora PID ulamkowego rzedu oraz obiektu inercyjnego
utamkowego rzedu z opoznieniem. Wykorzystujqc klasycznq metode podziatu D
podano  proste  analityczno-komputerowe metody wyznaczania obszarow
stabilnosci  na  plaszczyZnie  parametrow  rozpatrywanego  regulatora.
Zaproponowane metody zastosowano takze do wyznaczania obszarow stabilnosci
dla zadanych zapasow modutu i fazy.

STABILIZATION OF FRACTIONAL-ORDER INERTIAL PLANTS WITH
TIME DELAY USING FRACTIONAL PID CONTROLLERS

The paper presents the stability problem of control systems composed of a
fractional-order PID controller and a inertial plant of a fractional order with
time delay. Using the classical D-partition method, a simple and efficient
computational method for determining stability regions in the controller
parameters space are given. The presented method is also used for obtaining
stability regions for specified gain and phase margins requirements.

1. WSTEP

Regulator proporcjonalno-catkujaco-rozniczkujacy (PID) jest nadal podstawowym
urzadzeniem wykorzystywanym w przemystowych uktadach automatyki. Spowodowane jest
to migdzy innymi prostota dziatania, tatwoscig instalacji oraz niskim kosztem. Literatura na
temat doboru wartosci parametrdw regulatora zapewniajacych okreslone kryteria jakosci
(syntezy parametrycznej) jest obszerna, np. [1, 7, 14, 15].

W ostatnich latach obserwuje si¢ wzrost zainteresowania uktadami dynamicznymi opisanymi
utamkowymi rownaniami rézniczko-catkowymi oraz regulatorem PID utamkowego rze¢du,
np. [8, 9, 10, 16]. W regulatorze PID ulamkowego rzedu, okreslanym jako PI'D* [11], rzad
catkowania A oraz rézniczkowania u sg w ogolnym przypadku dowolnymi nieujemnymi
liczbami rzeczywistymi. Problem doboru nastaw regulatorow ulamkowego rzedu dla
obiektow regulacji bez opodzZnienia transportowego rozpatrywany byl miedzy innymi
w pracach [4, 6, 10, 17]. Wykazano tam, ze zastosowanie regulatora ulamkowego PI"'D*
o pigciu stopniach swobody poprawia wskazniki jakosci regulacji. Badania przeprowadzono
dla modeli obiektéw regulacji catkowitego i utamkowego rzgdu. W pracy [5] rozpatrzono
problem stabilnosci ukladow regulacji ztozonych z utamkowego regulatora i obiektow
utamkowego rzedu z opdznieniem.

W niniejszej pracy rozpatrzony zostanie problem badania stabilnosci uktadow regulacji
automatycznej zlozonych z regulatora PI'D“ i obiektu inercyjnego utamkowego rzedu
z opOznieniem. Zostang podane analityczno-komputerowe metody wyznaczania obszaréw
stabilno$ci w przestrzeni parametréw regulatora PI'D“. Proponowane metody oparte sa na
klasycznej metodzie podziatu D oraz podejsciu przedstawionym w pracach [12, 13].
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2. GLOWNY REZULTAT

Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej pokazany na rys. 1. Obiekt regulacji
opisany jest transmitancja operatorowa w postaci czlonu inercyjnego utamkowego rzedu
Z opOznieniem

Ke™

o b

G(s) =

h>0, K >0, (1)
1+Ts

gdzie « jest dodatnig liczbg rzeczywista. Bedziemy przyjmowacé, ze a €(0,1]. Przy a =1

transmitancja (1) opisuje czlon inercyjny pierwszego rz¢du z opdznieniem. Regulator jest
natomiast utamkowym regulatorem PID o transmitancji

C(s):kp+%+kds”, 2)
s

gdzie A 1 u sa ulamkowymi rzedami czesci catkujacej 1 rdézniczkujacej regulatora.
W przypadku ogdélnym A i x4 sa dodatnimi liczbami rzeczywistymi, bedziemy przyjmowaé
A<2, wu<?2 Dla A=1, u=1 otrzymamy transmitancj¢ operatorowg klasycznego
regulatora PID.
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Rys. 1. Rozpatrywana struktura uktadu regulacji automatyczne;j

Na rys. 1 w torze gléwnym sterowania wystgpuje tzw. tester zapasu modulu i fazy
Aexp(—j@), gdzie A 1 ¢ sa to odpowiednio zapas modutu i zapas fazy. Tester ten nie
wystepuje w rzeczywistym ukladzie regulacji, wykorzystywany jest on tylko przy syntezie
parametrycznej regulatora. Wartosci parametrow regulatora dobiera si¢ tak, aby uklad
regulacji charakteryzowat si¢ okreslonymi zapasami stabilnosci modutu i fazy. W typowych
uktadach sterowania zapas fazy wynosi od 30° do 60°, natomiast zapas modutu od 5 dB do
10 dB. Zapasy te zwiazane sg ze wskaznikami jakosci okreslanymi na podstawie odpowiedzi
skokowych uktadu regulacji automatycznej, tj. przeregulowaniem, czasem regulacji.
Wielkosci te zalezg przede wszystkim od zapasu stabilnosci fazy [18].

Quasi-wielomian charakterystyczny rozpatrywanego uktadu regulacji ma postaé
w(s,q)=A exp(—j¢)K(kpsZ +k, + k5" Yexp(=sh) + (1+ Ts*)s”, 3)
gdzie ¢ jest wektorem parametrow regulatora, tj. ¢ = [kp,ki,kd,i, .

Podstawowym wymaganiem stawianym uktadom regulacji automatycznej jest ich stabilnos¢
asymptotyczna. W przypadku uktadéw utamkowego rzgdu rozpatrujemy stabilno$¢ w sensie
ograniczone wejscie-ograniczone wyjscie, ktora dalej bedziemy krotko nazywac stabilnoscia,
np. [3]. Rozpatrywany uktad regulacji automatycznej jest stabilny, gdy jego quasi-wielomian
charakterystyczny utamkowego stopnia (3) jest stabilny, tzn. wszystkie jego zera maja ujemne
czgsci rzeczywiste [5]. Zera quasi-wielomianu charakterystycznego sg ciaglymi funkcjami
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jego wspdtczynnikdw. Przy ustalonej transmitancji obiektu (1) stabilno$¢ quasi-wielomianu
(3) zalezy od warto$ci parametrow regulatora (2). Wykorzystujac klasyczng metode podziatu
D [2] mozemy wyznaczy¢ obszary stabilnosci w przestrzeni parametréw regulatora. Obszary
te okreslaja zbior wartosci parametrdw regulatora, dla ktorych rozpatrywany uktad regulacji
automatycznej jest stabilny. Granice stabilnosci (podziatu D) odpowiadaja takim warto$ciom
parametréw regulatora, dla ktorych quasi-wielomian charakterystyczny (3) ma przynajmniej
jedno zero polozone na osi urojonej, w tym w nieskonczonosci. Moze to by¢ zero rzeczywi-
ste, para zer urojonych sprz¢zonych o skonczonej wartosci czgsci urojonej lub para zer urojo-
nych sprzg¢zonych o nieskonczenie duzej czgsci urojonej. Wobec tego granice podzialu D
dzielimy na granice: zer rzeczywistych, zer zespolonych i zer w nieskonczonosci. Granice te
wyznaczamy z rOwnania

w(j@,q) = Aexp(=j@)K[k,(jo)" +k; +k,(jo) *Texp(=joh) +[1+T(jo)*1(jo)" =0, (4)
ktore otrzymuje si¢ przyréwnujac do zera quasi-wielomian (3) przy s = jo.
Niech Q, = {q Wjw,q)=0,02= 0} bedzie zbiorem wartosci parametréw regulatora, przy
ktorych uktad regulacji jest na granicy stabilnosci. Granicom podziatu D odpowiada wektor ¢
o wartosciach lezacy na granicy:

e zerrzeczywistych - Q. = {q Wjw,q)=0,0= 0},

e zer w nieskoficzonosci - Q,, = {q W jw,q)=0,0= oo},

e zer zespolonych - O = {q w(jaw,q)=0, > O}.

Dowolnemu punktowi na granicy zer rzeczywistych odpowiada quasi-wielomian (3), ktory
ma zero s =0. Z rownania (4) dla @ =0 otrzymamy opis granicy zer rzeczywistych k, = 0.

Granica zer w nieskonczonosci zalezy od postaci cztonu dominujacego quasi-wielomianu (3),
ktéry jest wielomianem zmiennej exp(—sh), (patrz np. [2, 12]). W quasi-wielomianie (3)
czton o najwigkszych potggach s ma postac

Kk 5" exp(—sh) + Ts***. (%)

W zalezno$ci od rz¢du p i a quasi-wielomian (3) moze by¢ typu neutralnego (u=0a),
wyprzedzonego (u > a) lub opdznionego (u < «). Jezeli quasi-wielomian (3) jest typu
wyprzedzonego to jest on zawsze niestabilny przy k, #0. Latwo zauwazy¢, ze jezeli quasi-

wielomian (3) jest typu opdznionego to granica zer w nieskonczonosci nie istnieje. Granica ta
istnieje tylko dla quasi-wielomianéw typu neutralnego 1 ma ona postaé k, =+7 /K.

Granicg zer zespolonych wyznacza si¢ rozwiazujac wzgledem parametréw regulatora
rownanie (4) dla @ > 0. Réwnanie zespolone (4) jest spetnione, gdy odpowiednio jego czesci
rzeczywiste i urojone sg rowne 0, tj.

Re[w(j@,q)]=0, (6)
Im{w(jo,q)]=0. (7

Rozwiazujac uktad réownan (6), (7) wzgledem dwoéch wybranych parametréw, przyjmujac
pozostale jako zadane, otrzymamy opis parametryczny krzywej na ptaszczyznie parametrow.
Rozwigzujac uktad rownan wzgledem k, i k; odpowiednio otrzymamy
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Linia krzywa o opisie parametrycznym (8), (9), wykreslona w funkcji @, przy zadanych
warto$ciach k,, A, u wyznacza na plaszczyznie (k,,k;) granicg zer zespolonych quasi-
wielomianu (3).

Otrzymane granice podziatu D dzielg przestrzen parametréw regulatora na obszary D(k)
o skoniczonej liczbie zer quasi-wielomianu (3) o dodatniej czgsci rzeczywistej. Dowolny
punkt w D(k) odpowiada takim warto§ciom parametrdw regulatora, dla ktérych quasi-
wielomian (3) ma doktadnie & zer o dodatniej czgsci rzeczywistej. Jezeli obszar D(0) istnieje
(nie jest pusty), to jest on obszarem stabilnos$ci rozpatrywanego uktadu regulacji
automatycznej. W celu sprawdzenia, czy dany obszar jest obszarem stabilnosci nalezy zbadaé
stabilno$¢ quasi-wielomianu (3) dla jednego punktu z tego obszaru, stosujac np. uogdlnione
na przypadek quasi-wielomianéw utamkowego stopnia kryterium Michajtowa [3].

Przyjmujac k, =0 w (8), (9) otrzymamy opis parametryczny granicy zer zespolonych dla
przypadku uktadu regulacji z regulatorem PI. W pracy [13] przeanalizowano wplyw
utamkowego rz¢du modelu obiektu « oraz utamkowego rzedu cztonu catkujacego regulatora
A na obszary stabilnosci. Otrzymano, ze przy utamkowym rzedzie a obszary stabilnosci sa
wigksze niz przy catkowitym rzedzie . Wplyw wartosci o na obszary stabilnosci dla
przypadku z regulatorem PID jest taki sam jak z regulatorem PI, dlatego tez w niniejszej
pracy przyjeto do obliczen a =1 oraz pozostate wartosci parametrow obiektu jako K =1,
h=05, T=2.

Obszary stabilnosci quasi-wielomianu (3) w przypadku utamkowego rzedu czesci catkujacej
regulatora pokazane sa na rys. 2. Obszary stabilnosci zostaly wyznaczone przy 4 =1, ¢=0°,
ka=1, u=1 dla warto$ci A zmieniajacych si¢ od 0,2 do 2 z krokiem 0,2 (regulator PIlD).
Zrys. 2 wynika, ze dla 4 <1 obszar stabilnosci jest wigkszy niz dla 4 =1. Zwigkszanie 4
powyzej jedynki poczatkowo powoduje roéwniez powigkszenie obszaru stabilnosci, po czym
zaczyna on male¢, az w koncu przy A =2 przestaje istniec.

Obszary stabilnosci quasi-wielomianu (3) wyznaczone przy A=1, ¢=0° k;=1, A=1 dla
warto$ci u# zmieniajacych si¢ od 0.2 do 2 z krokiem 0.2 (regulator PID”) pokazane sg na
rys. 3. Z rys. 3 wynika, ze dla g <1 obszar stabilnos$ci jest mniejszy niz dla u=1.
Zwigkszanie ¢ powyzej jedynki poczatkowo powoduje powigkszenie obszaru stabilnosci, po
czym zaczyna on si¢ zmniejszac.

Zauwazmy, ze roznym wartosciom A, ¢ odpowiadaja rézne obszary stabilnosci. Zastosowanie
regulatora PI*D” pozwala na zwickszenie obszaréw stabilnosci poprzez odpowiedni dobor
utamkowego rzgdu czgsci catkujacej 1 rézniczkujacej regulatora.
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Rys. 2. Obszary stabilnosci quasi-wielomianu (3) wyznaczone przy A =1, ¢=0° ky=1,
4 =1 dla wartosci A zmieniajacych si¢ od 0,2 do 2 z krokiem 0,2 (regulator PI’lD)

Rys. 3. Obszary stabilnosci quasi-wielomianu (3) wyznaczone przy A =1, ¢=0°, ky=1,
A =1 dla warto$ci u zmieniajacych si¢ od 0.2 do 2 z krokiem 0.2 (regulator PID*)

Podstawowym zadaniem regulatora jest zapewnienie stabilnos$ci ukladu regulacji oraz
okreslonych celéw regulacji. Wartosci parametrow regulatora wyznacza si¢ na przyktad
z uwzglednieniem zadanych zapaséw stabilno$ci modutu i fazy.

Otrzymane opisy granic stabilnosci (podzialu D) umozliwiaja wyznaczenie obszarow
stabilnosci dla zadanych zapaséw modutu i fazy. Przy wyznaczaniu obszarow stabilnosci dla
okreslonego zapasu modutu 4 nalezy przyja¢ ¢ =0, natomiast dla okreslonego zapasu fazy ¢

nalezy przyja¢c A=1. Wigksze znaczenie ma =zapas fazy, gdyz jest on zwiazany
z oscylacyjnoscia odpowiedzi skokowej uktadu regulacji [18].
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Na rys. 4 pokazano obszary stabilnosci rozpatrywanego uktadu regulacji z regulatorem
PI*D** wyznaczone dla ¢ =30°, A=1, przy k, zmieniajacym si¢ od 0 do 2 z krokiem 0,2.

Dowolny punkt z wyznaczonego obszaru zapewnia zapas fazy wigkszy niz ¢ =30"
Przypadek k, =0 odpowiada uktadowi regulacji z obiektem (1) i regulatorem PI*%. 7
rysunku wynika, ze wystepowanie czg¢sci rdzniczkujacej regulatora k, powoduje zwigkszenie

obszardw stabilnosci dla przyjetego zakresu zmian £, .

Rys. 4. Obszary stabilnosci quasi-wielomianu (3) wyznaczone przy A = 1, ¢=30°, 1=0.8,
4= 0.4 dla wartosci k, zmieniajacych si¢ od 0 do 2 z krokiem 0.2 (regulator PI**D%%)

Na rys. 5 pokazano obszary stabilno$ci quasi-wielomianu (3) z regulatorem PI“®*D’*
wyznaczone dla kilku wartosci ¢ przy A=1, k,=1. Wybierajac punkt z obszaru
ograniczonego linia krzywa wyznaczong dla zadanej wartosci ¢ 1 linia prosta k, =0
otrzymamy wartosci nastaw regulatora, przy ktorych uklad regulacji ma zapas stabilnosci
fazy wigkszy niz warto$¢ ¢ przyjeta do wyznaczenia granicy zer zespolonych. Na rysunku
oznaczono znakami x punkty z czterech obszarow odpowiadajace wartosciom nastaw
regulatora k, =1, k, =1,2,3,4. Dla tych punktow obliczono zapasy stabilnosci i zestawiono

je w tab. 1. Z tabeli wynika, ze wszystkie uktady regulacji charakteryzujg si¢ wigkszym
zapasem fazy od tego jaki przyjeto do wyznaczenia granic zer zespolonych.

Tab. 1. Zapasy modutu i fazy

Nastawy regulatora PI>*D** Zapas modutu 4 [dB] Zapas fazy ¢ [°]
k,=1 k,=1, k=1 9.70 79.33
k,=1 k,=1, k=2 9.07 55.35
k,=1, k,=1, k, =3 8.06 39.32
k,=1 k;,=1, k=4 6.58 27.19
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Rys. 5. Obszary stabilnosci quasi-wielomianu (3) wyznaczone dla kilku wartosci ¢
przy A =1, ky= 1 (regulator PI”*D*%

A =9.7dB (przy 0.95 rad/s), ¢ = 79.33 ° (przy 3.94 rad/s) A =9.07 dB (przy 1.20 rad/s), ¢ = 55.35 ° (przy 3.65 rad/s)
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Rys. 6. Logarytmiczne charakterystyki czg¢stotliwosciowe modutu i fazy wyznaczone
przy k,=1,ka=1, ki=1, 2, 3, 4 (regulator PI**D"%)
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Na rys. 6 pokazano logarytmiczne charakterystyki czestotliwo$ciowe modutu i fazy wraz
z zaznaczonymi zapasami stabilnosci. Tab. 1 1 rys. 6 potwierdzaja rezultat otrzymany
wczesniej na podstawie metody podziatu D, ze punkt z wyznaczonego obszaru stabilnosci
zapewnia okreslone warto$ci zapasu fazy.

Na rys. 7 pokazano charakterystyki skokowe uktadu regulacji wyznaczone dla otrzymanych
wartosci nastaw regulatora (punktdw z obszaréw stabilnosci). Z rysunku wynika, ze dla
wiekszego zapasu fazy ¢ wystgpuje mniejsze przeregulowanie.
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Rys. 7. Odpowiedzi skokowe uktadu regulacji wyznaczone dla kilku wartosci &;
przy k, =1, ks=1 (regulator PI*D%%)

3. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem badania stabilnosci uktadéw regulacji automatycznej
ztozonych z utamkowego regulatora PI'D* i obiektu inercyjnego utamkowego rzedu z
opoznieniem. Wykorzystujac metod¢ podzialu D podano analityczno-komputerowa metode
wyznaczania obszaréw stabilnosci w przestrzeni parametréw utamkowego regulatora PI*D*.
Dowolny punkt z wyznaczonego obszaru odpowiada takim warto$ciom parametrow
regulatora, dla ktorych uktad regulacji jest stabilny, tj. jego bieguny leza w otwartej lewej
potplaszczyznie. Zaproponowang metod¢ zastosowano takze do wyznaczania obszardéw
stabilnosci dla zadanych zapaséw modutlu i1 fazy, wowczas dowolny punkt z obszaru
odpowiada takim wartosciom parametrow regulatora, dla ktérych uklad regulacji
charakteryzuje si¢ zapasem stabilnosci nie mniejszym od zadanego.

Z przeprowadzonych badah wynika, ze zastosowanie regulatora PI’D“ pozwala na
zwigkszenie obszarow stabilnosci poprzez odpowiedni doboér ulamkowego rzedu czesci
catkujacej 1 r6zniczkujacej regulatora.

Prac¢ wykonano w ramach projektu badawczego N N514 1939 33 finansowanego przez
Ministerstwo Nauki 1 Szkolnictwa Wyzszego.
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