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WYZNACZANIE REALIZACJI DODATNIEJ LINIOWEGO UKLADU
HYBRYDOWEGO TYPU SISO W POSTACI DRUGIEGO MODELU

FORNASINIEGO-MARCHESINIEGO

Sformutowano problem realizacji dla hybrydowych dodatnich ukladow liniowych
o jednym wejsciu i jednym wyjsciu (SISO), w postaci drugiego modelu
Fornasiniego-Marchesiniego. Zaproponowano metode wyznaczania realizacji
dodatniej dla danej transmitancji wlasciwej w oparciu o schemat zmiennych
stanu. Podano warunki wystarczajqce na istnienie realizacji dodatniej dla danej
transmitancji wilasciwej. Sformutowano rowniez procedure wyznaczania realizacji
dodatniej, ktorq zilustrowano przykladem numerycznym.

COMPUTATION OF POSITIVE REALIZATION OF HYBRID LINEAR
SISO SYSTEMS DESCRIBED BY THE SECOND FORNASINI-MARCHESINI
MODEL

The realization problem for positive linear hybrid systems with single input and
single output (SISO), described by the second Fornasini-Marchesini model is
formulated. The method based on the state variable diagram for finding a positive
realization of a given proper transfer function is proposed. Sufficient conditions
for the existence of a positive realization of a given proper transfer function are
established. A procedure for computation of a positive realization is proposed and
illustrated by a numerical example.

1. WSTEP

W uktadach dodatnich wymuszenia, zmienne stanéw oraz odpowiedzi przyjmuja tylko
wartos$ci nieujemne. Taka sytuacja jest spotykana w wielu dziedzinach techniki, biologii,
ekonomi, medycyny, itp. Przykladem moga by¢ wymienniki ciepta, kolumny destylacyjne,
modele populacji, modele epidemiologiczne, modele zanieczyszczenia S$rodowiska.
Ze wzgledu na podane ograniczenia, w odrdznieniu od uktadéw standardowych, teoria
uktadéw dodatnich opiera si¢ na przestrzeniach stozkéw. Teoria takich uktadow jest
trudniejsza 1 mniej zaawansowana. Uktady hybrydowe lacza w swojej strukturze zaréwno
czg$S¢ ciagla jak 1 czes¢ dyskretna a zmienne stanu w takim ukladzie zaleza jednoczesnie od
chwil czasu ciagtego ¢ oraz dyskretnych standw i. Dziadzina dodatnich uktadéw hybrydowych
jest dziedzina bardzo mioda. Literatura dotyczaca uktadow dodatnich jest dos¢ bogata [2, 9].
Problem realizacji dla ciaglych i dyskretnych uktadéw dodatnich z opdznieniami jak i bez
opoznien byt rozpatrywany w pracach [1, 2, 9-14]. Nowa klasa dwuwymiarowych liniowych
hybrydowych uktadéw dodatnich zostata zaproponowana w pracy [14]. Problem realizacji
dodatniej dla tej klasy ukitadow zostat rozpatrzony w pracy [6, 15] oraz dla uktadow
z opdznieniami w [5, 7]. Wspomniane uktady hybrydowe mialy struktur¢ zblizona do
struktury uktadu Roessera [22].

Glownym celem tej pracy jest zaprezentowanie metody rozwigzania zadania realizacji
dodatniej dla hybrydowych uktadow liniowych ktérych struktura jest oparta na drugim
modelu Fornasinego-Marchesniego. Zostang podane warunki wystarczajace istnienia
realizacji dodatniej dla danej transmitancji wtasciwej. Zaproponowana zostanie tez procedura
wyznaczania tej realizacji, wraz z ilustrujacym ja przyktadem numerycznym.
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2. INFORMACJE PODSTAWOWE I SFORMULOWANIE ZADANIA
Rozwazmy uktad hybrydowy opisany réwnaniami [9]
x(t,i+1)=A4,x(t,i)+ A,x(t,i+1) + Bu(t,i)+ Bu(t,i +1) (1a)
y(t,i)=Cx(t,i)+ Du(t,i), te R, =[0,40], i€ Z, (1b)
ox(t,1)

gdzie x(t,i) = , x(¢,i)e R", u(t,i)e R", y(t,i) € R” sa odpowiednio wektorem stanu,

wymuszenia i odpowiedzi oraz A4,,4,€ R™",B,,B, € R"",C € R”",D € R sa macierzami
rzeczywistymi.
Warunki poczatkowe dla (1a) i (1b) majq postac

x(0,i))=x,(i), ieZ, 1 x(2,0)=x(t), x(2,0)=x(t), t € R, (2)

Niech R bedzie zbiorem macierzy rzeczywistych o wymiarach nxm z nieujemnymi
elementami oraz R’ = R, oraz M, bedzie zbiorem macierzy Metzlera o wymiarach nxn.
Definicja 1. [9] Uklad hybrydowy (1) jest nazywany (wewngtrznie) dodatnim, gdy
x(t,i)e R} 1 y(t,i)e R?, teR,_, ieZ, dladowolnych warunkéw poczatkowych x(i) € R},
ieZ , x(t)eR!, x(t)e R, te€ R, oraz wszystkich wymuszen u(t,i)e R, u(t,i)e R,
teR, ,ieZ, .

+ 9

Twierdzenie 1. [9] Uklad hybrydowy (1) jest (wewngtrznie) dodatnim wtedy 1 tylko wtedy,
gdy

A eR™, A, eM,, AA eR”™, B eR"™, B,eR"™, CeR", DeR"™ (3)
Transmitancja uktadu (1) jest dana zaleznoscia
T(s,z)=C[I sz~ As— A,z] ' (Bis+B,z)+D € R""(s,z) 4)

Definicja 2. Macierze (3) sa nazywane realizacja dodatnia danej transmitancji 7'(s,z), jesli
spetniaja rownanie (4).

Problem realizacji mozna sformutowaé nastgpujaco.

Dana jest wilasciwa transmitancja 7(s,z)e R”"(s,z), nalezy wyznaczy¢ jej realizacje
dodatnia (3).

3. ROZWIAZANIE ZADANIA

Istot¢ proponowanej metody przedstawimy na poczatek na nastgpujacym przyktadzie
transmitancji operatorowej uktadu hybrydowego

2.2 2 2 2 2
by,s°z° + by s"z+ by sz° +byyS” +by,z” + by 52+ by S+ by z+ by,

2_2

T(s,z) = 2 2 2 2
$°z% —a,s°z—ay,sz° —a,ys’ —agnz’ —a,,sz—a,,s —ayz —ay,

)

. . 1. . . . . . 2 2
Mnozac licznik 1 mianownik tej transmitancji przez s "z ~ otrzymamy

_ by, +b,z" +b,s ™ +b,yz +by,s b5z +bys Tz 4By sz +byys 27

Y
I'(s,2) 1— S 2 S P R 02 2 2.2 :5 (6)
a,z —a,s —ayz T —a,S T —a,s Z —a,S Z —ayS z —ays z
Definiujac
U
E = 1 2 1 ()

-1 -1 -2 -2 - -1_- 2 _- -2 _-
l-a,z" —a,s" —a,0z " —a,s  —a,S z —a, S z —ay,S "z —ayS z
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z (6) otrzymamy
E=U+(a,z ' +a,s " +ayz ' +ay,s +a,s 'z +a,s 'z +ays 2 +ays z)E ®)

Y =(by +by,z" +b,s" +byz +by,s " +b sz +bys Tz 4By sz +byys Tz 7)E

Na podstawie zaleznosci (8) rysujemy schemat zmiennych stanu przedstawiony na rys. 1.

Rys. 1. Pomocniczy schemat zmiennych stanu dla transmitancji (5)

Za zmienne stanu wybieramy wielkoSci wyjsciowe cztonow catkujacych (x,(¢,i), x,(z,i))
1 opdzniajacych (x,(¢,0), x,(t,7), xs(t,i), x,(¢,i)). Na podstawie schematu zmiennych stanu
(rys. 1.) wypisujemy nastgpujace rownania
x,(2,1) = x,(2,7)
X, (t,0) =e(t,i)
x(t,i+1) =ayx,(2,i)+a,x,(t,0) + x,(2,i) + a,e(t,i)
x,(t,i+1)=ayx,(¢,1)+ a,,x,(t,i) + a,e(t,i) 9)
xs(t,i+1)=byx, (t,0) + by, x,(2,1) + x,(¢,0) + bye(t, i)
X (2,0 +1) = byyx,(2,1) + b,y x, (2,1) + bye(t,i)
V(t,0) = by,x,(2,1) + by, x, (¢,1) + x(¢,0) + bye(t, i)
gdzie
e(t,i) = ag,x,(t,i) + a,x,(t,i) + x;(t,i) + u(t,i) (10)
Zwigkszajac zmienng i o 1 w rownaniach rézniczkowych (9) oraz rézniczkujac rdwnania
réznicowe (9), a nastgpnie podstawiajac (10) do (9) otrzymamy
X, (ti+1)=x,(t,i+1)
X, (i +1) = ayx, (t,i+1)+a,x, (t,i+1)+x;,(¢,i+1) +u(t,i+1)
X3 (1,0 +1) = (ag; + agyay )%, (1,0) + (ay; +a,a5,)%, (1,0) + ay X5 (8,0) + X, (1,1) + ayu(1,0)
Xy (1,0 41) = (a9 + Ay a50) %, (1,0) + (a4 + 01,050 X, (8,1) + Ay X5 (1,0) + aygi (2, 1) (11)
X5 (8,0 +1) = (by; + agy0y, )X, (£,0) + (byy + ayyby, )X, (1,0) + by, X5 (1,0) + X (2,0) + b, (2, 1)
X (1,1 +1) = Doy + Qb )X, (1) + (Dyg + a1,Dy )X, (2,1) + by X5 (2,1) + byt (2,1)
Y(8,1) = (byy + Agy05, )X, (1,0) + (D1, + 1305 ), (,1) + by X (1,1) + X5 (2,0) + Dyyu(t, 1)
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Definiujac
x,(ti+1) x,(t,1) x,(t,i+1)
xX,(ti+1) X, (t,7) x,(t,i+1)
s+ = DETV 2| 5O iy =[BT (12)
x,(ti+1) x,(1,7) x,(t,i+1)
X (i +1) x,(1,0) X (i +1)
| X6 (2,0 +1) | | X, (2,1) | | X6 (Z,i+1) |

mozemy réwnania (11) napisa¢ w postaci
x(t,i+1)=A4x(,i)+ A,x(t,i + 1)+ Bu(t,i) + Byu(t,i+1)

. . . (13)
y(t,i) = Cx(t,i) + Du(t,i)
gdzie
i 0 0 0 0 0 O] 01 00 0 0]
0 0 0 0 0 O a, a, 1 0 0 0
4 = (ag +apay) (a, +apay) ay 1 0 0 A = 0 0 0000
U (ag + anay) (aptapay) a, 0 0 0 7 |0 0 00 00
(boy + apby) (b +apby) by 0 0 1 0 0 0000
(boy + agpbyy) (b +aynby) by 0 0 0 00 0000
- - - - B ~(14)
0 0
0 1
a,, 0
B, = a I B, = ol C =[(by, +apby) (b, +ayby) by, 0 1 0], D=[b,]
20
b,, 0
| by | 0]

Z zaleznosci (14) wynika nastgpujacy wniosek

Whiosek. Realizacja dodatnia dla podanej transmitancji (5) ukladu hybrydowego istnieje
wtedy, gdy wszystkie wspotczynniki licznika 1 mianownika transmitancji (5) sa nieujemne.
Uogolniajac powyzszy przyktad na dowolna transmitancj¢ otrzymamy

b, ,.s"z" + bm’nz_lLv"IZ”f1 +.ot b sz +byys+byz+ by,
T(s,z)= - (15)

ny_ny _ ny— _ _ _ _ _
z%-a,, sz T SZ— Ay S — Ay Z — Ay

m

—-n

Mnozac licznik i mianownik tej transmitancji przez s "z ™ otrzymamy

-1 -1 —ny _—n,
b, D, 0z b, s bys 2 Y .
T(S’ Z) B 1 -1 -1 —ny _—n, ~rr ( 6)
—a, 12 A, ,S —..—0yS 'Z U
Definiujemy
_ -1 -1 -n _—n
E=U+(a,, z +a,,,s +..tays "'z")E an
_ -1 -1 -n _—n
Y=(b,, +b,, 1z +b, ,,5 +..+bys "z ")E

Schemat zmiennych stanu w tym przypadku ma posta¢ jak na rys. 2.
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Rys. 2. Pomocniczy schemat zmiennych stanu dla transmitancji (16)

Za  zmienne stanu  wybieramy  wielkosci  wyjSciowe  czlonéw  catkujacych
(x, (2,0, x,(t,0), ..., x,(#,i))10pozniajacych (x, ,(t,0), x,.,(60), ..., x,, (1,0)).

Na podstawie schematu zmiennych stanu (rys. 2.) wypisujemy rownania rézniczkowe
1 roznicowe

xl (t:i) = xz(t’i)

X, (t,0) = x, (t,i)
x, (2,0) = e(t,i)
X, aGit)=a,, x @) +a, %)+ +a, , X, (6D +x, () +a, , e(t,i)

X, o Git)=a,, x D) +a, %)+ +a, ., ,x, (¢)+x, (6)+a, , ei)

X3 i ti+)=ay,x (t,i)+a,x, (i) +..+ a, ,x, (t,0)+ X, (t,i)+ anl’]e(t,i)
Xy, (Li+ D) =agx, (4,0 +ayx, (6, +...+a, , ,x, (1,0)+a, ,e(t,i)
Xy (it ) =by, x,(6,0)+b, x,(t,0)+...+b, |, x ,(,))+x,, ,(t])+D, , et

Xy (Git ) =by, X (8,0)+by, X%, (8,D)+...+D, ., »x,(6,)+x,, 5(&)+D, , e(t,i)

Ko (10 1) = By X, (1,0) + by 3 (1,1) oot by, (1) 5y, (61) D, e(t,)
Xy (1,0 1) = bog X, (1,0) + byoX, (£,0) 4 b,y X, (6,) b, pelt,i)

(18)

V(1) = by, X, (1,0) + by Xy (60) ot b, X, (10) + X, (6D D, e(t,])

gdzie
e(t,i)=a,, x,(t,i))+a,, x,(t,D)+...+a, ,, x, (6,0 +x,,,(t,0)+u(t,i) (19)
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Zwigkszajac zmienng i o 1 w réwnaniach rézniczkowych (dla zmiennych stanu od x, do x,)

oraz rézniczkujac réwnania réznicowe (dla zmiennych stanu od x, ., do x,, ), nastgpnie

m+l

podstawiajac (19) do (18) otrzymamy
X (6i+)=x,(t,i+1)
X, (ti+1) =x(t,i+])

%, (i) =x, (i +1)

x, Git)=a, x(i+D)+a, i+ D) ++a, , x, (GiAD) +x, @i+ D i +1)

n ln,z ]
X, aGi+)=a,, x@)+a, x%0)+..+a,,, X, (G)+a,, X, ,@)+x, @) +a, , w0

n+2(t l+l) aOn 2x1(t Z)_i_aln 2x2(t l)+ +a n lnz—Zx (t l)+ nI =2 n|+1(t l)+ +3(t l)+ n nz—Zl;l(t7i)

Gt =a,, %, () +ax , 6D+ +a, X, @) +a, X, @)+, (¢0)+a, @(l,0)
xnz(t,l+1):aooxl(t,l)+amx2(t D+..+a, %, G +a, %, (60 +a, @ult,i)
X, a(ts i+1):[;0 —1x1(tai)+b1 —1x2(l 0)+.. +b, A t,)+), -1 n+l(t 0)+X, +2(t i)+b a nz—la(t’i)

(t,i+])= bo 2)'cl(t,i)+bl’nrzx2(t,z)+...+b

n2+2 1,1, 2x (t l)+ =2 n+1(t l)+ n2+3(t l)+ nl,nz—ZZ’.l(t’i)

5c2n_1(ti+1)=l;01)'cl(ti)+5“5c2(ti)+...+5_“5c (1,0)+b, %, (6,1 +%,, (6,1)+B, i(t,i)

x2n i+l)= booxl(l Z)"'bloxz(l D+.. 4D, —10x @ l)+bn 0 +1(t i)+b, o“(t i) (20)

i) = O,nle(t,l)+ 1,nz)cz(t,z)+...+ X, 6D+, x, (6D +x, (8D 4D, , ul?,D)
gdzie
a,=a,+a,a, b, =b +a,b ~dlai=0]l.,n-1;j=01..,n-1 1)
Definiujac (analogicznie do (12)) wektor
[ ox,(t,0) ]
x, (1,1)

x(t,0)=| X,.(t0) (22)

x2n2—1 (t’ l)
L x2n2 (19 l) |

Mozemy réwnania (20) napisa¢ w postaci macierzowej (1a), (1b) gdzie
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0 0 0 00 .. 00 00O 0 0
0 0 0 00 .. 00 00O 0 0
a_O ny—1 anl —1,n,-1 anl -1 1 O 0 O 0 0 O O
a_O ny—2 anl —1,n,-2 anl =2 0 1 0 0 0 0 0 O
A =| ay a, a,, 00 1 000 0 0|eRm#2mr(ntam)
Gy o Gy Gy 00 .. 0000 .. 00
E(),nz—l l;nl—l,nz—l ny,ny—1 0 0 0 O l O O O
0,n,-2 bnl—l,n2—2 ny,ny—2 0 0 0 O O 1 O O
501 Enlfll ny,1 00 0 000 0
by by wo 0 0 .. 0 0 00 0 0
0 0 0 0 .. 0]
0 0 1 0 0 0
I e | v
ay "y 1,n, 2,ny m—1,n, 0 .. 0 (23)
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 00 .. 0]
— 0 _
0

ny,ny—1
X B :
B =| i |eR"m BZ:{ e R B, = . eR"™, B, =[0]e R™"",

22
anl ,0

ny,ny—1

bnl,O i
c=lc, ¢ler, ¢ =[b, b, . b,|eR™".C=[C, ChleR™,
CZI = I:bnl,n2 O O]E Rlxﬂz 9 sz = [1 0 O]E RIX"Z

D=, |eR"

Zostato wigc udowodnione nastgpujace twierdzenie

Twierdzenie 2. Realizacja dodatnia uktadu hybrydowego o danej transmitancji wlasciwe;j
(15) istnieje wtedy, gdy wszystkie wspdtczynniki tej transmitancji sa nieujemne.
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Realizacje dodatnig dla danej transmitancji wtasciwej uktadu hybrydowego mozna wyznaczy¢
korzystajac z nastgpujacej procedury

Procedura
Krok 1. Dana transmitancje o postaci (15) sprowadzamy do postaci (16) i wyznaczamy
zaleznosci (17).

Krok 2. Na podstawie rownan (17) rysujemy schemat zmiennych stanu jak na rys. 2.

Krok 3. Wybieramy zmienne stanu 1 wypisujemy roéwnania (18), (19) nastgpnie
przeksztalcamy je do postaci (20).

Krok 4. Na podstawie rownan (20) wyznaczamy poszukiwana realizacj¢ transmitancji (15)
o postaci (23).

4. PRZYKLAD LICZBOWY

Dana jest transmitancja wtasciwa o postaci

6s°z+5s> +4sz+3s+2z+1

T(s,z)= 24
(5:2) 5?2-0.55" +0.45z-0.35 - 0.2z - 0.1 24
nalezy wyznaczy¢ jej realizacj¢ dodatnig (23). W tym przypadku n=2 i m=1.
Stosujac procedure otrzymamy.
Krok 1. Mnozac licznik i mianownik transmitancji (24) przez s >z otrzymujemy
-1 -1 -1_-1 -2 2 -1
T(s.2) = 6+7152 +4j +3S,IZ,1+2S ;Ls z - :K 25)
1-0.5z7 +04s™ —03s z —02s " —0.1s "z U
oraz
E=U+(0.5z"-04s5"+03s"'z" +02s7 +0.1s °z " )E 26)

Y=(6+5z" +4s" +3s7'z7 + 25 +5° 2z )E

Krok 2. Schemat zmiennych stanu ma posta¢ jak na rys. 3

Rys. 3. Pomocniczy schemat zmiennych stanu dla transmitancji (24)
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Krok 3. Na podstawie schematu zmiennych stanu (rys. 3) wypisujemy réwnania stanu
x,(2,1) = x,(8,1)
X,(2,1) = 0.2x,(¢,i) — 0.4x, (¢,i) + x,(¢,1) + u(2,i)
X, (t,i+1) =0.2x,(2,0) + 0,1x,(2,7) + 0,5x,(¢,i) + 0.5u(¢,1) (27)
x,(t,i+1)=2x,(t,0) + x,(¢,0) + 5x,(¢,1) + Su(t,i)
y(t,1) =3,2x,(2,i) +1.6x,(2,i) + 6x,(¢,1) + x,(¢,7) + 6u(?,7)

ktore po przeksztatceniu 1 zapisaniu w postaci macierzowej majq postaé

ti+D] [0 0 0 ofx@w)] [0 1 0 O]x@i+D] [0 0

cwi+h| [0 0 0 0linwi| |02 =04 1 olxgi+n| 0| |1
D) B0, HHDN O el ke

x,(t,i+1) 102 01 05 0 x| |0 0 0 0|x@i+])| |05 0
x,(t,i+1) 2 1 5 0Ojx@)| |0 0 O Ofx,@i+D)| |5 0
(28)
x,(2,0)
wei=B2 16 6 17 [roui
x,(4,0)
x,(2,7)
Krok 4. Poszukiwana realizacja ma postac
0O 0 0 O 0 1 00 0 0
0O 0 0 O 02 -04 1 0 0 1
| = , A, = , B = , B, =
02 0.1 05 0 0 0 00 0.5 0 (29)
2 1 5 0 0 0 00 5 0

c=[32 16 6 1 D=[6]

Otrzymana realizacja (29) jest realizacja dodatnig gdyz spelnione sg warunki twierdzenia 1.

5. PODSUMOWANIE

Zostala zaproponowana metoda wyznaczania realizacji dodatniej hybrydowych uktadow
liniowych o strukturze drugiego modelu Fornasiniego-Marchesiniego. Sformutowane zostaty
warunki wystarczajace istnienia dodatniej realizacji dla danej transmitancji wtasciwej uktadu
hybrydowego. Zaproponowano procedur¢ wyznaczania realizacji dodatniej oraz zilustrowano
te procedurg przyktadem numerycznym. Problemem otwartym jest sformutowanie warunkow
koniecznych 1 wystarczajacych istnienia realizacji dodatniej dla uktadow hybrydowych.
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