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Streszczenie: Oméwiono zasady szacowania niepewnosci punktdw funkcji opisujacej
charakterystyke na podstawie wynikdw pomiarow w dwu punktach kontrolnych. Niepewnosci typu B
o rozktadzie réwnomiernym szacuje sie na podstawie wartosci dopuszczalnych maksymalnych
bteddw przyrzadu przyjmujgc wspotczynnik korelacji rowny 1 dla pomiaréw tym samym przyrzagdem
oraz 0 dla réznych przyrzaddéw. Niepewnosci typu A pomiaréw w punktach kontrolnych szacuje

sie metodg statystyczng. Przy pomiarach tych przeprowadzonych synchronicznie estymuje sie tez
wspotczynnik korelacji. Nastepnie metodg Monte Carlo estymuje sie niepewnosci sktadowe, ztozone
i rozszerzone oraz korelacje punktdw funkcji opisujgcej badang charakterystyke.

Stowa kluczowe: interpolacja, niepewnosc typu A i B, wspotczynnik korelacji, metoda Monte Carlo

1. Wprowadzenie

W pomiarach laboratoryjnych i przemystowych, w badaniu

systeméw pomiarowych, ich cztonéw i elementéw oraz w kon-

troli aparatury, procesow produkcji i wyrobéw rozrézniamy
dwa rodzaje zagadnien:

— wyznaczanie przebiegéw funkcji opisujacych badana charak-
terystyke i doktadnosci jej modelu wg okreslonego kryterium,
np. najmniejszych kwadratéw, dla zbioru wynikéw obserwa-
cji pomiarowych rozmieszczonych dowolnie, lub w sposéb
okreslony, np. réwnomiernie w badanym zakresie z - x;

— ustalenie, w ktérych punktach i z jaka dokladnoscia nalezy
kontrolowa¢ badana charakterystyke, by stwierdzié¢ czy
nie przekroczono wymaganej niepewnosci bezwzglednej
lub wzglednej.

Dotyczy to m.in. kalibracji przyrzadéw, czujnikow, prze-
twornikéw i innych czlonéw systeméw pomiarowych, analizy
wlasciwosci substancji pod wplywem zmian jej sktadu, kontroli
wytwarzania elementéw i podzespoléw, monitorowania i dia-
gnostyki urzadzan oraz statystycznej kontroli jakosci i stero-
wania ciaglymi i dyskretnymi procesami produkcji masowej.
W badaniach uzytkowych istnieje wiele ograniczen dotyczacych
gestoscei punktéw pomiarowych, czasu podejmowania i trwania
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eksperymentu, dostepnoéci obiektu badan, prébek i zautoma-
tyzowanej aparatury oraz kosztéw wykonania pomiaréw. Nie-
zbedne staje si¢ zminimlizowanie liczby pomiaréw w punktach
kontrolnych oraz wybér odpowiedniego ich rozmieszczenia,
czasu i wielkoéci pozyskiwanych zbioréw danych. Zalezy to od
rodzaju badan i zakresu wartosci badanych wielkosci oraz od
mozliwosci uzyskania wymaganej w tych badaniach niepewno-
$ci pomiaréow i od dokladnosci uzytej aparatury pomiarowej.
Wystepuje tez wymaganie dotyczace rozmieszczenia punktow
kontrolnych zalezne z innych przyczyn niz doktadno$¢ pomia-
réw, np. ograniczenie objetosci, wymiaréw, przepltywéw, mocy
i energii, zuzycie uzytych substancji itp.

2. Zasady estymacji niepewnosci punktow
charakterystyki

W pomiarach wystepuja bledy o przebiegu zdeterminowanym,
zwane bledami systematycznymi i bledy przypadkowe. Bledy
systematyczne o znanym przebiegu i wartosciach eliminuje sie
za pomoca poprawek. Pozostale, tj. nieznane bledy systema-
tyczne i btedy przypadkowe podlegaja ocenie doktadnosci wyni-
kéw pomiaru, w ktorej stosuje sie obecnie zalecenia zawarte
w miedzynarodowym przewodniku GUM [1]. Podstawa tej
oceny jest estymacja niepewnoéci standardowej u, zwanej zto-
zong, jako sumy geometrycznej dwu niepewnosci sktadowych

u = yu} +u}. Skladnik u,, czyli niepewnos¢ typu A, wyznacza

sie w znany sposéb z rozrzutu wartosci okreslonej liczby powta-
rzanych pomiaréw wielko$ci mierzonej.

Sktadnik u,, czyli niepewno$¢ typu B, ujmuje zrando-
mizowany laczny wplyw przewidywanych oddziatywan na
obiekt badany, system pomiarowy i na wskazania przyrzadow
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w okres$lonych dopuszczalnych warunkach i w znamionowym
okresie eksploatacji, nieznanych co do wartosci w danym eks-
perymencie [1, 2]. Oszacowanie to opiera si¢ na wiedzy o prze-
widywanych zakresach i rozkladach prawdopodobienstwa
tych oddzialywan. Szacuje sie tez heurystycznie czastkowe ich
udzialy w niepewnosci u, i taczng estymate jej wartosci wg
okreslonego kryterium.

Autorzy w kilku publikacjach [3-6] oméwili szczegélowo pro-
ponowana metode estymacji niepewnosci punktéw charakte-
rystyki przetwornika pomiarowego lub badanego urzadzenia
na podstawie pomiaréw kontrolnych w dwu lub wiecej okre-
$lonych, np. krancowych punktach zakresu badanej charakte-
rystyki. Taka kontrole przetwornika mozna przeprowadzi¢ in
situ podczas pracy w rzeczywistych warunkach uzytkowania.
Oméwiono dwie metody estymacji wartosci i niepewnosci dla
dwu punktéw funkeji opisujacej te charakterystyke. Metoda I —
deterministyczna — stuzy do wyznaczania niepewnosci u,, u,,
z wartosci dopuszczalnego bledu maksymalnego podanego przez
producenta lub otrzymanego w wyniku wiarygodnej kalibracji.
Metoda II — statystyczna — z rozrzutu wartosci z,, x, powtarza-
nych pomiaréw w obu punktach kontrolnych szacuje sie nie-
pewnosci sktadowe u,,, u,,. Z nich, dla dowolnych wartosci =z,
badanej charakterystyki, ktorych nie mierzy sie bezposrednio,
znajduje si¢ oszacowania odchylen standardowych v  niepew-
noéci bezwzglednych i wzglednych 6, = (u, — u,)/z. Sa one
funkcja wzglednego potozenia k, punktu z,, w przedziale migdzy
punktami kontrolnymi. Mozna tez wyznaczy¢ zakres zmiennej x
o zadanych granicznych warto$ciach niepewnosci oraz niepew-
nosci punktéw y, wielkosci zaleznych od z wg funkcji opisujacej
charakterystyke y = f(z) przetwornika lub badanego urzadzenia
[3-6]. Rozwazania uogdlnia si¢ przez normalizacje niepewnosci
u, , tj. odniesieniu ich do niepewnoéci u,, (rys. 1), do szerokosci
przedziatu miedzy punktami kontrolnymi z, — z,, do zakresu
pomiarowego z— z, lub do wartosci =, .

Do wyznaczenia relacji miedzy niepewnosciami w punkcie
estymowanym oraz jednym z punktéw kontrolnych, lub miedzy
dwoma punktami estymowanymi, autorzy zastosowali macie-
rzowe prawo propagacji wariancji w pomiarach posrednich
wieloparametrowych [3-6]. Macierze kowariancji U, i U, wie-
loparametrowych menzurandéw, tj. mierzonego bezposrednio,
czyli wejsciowego X i wyznaczanego posrednio menzurandu wyj-
Sciowego Y = F(X), powiazane sa wynikajacym z prawa propa-
gacji wariancji ogélnym réwnaniem macierzowym (1a) o postaci
rozwinigtej (1b) dla macierzy sktadowych typéw A i B:

U, = SU,S"

UY = UYA + UYB = SUXASr + SUXBST

gdzie: S :g—; — macierz czulosci (jakobian) o elementach

%;
€.

i

tak samo wyznaczanych dla funkcji liniowych, jak i nie-
liniowych.

Jako przyktad podano ponizej macierz kowariancji U, men-
zurandu dwuelementowego (2D) X = [z,, z,]* o wspSlezynniku

korelacji p  , i jej macierze sktadowe typéw A i B, tj.: U,,, U,
2
Urx Pr1 Uz Uz
Ux = R =Uxs+Uxp =
Pur12Us1 Uy Uy x
(Ic)
’U«le PatisUz g U123 PrlipUzp
= +
Palliglz g Ui Ppliplzp uip
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Pozostale macierze we wzorze (1a) dla pomiaréw posrednich
menzurandu 2D Y = [y, ,|" i elementy diagonalne jego macie-
rzy U, oraz wspolezynnik korelacji, sa nastepujace:

ayl ay]
5. 3 2
dzr;, 0z, Uy Py12Uy Uy
S = s Uy = N )
Ay, Iy Py1,2Uy 20y Uyo
axl axz
2 _ .2 2 2 _ .2 2
Uy = Upg +Uyp, Uy = Upg +Upp,

Pallyialhysq + Ppllyplhy,p

P2 = 22 22
Uyig T Uyp A\|Uyog T Upp

W praktyce nalezy korzystaé¢ ze wzoru (1b), tj. osobno sza-
cowaé niepewnoéci typu A i B. Wynika to z przyjetej w prze-
wodniku GUM definicji niepewnosci u, i u,. Pierwsza z nich
wyznacza si¢ dla rzeczywistych odchylen losowych w krétkim
czasie zbierania wynikéw pomiaréow, a druga jest przyjmo-
wana heurystycznie dla odchylen przewidywanych w okresie
waznosci kalibracji uzytych przyrzadéw. Skorelowane moga
by¢ tylko zbiory odchyleir menzurandu o niepewnosciach jed-
nego typu.

Pomiary kontrolne wartosci punktéw z,, x, charaktery-
styki, np. do celéw monitoringu lub diagnostyki, powinno
sie wykonywaé¢ wielokrotnie i synchronicznie w podobnych
warunkach, tymi samymi lub podobnymi przyrzadami i na
zakresach o jednakowej lub zblizonej doktadnosci. Umozli-
wia to wyznaczenie wspélezynnika korelacji p, (z,, z,) miedzy
zbiorami odchylen w obu punktach kontrolnych. Od wartosci
tego wspolezynnika zalezy wartosé niepewnodci typu A esty-
mowanej w punktach z i korelacja migdzy wartoSciami z
dwu dowolnych punktéw charakterystyki. Jesli te warunki
nie sa spelnione, to dla bezpieczenstwa nalezy zalozy¢, ze ich
niepewnoéci nie sg skorelowane i przyjmuje sie wspolczyn-
nik korelacji p,, = 0. Przy wyznaczaniu wartosci niepew-
nosci u, stuzacej do oceny niepewnosci ztozonej u podczas
dalszych badan obiektu z uzyciem tego samego przyrzadu,
nalezy uwzgledni¢ jego niepewno$¢ typu B oraz wspolczynnik
korelacji 1. Metoda II — statystyczna — z rozrzutéw wynikéw
pomiaréw wartosci punktéw kontrolnych szacuje sie ich esty-
matory i odchylenia jako niepewnoéci standardowe typu A o
oznaczeniach u,,, u,,. Jedli dla niepewnosci sktadowych u, i u,
przyjmie sie jako przyblizenie rozklady normalne, to wg prze-
wodnika GUM niepewnosci zlozone i rozszerzone wyznacza
sie metoda klasyczna. Dla probek z innych rozktadéw i roz-
ktadu réwnomiernego btedu stosuje sie metoda Monte Carlo
wg Suplementu 1 do przewodnika GUM [1].

3. Estymacja niepewnosci ztozonych
punktow charakterystyki

3.1. Niepewnos¢ interpolowana typu A

Niepewno$¢ typu A, wyznacza si¢ z serii wielokrotnych pomia-
réw w danym punkcie pomiarowym. Zwykle przyjmuje sie, ze
rozktad odchylen wielko$ci mierzonej ma rozktad gaussowski.
Niepewno$¢ estymowana w punkcie znormalizowana wzgledem
konicowego punktu kontrolnego dla skorelowanych odchylen
(bled6éw) od estymatoréw wartosci mierzonych w dwu punk-
tach kontrolnych ma, wg [5], nastepujaca postaé
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uA(k)

Uyy

= \/gj (1- /g)z +k+2p.8,(1-k)k  (2)

gdzie: u,(k), u , — niepewnos¢ typu A i jej wartos¢ znormali-
zowana do u; u, , u,, — niepewnosci typu A w poczatkowym
i konicowym punkcie kontrolnym; &, = w, /u,; p, — wspol-
czynnik korelacji miedzy danymi pomiarowymi w punktach
kontrolnych z,, z,; k — wzgledna pozycja punktu z, w prze-
dziale migdzy punktami kontrolnymi 0 < k£ < 1 o estymowanej
niepewnosci u,.

3.2. Niepewnos¢ interpolowana typu B

Niepewnos¢ typu B ma z zalozenia odmienny charakter staty-
styczny niz typu A. Wyznacza si¢ ja heurystycznie na podsta-
wie dopuszczalnego btedu maksymalnego uzytych przyrzadow
i wiedzy uzyskanej o warunkach pomiaréw i ich oddzialywan
przewidywanych w dlugim okresie uzytkowania przyrzadu
w danym eksperymencie pomiarowym, nie dluzszym jednak
niz waznosé jego kalibracji. Przyjmuje sie zwykle, ze rozklad
statystyczny przewidywanych bledéw opisanych niepewnoscia
typu B ma rozklad prostokatny (jednostajny). Praykladowo dla
typowego miernika uniwersalnego niepewno$é ta jest opisana
liniowa charakterystyka wyznaczona przez dwa parametry:
skladnik addytywny i multiplikatywny. Jej znormalizowana
formule mozna przedstawié¢ w postaci:

Up (k)

Upy

MOE - [eB(l—k)+k]2=|(l—gB)k+eB 3)

gdzie: u (k) — interpolowana niepewnoé¢ typu B, e, = w, /u,,
Uy, U, — Niepewnosci typu B w punktach pomiarowych. For-
mule (3) otrzymuje sie z (2) przy zalozeniu pelnej korelacji, tj.
p = 1. Przebiegi znormalizowanych niepewnosci standardowych
typu A (metoda II) i typu B (Metoda I) podano na rys. 1.

3.3. Niepewnosc ztozona

Do wyznaczenia catkowitej niepewnosci stosuje sie ogdlnie
przyjeta zasade splotu nieskorelowanych wielkosci typu A
i typu B. Dla punktu z, otrzymuje si¢ niepewnos¢ zlozong
geometrycznie jako:

1,4 uxc
Upe = —
v i Ux2

1,2

11 \(),22
1
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u (k) =u} (k)+u§, (k) =u, (k)ufu +uly (k‘)uéz (4)

Po oznaczeniu stosunku niepewnosci typu A i B w punkcie
koticowym przez 7 = u,,/u, otrzymuje si¢ wzér dla niepew-
nosci u, znormalizowanej do jej wartosci w punkcie konicowym:

2 k)
2(k __ue(k)
" ( ) uds + U,
- lez {r2 [E(=k) + K +2pae, (1= k) ]+ [(1 - £5) k + 53]2}

()

lub po uproszczeniu:

up (k) =

[r(1+ & -2pu8)+(1- &) |+ 2k [ 81 (1 ) +E5 (1= £5)] + €4+ €3

1+72
(6)

Wariancje jako kwadrat znormalizowanej niepewnosci w funk-
cji r opisuje parabola o ramionach skierowanych w gore, gdyz
wspdélezynnik przy sktadniku kwadratowym, niezaleznie od
wspotezynnika korelacji p ,, jest nieujemny. Wspétezynnik réwna

1+¢&;

si¢ zeru, gdy €, = 1l oraz 7= 0lub p, = Py
gA

Na rysunkach 2a—f podano znormalizowane charakterystyki
niepewnoéci ztozonej (5) dla réznych parametréw r, e, €, 1p .

. wu u
Sa to wyrazenia —22 = oraz —4% =

1
Uy N1+77 Uea 1+7°
udzialy niepewnosci odpowiednio typu B i typu A w estymowa-
nej niepewnosci ztozonej.

Dla krzywych na rysunkach 2a—f przyjeto parametry r odpo-
wiadajace udzialom niepewnosci typu A i B w niepewnosci cal-
kowitej, tj.: linia zielona — r = 3,33, u,,/u,, = 96%, u,/u, =
29%; linia czerwona <+« r = 1, u,,/u,, = u,/u,, = 71%; linia
niebieska -=- = 0,3, u,,/u,, = 29%, u,,/u,, = 96%.

7 rysunkow 2 wynika, ze wzrost udzialu niepewnosci typu A

stanowigce

(linia zielona — ) powoduje zwigkszenie calkowitej niepewno-
Metoda Il Metoda |
e=2/3 == ==
e=1 - —

0,9 \
0,8
07 0,22

0,23 i
0,6 1 2
1 V2 = =& =1 k=c4—=
A__\/__ (Unx ned lmax = Z,k:2 172" 2 k
05 272 2
06 05 -04 03302 -01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 1> 13 14 15

Rys. 1. Znormalizowane niepewnosci bezwzgledne jako funkcje u = f(k) wzglednego potozenia k dla ilorazu niepewnosci € = 2/3; € = 1
oraz wspétczynnika korelacji p, , = 1; p, , = 0 punktéw kontrolnych (metody: I i ll) [7]
Fig. 1. Normalized absolute uncertainty as a function of u_ = f(k) of the relative position k for the quotient of uncertainties € = 2/3; € = 1 and a correlation

coefficient p,, = 1 and p, , = 0 (methods: | and II) of control points data [7]
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Rys. 2. Znormalizowana standardowa niepewnos$¢ ztozona u,w funkcji wzglednego potozenia k punktu x_ dla réznych wartosci parametru
r—udziatu niepewnosci sktadowych typu A, B w niepewnosci u dla: €, =¢,=1ia)p, =0;b) p, =0,5;dlag, = €,=0,5i¢c) p, =0; d) p, =-0,5;

orazdlae)g,=0,1;¢,=0,8;p,=0;if) £, =0,2; 6, =0,1; p, =1

Fig. 2. Normalized combined standard uncertainty un as a function of relative location parameter k of point x_ for various values of parameter
r— share of component uncertainties types A, B in uncertainty un for: €, = €, =1 and a) p, = 0;b) p, = 0,5; for €, = £,= 0,5 and ¢) p, = 0;

d)p,=-05 ande) g, =0,1,6,=08;p,=0;f) £,=0,2,,=0,1; 0, =1

$ci w interpolowanym przedziale w poréwnaniu do sytuacji, gdy
dominuje udzial niepewnosci typu B. Tylko na wykresie (rys. 2f)
dla wspélezynnika korelacji 1, w nieduzym poczatkowym prze-
dziale interpolacji, jest na odwrot, tj. dominacja niepewnosci B
powoduje zwigkszenie niepewnosci catkowitej. Przy wspolczyn-
nikach korelacji miedzy obserwacjami w punktach kontrolnych
k =0, k = 1 w przebiegach interpolowanej niepewnosci typu
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A wystepuje minimum. Natomiast przy braku korelacji przebieg
zbliza sie do liniowego. Tréjwymiarowa zalezno$¢ niepewnosci
znormalizowanej (6) w funkcji parametru polozenia k i wspol-
czynnika korelacji p, dla wybranych parametréw ¢, = ¢, dla
roznych wartosci parametru r przedstawia rysunek 3.

W przypadku pelnej korelacji dla odchylenn o niepewnosci
typu A, tj. p, = 1, niezaleznie od jej udziatu r w niepewnosci
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Rys. 3. Zaleznosci znormalizowanej niepewnosci u, w funkcji 0 < k < 1 potozenia w kontrolowanym przedziale i dla petnego zakresu
wspoétczynnikéw korelacji -1 < p, < 1 dla niepewnosci typu A przy réznych udziatach niepewnosci sktadowych typu AiBwu,,

tj. r=0,3; 1; 3,33 i wartosciach stosunkéw niepewnosci punktéw pomiarowych €, = £,=0,5

Fig. 3. Relationships of normalized uncertainty u_in function 0 < k < 1 of place in the estimated range and for a full range of correlation coefficients
-1 <p, < 1fortype A uncertainty with different participation of A and B uncertainty components in u,, i.e. r = 0.3; 1; 3.33, and parameter values

€,=€,=05

ztozonej, zaleznosé¢ niepewnosci w funkcji k ma charakter liniowy.
W miare zmniejszania si¢ wspotczynnika korelacji p , zaznaczaja
sie réznice w stosunku do nadal liniowego charakteru przy
dominacji niepewnoéci typu B (r = 0,3). Zmniejszenie nie-
pewnosci nastepuje ze zwiekszeniem udziatu niepewnosci typu
A dla r = 1; 3,33 (rys. 3) — powierzchnie niebieska i purpu-
rowa, przy czym minima niepewnoéci sytuuja sie dla wartosci
k mniejszych od 0,5 w poblizu centrum przedzialu interpola-
cji. Najmniejsze wartodci uzyskuje si¢ dla p, = 1 i catkowitej
dominacji niepewnosci typu A.

4. Wyznaczanie niepewnosci rozszerzonej

Miara doktadnoéci wg Przewodnika GUM jest niepewnosc¢ roz-
szerzona wyznaczajaca przedzial, w ktérym moze znalezé si¢
estymator wartosci mierzonej z okreslonym prawdopodobien-
stwem p. Do jej oszacowania niezbedna jest znajomos$é wspol-
czynnika rozszerzenia kp jako mnoznika zlozonej niepewnosci
standardowej. Zalezy on od rodzaju rozkladu i licznosci probki
i jest wyznaczany analitycznie dla rozktadu Gaussa, Studenta
i kilku innych, np. prostokatnego i trapezowego [2]. W pozo-
stalych typach rozktadow, splotach i sumach rozkladéw sto-
suje sie rozwiazania calkowania numerycznego czy tez metody
Monte Carlo bazujace na generatorach préb pseudolosowych.
Dla przedziatu interpolowanego znormalizowana niepewnosé
rozszerzona wynosi:

U,(k) = k (k) - u (k) (7)

Metoda propagacji niepewnosci pozwala wylacznie na osza-
cowanie niepewnosci standardowych dla rozkladéw wielkosci
wyjsciowych (w tym tekscie omawia si¢ funkcje liniowa i tego
typu bledy nie wystepuja). Wskutek linearyzacji funkeji pomiaru
dla wiekszych niepewnosci wielkoSci mierzonych pojawiaja sie
dodatkowe bledy wielkosci wyjsciowych. W tej metodzie jest
wyznaczany numerycznie przedzial rozszerzenia. Do interpola-
cji zmiennej losowej wewnatrz przedzialu wykorzystano sume
wazona dwoch zmiennych losowych: w punkcie poczatkowym
i konncowym. Zmienne te stanowia sploty dwoéch rozkladow:

Gaussa dla niepewnoéci typu A i jednostajnego dla niepewno-
$ci typu B. Rozszerzony obszar pokrycia, odchylenie standar-
dowe oraz wspoétczynnik rozszerzenia dla prawdopodobienstwa
p = 95% rozkladu wypadkowego wyznaczono metoda Monte
Carlo w $rodowisku programistycznym MATLAB. Wykre-
$lono charakterystyki zaleznosci wspélczynnika rozszerzenia kp
dla niepewnosci rozszerzonej w funkcji parametru potozenia k
w przedziale interpolowanym dla réznych stosunkéw niepewno-
§ci €, €, udzialéw niepewnoéci typu A/B zawartych w para-
metrze r i dla kilku wspélczynnikéw korelacji p . Przyjeto
uproszczenie zerowych wartosci oczekiwanych zastosowanych
rozkladéw. Korelacje dla rozkladéw Gaussa otrzymano przez
zastosowanie dwoch nieskorelowanych zmiennych losowych X |
i X o rozkladzie Gaussa i o zerowych wartosciach oczekiwa-
nych oraz odchyleniach standardowych odpowiednio ¢ ,u,, oraz

Uyl = P

1_(pA/8A)2 |

Zapomoca X, i X,, = pAXAl/eA +,[1 —(pA/e‘A)ZX opisane
sg zmienne losowe dla punktéw skrajnych przedziatu interpola-
cji niepewnosci typu A. Ich odchylenia standardowe wynosza
odpowiednio & ,u,, i u,,. Sa one skorelowane ze wspdtczynnikiem
korelacji p ,, a zmienna interpolowana dla typu A ma postac:

X, =(1- KX, + kX, (8)

Zmienna losowa X, dla typu B jest suma dwéch catkowicie
skorelowanych zmiennych o réznych odchyleniach standardo-
wych, tj.:

X, =(1-kX, + kX, (9)

Ich wartosci oczekiwane sa réwne zeru, a odchylenia stan-
dardowe wynosza € juy,, oraz u,,.

Wypadkowa zmienna losowa X w przedziale interpolacji
wyraza sie¢ wzorem:
X=X, +X,=0-kX,+X,)+KX,+ X, (10
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Po normalizacji do niepewnoéci konicowego punktu przedziatu
interpolacji otrzymuje sie:

) (1= k) (X + X )+ (X 1y + X, )

2 2
\/qu +ug,

n

Wspblezynnik rozszerzenia kp dla wartosci z, o polozeniu k
i p = 95% podano na rysunku 4. Wspoélezynnik ten wyzna-
cza sie ze éredniej arytmetycznej sumy wartosci granicznych
o pokryciu 2,5% i 97,5%, znormalizowanej do odchylenia stan-
dardowego rozkladu wypadkowego. Skorzystano ze standardo-
wych funkcji pretile() i std() $rodowiska MATLAB.

7 rysunku 4 wynika, ze znormalizowana niepewnos¢ wypad-
kowa X osiagga minimum okolo £ = 0,35 dla kj7 = 1,87, a na
krancach interpolowanego przedzialu wzrasta do kp = 1,91.
Dominacja niepewnosci typu B o rozkladzie prostokatnym, spra-

kp(k)

pa=70
r=20,3

pa=05

-

= -

0 0,1 0,2 0,3 0,4

pa=0
r=1

-
- =
e e an e am = - -

wia, ze wspoOlczynnik rozszerzenia jest najmniejszy w $rodku
przedziatu i dla zerowe] korelacji niepewnodci A, czyli dlap , =0,
znajduje si¢ dla k£ = 0,45; kp = 1,69. Przemieszcza si¢ on do
srodka dlap, = 0,5 i kp = 1,72, przy czym wartosci jego rosna
w kierunku koncéw przedziatu do kp = 1,73-1,74. Dla rozktadu
o dominacji niepewnosci typu A, tj. rozktadu Gaussa, otrzymano
wspolezynnik réwny okoto 1,96.

Na rysunku 5 poréwnano korytarze niepewnosci dla liniowej
charakterystyki przetwornika.

Korytarz hiperboliczny wyznaczono metoda regresji dla jed-
nakowej niepewnosci 10 punktow, a korytarz paraboliczny — wg
metody dwupunktowej. Metoda ta stuzy gléwnie do estymacji
niepewnosci typu A i jej zmian w warunkach pracy przetwor-
nika. Natomiast charakterystyke znamionowa tego przetwor-
nika wyznacza si¢ metoda wielopunktowa w procesie kalibracji
w warunkach laboratoryjnych.

Itntutee 000 commmmmms ¢ ¢ ¢ Gutmufin® %0¢ Scfinfinfief © § © Gufinfufe® G0 SN ¢ ¢ ¢ GHEEEEG 600 Sofinfnfef ® § © Sufulale® ®o° “clufinff © § ° Sulufafe® %° Sciututms ¢ ¢ ¢ GmmEEDe 000 ¢

£A=£B=0:9;£A=SB=0:5;£A:£B:0:5; g=e=05 &g=e=09

pa=0
r=333

pa =05

-
- =

k

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

Rys. 4. Zaleznos¢ wspotczynnika rozszerzenia k, estymowanej niepewnosci rozszerzonej w funkcji parametru k dla stopnia pokrycia 95%

iréznych wartoscir, €,, €, p,

Fig. 4. Dependence of the expansion coefficient k of the estimated expanded uncertainty as a function of the parameter k for a coverage degree of 95%

and various values of r, €, €,, P,
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Rys 5. llustracja charakterystyki liniowej wyznaczonej metoda regresji z hiperbolicznym korytarzem niepewnosci i metoda dwupunktowa

z korytarzem parabolicznym

Fig. 5. lllustration of the linear characteristic determined by the regression method with a hyperbolic corridor of uncertainty and a two-point method with

a parabolic corridor
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5. Podsumowanie i wnioski

W pracy zaprezentowano metode estymacji niepewnosci zto-
zonej i rozszerzonej dla punktéw funkeji opisujacej charakte-
rystyke przetwornika pomiarowego lub badanego urzadzenia
w rzeczywistych warunkach jego pracy. Metoda bazuje na
pomiarach kontrolnych w dwéch punktach tej charakterystyki.
7 wynikéw pomiaréw wyznacza sie niepewnosci typu A. Nato-
miast niepewnosci typu B szacowane sa heurystycznie z danych
technicznych stosowanej aparatury oraz jej warunkéw pracy
i warunkéw badanego obiektu.

Niepewno$¢ typu A estymuje si¢ dla wybranego punktu funk-
cji jako wazona sume zmiennych losowych opisujacych wyniki
obu pomiaréw kontrolnych, zalezng od wzglednego polozenia
w przedziale interpolacyjnym.

Niepewnosé¢ typu B przyrzadu lub przetwornika zalezy
liniowo od mierzonej wielkosci i opisuje odchylenie standar-
dowe spodziewanego zbioru odchylen od jej estymaty w okre-
sie waznosci kalibracji aparatury i w okre$lonych warunkach
pomiaru. Jesli pomiary w obu kontrolowanych punktach wyko-
nuje si¢ ta sama aparatura, to mozna traktowaé, ze wskazania
sa w pelni skorelowane.

W pracy wyznaczono znormalizowana niepewnos¢ zlozona
i rozszerzona mierzonego posrednio menzurandu wyjéciowego
metoda propagacji niepewnosci sktadowych. Wspétczynnik
rozszerzenia zlozonej niepewnosci pomiaru wyznaczono dla
niepewnosci typu A metoda propagacji rozkladu Gaussa, za$
dla niepewnosci typu B z propagacji rozkladu jednostajnego.

Zanalizowano zaleznosci wspolczynnika rozszerzenia od przy-
jetych parametréw, w tym w funkcji potozenia analizowanego
punktu w interpolowanym przedziale i w zaleznosci od udzia-
16w wariancji (kwadratéw niepewnosci) typu A, B w niepew-
nosci catkowitej.

W treéci pracy sformutowano wnioski szczegbltowe wynika-
jace z analizy zaleznosci zaprezentowanych na wykresach.

Przedstawiona metode¢ mozna wykorzysta¢ m.in. do:

— kontroli niepewnosci aparatury in situ, pracujacej w réznych
rzeczywistych warunkach otoczenia, zaréwno w przemysle, jak

i w innych dziedzinach,

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

— monitoringu i statystycznego sterowania jakoscig procesow
wytworczych i innych,

— szybkiego wyrywkowego sprawdzania wiarygodno$ci stanowisk
i systeméw pomiarowych stosowanych w badaniach naukowych
i technicznych w przemysle, medycynie, badaniach $rodowiska
i w technice wojskowej.
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Estimation of the Extended Uncertainty of Points of
the Characteristic from Two Control Measurements

Abstract: The idea of estimation the uncertainty of function points describing the characteristics
on the basis of measurement results at two control points was discussed. The uncertainties type B
are estimated as for data with uniform distribution based on the permissible maximum errors of
instrument, assuming a correlation coefficient of 1 for the measurements by same instrument

and 0 by different. The uncertainties type A are estimated by the statistical method as for data
with normal distribution. For synchronous control measurements, a correlation coefficient is

also estimated. On this basis, component, complex and extended uncertainties and correlation
coefficient are estimated for other points of the function describing the examined characteristic of

tested object, using the Monte Carlo method.

Keywords: interpolation, uncertainty types A and B, correlation coefficient, Monte Carlo method
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