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Wyznaczanie sposobu pakowania palet dla robota
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Streszczenie: Artykut dotyczy zagadnienia automatycznego pakowania palet przez robota.

W procesach logistycznych branzy handlowej towary dostarczane z magazynéw do sklepéw
sprzedazy detalicznej sg transportowane na paletach. W artykule analizowane sg sposoby uktadania
i rozmieszczenia towaréw na palecie pod katem mozliwosci realizacji takich upakowar przez robota.
Zeby robot mégt umiescié towar w danym miejscu na czesciowo zatadowanej palecie, musi mie¢ do
tego miejsca swobodny dostep, tzn. miejsce to nie moze by¢ zastoniete. Zaproponowano grafowy
model reprezentacji upakowan i sformalizowang metode wyznaczania kolejnosci ustawiania towaréw
na palecie przez robota. Pokazano tez, ze nie kazdy wzor upakowania da sie utozy¢€ przy uzyciu

robota.

Stowa kluczowe: trojwymia

1. Wprowadzenie

Wiekszos$¢ towaréw dostarczanych do magazynéw, a nastep-
nie do sklepéw sprzedazy detalicznej jest transportowanych na
paletach. Paleta to prostokatna platforma, na ktérej umiesz-
czane sa produkty w celu ich sktadowania i przenoszenia.
W magazynach na paletach przechowywane sa towary jed-
nego typu. Zamoéwienia ze sklepéw dotycza zwykle zréznicowa-
nego asortymentu. W zwiazku z tym pojawia si¢ koniecznosé
zaladowania palet z wymaganymi towarami przez odbiorcow
w ilo$ciach zgodnych z ich zaméwieniami. Dazy si¢ przy tym,
aby realizujac poszczegélne zaméwienia, liczba wykorzystywa-
nych i potem transportowanych palet byla jak najmniejsza.
Przy duzej réznorodnodci towaréw proces ich ukladania na
paletach moze byé¢ zlozony. Po pierwsze, trzeba okresli¢ spo-
sOb rozmieszczenia towardéw na paletach, a po drugie kolejnosé
ich pakowania przez robota. Artykul dotyczy tej drugiej kwe-
stii, czyli mozliwosci realizacji przez roboty pakujace wzoréw
upakowan wyznaczonych w procesie optymalizacji. Wzor upa-
kowania to sposéb rozmieszcezenia towaréw na paletach, czyli
opis miejsc ich polozenia.

W rozdziale 2 przedstawiono przeglad modeli, metod oraz
technik najczesciej stosowanych przy pakowaniu elementéw
trojwymiarowych. W rozdziale 3 analizowana jest przydatnosé
tych metod w przypadku wykorzystywania robotéw pakuja-
cych do zaladunku palet. Przedstawiono oryginalng metode,
ktéra pozwala sprawdzi¢ czy dany wzér upakowania moze byé
ulozony przez robota i jezeli jest to mozliwe, to wyznacza kolej-
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noé¢ ukltadania towaréw uwzgledniajaca uwarunkowania pracy
robota. Metoda ta wykorzystuje wprowadzona przez autora kon-
cepcje zagregowanych grafoéw poprzedzania oraz zaproponowany
w tym rozdziale algorytm multisortowania topologicznego zbioru
grafow. Wykazano, ze nie wszystkie techniki pakowania przed-
stawione w rozdziale 2 gwarantuja uzyskanie wzoréw upako-
wan, ktére mozna potem utozy¢ przy uzyciu robota. Rozdzial 4
zawiera koncowe wnioski i podsumowanie.

2. Modele i metody pakowania
w przestrzeni trojwymiarowej

Towary pakowane na paletach sa zwykle przewozone w opako-
waniach zbiorczych, np. kartonach, zgrzewkach opakowanych
folia, tackach itp. W dalszej czesci artykutu takie opakowa-
nia bedziemy nazywaé elementami. W wiekszo$ci maja one
ksztalty zblizone do prostopadloécianéw. Dlatego w klasycz-
nych modelach pakowania zaklada sie, ze pakowane elementy
maja ksztalt prostopadloscianéow i ze beda ukladane na pale-
tach réwnolegle do jej brzegéw. Takie upakowania nazywane sa
w literaturze upakowaniami ortogonalnymi. Czasami moga by¢
dopuszczalne rézne orientacje utozenia elementéw na palecie,
tzn. moga by¢ one kladzione na dowolnych bokach. W prak-
tyce zwykle jednak wymagane jest, zeby elementy byty usta-
wiane pionowo na wyroznionej spodniej powierzchni i jezeli
spéd jest prostokatny, to wtedy mozliwe sa tylko dwa sposoby
ich ustawienia.

Dwa podstawowe modele, ktére sa wykorzystywane w przy-
padku pakowania na palety elementéw o zréznicowanych wymia-
rach, to Trdjwymiarowy Problem Pakowania Pojemnikéw (ang.
Three-dimensional Bin Packing Problem), ktéry bedziemy
dalej oznaczaé 3D-BPP oraz Problem Pakowania Pojedynczego
Pojemnika (ang. Single Container Loading Problem) oznaczany
dalej jako SCLP. W modelu 3D-BPP, majac dany zbiér pro-
stopadlosciennych elementéw N, nalezy zapakowaé wszystkie
elementy z tego zbioru do jak najmniejszej liczby prostopa-
dlosciennych pojemnikéw o okreslonych wymiarach. W modelu
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SCLP trzeba zapakowaé tylko jeden pojemnik elementami ze
zbioru N, ale w taki sposéb, zeby suma objetosci zapakowa-
nych elementéw byla jak najwieksza. W tym przypadku nie
wszystkie elementy ze zbioru N musza by¢ zaladowane. Obszerny
przeglad réznych metod stosowanych zaréwno do pakowania
pojedynczego pojemnika w problemie SCLP oraz wielu pojem-
nikéw w modelu 3D-BPP zawiera praca [8]. Z punktu widzenia
ztozonosci obliczeniowej oba problemy sa NP-trudne. Techniki
stosowane do umieszczania poszczegdlnych elementéw w pojem-
nikach sa podobne.

Typowe podejécie do problemu pakowania wielu pojemni-
kow polega bowiem na zaadaptowaniu algorytmu pakowania dla
pojedynczego pojemnika. Mozna wyrézni¢ trzy gltéwne strategie
stosowane w przypadku problemu 3D-BPP:

— sekwencyjna — pakowanie elementéw po kolei, najpierw
do pierwszego pojemnika, potem pozostale elementy do
drugiego itd.,

— réwnoczesna — oszacowanie liczby potrzebnych pojemnikéw
i jednoczesne ich zapakowywanie,

— hierarchiczna — w warstwie nadrzednej elementy sa przy-
dzielane do poszczegdlnych pojemnikow bez okreélania ich
pozycji, w warstwie podrzednej rozpatruje juz sie tylko
jeden pojemnik i stosuje model SCLP.

Dwie podstawowe decyzje i operacje wykonywane w algo-
rytmach pakowania to wybér kolejnego elementu, ktéry bedzie
pakowany oraz wybér miejsca jego umieszczenia. Te operacje
sa wykonywane sekwencyjnie, az do zapelnienia pojemnika lub
zapakowania wszystkich elementéw. Poszczegdlne algorytmy
roznia sie kolejnoscia wykonywania tych dwéch operacji oraz
stosowanymi regutami decyzyjnymi, przy czym proponowane
sg tez algorytmy, w ktérych jednocze$nie dokonuje si¢ wyboru
elementu oraz miejsca jego polozenia w pojemniku [9]. Zbi6r
miejsc, w ktérych moze byé wstawiony nastepny element jest
zwykle ograniczony i sposéb wyznaczania tych miejsc oraz
reguly wyboru najlepszego z nich tez rézni te algorytmy.

W literaturze opisywane sa rézne metody okreslania zbioru
potencjalnych miejsc wstawienia nastepnego elementu. W pracy
[6] zastosowano koncepcje punktéw naroinych (ang. Corner
Points). W proponowanym tam algorytmie pierwszy element jest
pakowany w dolnym, tylnym, lewym rogu pojemnika, a nastepne
sa dostawiane w nowo powstalych rogach czesciowego upakowania.
W rezultacie upakowanie jest rozbudowywane od jednego rogu
palety. Narozne punkty wstawiania charakteryzuja si¢ tym, ze
powyzej nich, z przodu oraz z prawej strony nie ma innych elemen-
téw, ale linie poprowadzone w gére, do przodu i w prawa strone od
tych punktéw stykaja sie z pewnymi juz zapakowanymi elemen-
tami lub bokami pojemnika. Sa to punkty, w ktérych umieszcza
si¢ dolny, tylny, lewy rég wstawianego elementu. Na rys. 1 poka-
zano, jak wygladalyby narozne punkty wstawiania w przypadku
dwuwymiarowego pakowania. Sa one oznaczone kropkami.

W pracy [2] zaproponowano zbiér punktéw wstawienia nazy-
wanych punktami kraricowymi (ang. Extreme Points), ktéry
obejmuje rowniez punkty we wglebieniach konturu dotychcza-
sowego upakowania. Sg to punkty na zewnetrznych powierzch-
niach ulozonych juz elementéw lub bokach pojemnika, ktore
leza na przedluzeniu rogéw dostawianych elementéw. Podob-
nie, lecz nieco inaczej okreslono punkty wstawienia w arty-
kule [4] — jako punkty styku trzech zewnetrznych powierzchni
réznych elementéow uwzgledniajac w tym boki pojemnika.
Stanowia one rogi aktywnych przestrzeni (ang. action space),
w ktérych moga by¢ umieszczane nastepne elementy.

W pracy [10] opisano dwie inne koncepcje okreslania poten-
cjalnych miejsc umieszczania kolejnych elementéow. Puste
miejsce na palecie jest reprezentowane jako suma teoriom-
nogosciowa zbioru (listy) prostopadloscianéw przylegajacych
do zapakowanych elementéw. Kazdy nastepny element jest
umieszczany tylko w jednym z tych prostopadtoscianéow, na
jego dolnej powierzchni.

Technika partycji wolnej przestrzeni (ang. partition) charak-
teryzuje sie tym, ze poszczegdlne prostopadlo$ciany w utwo-
rzonej liscie sa zawsze wzajemnie roztaczne. Na poczatku, gdy
pojemnik jest pusty, w liscie mamy tylko jeden prostopadto-
Scian wielkosci tego pojemnika. Po zapakowaniu pierwszego
elementu w rogu na dole pojemnika, w miejsce dotychczaso-
wego prostopadlo$cianu pojawiaja si¢ trzy nowe — jeden gérny
i dwa boczne. Taki podzial wolnej przestrzeni ma charakter
gilotynowy, tzn. jest dokonywany przez sekwencje cie¢ wzdluz
bokéw wstawionego elementu. W zaleznosci od kolejnosci prze-
prowadzania tych cie¢ uzyskuje sie rézne warianty podziatu.
W sumie jest 6 takich wariantow.

Rysunek 2 przedstawia widok z géry palety po zapakowaniu
elementu o podstawie [A, B, E, D]. Gérny prostopadloscian par-
tycji przylega od dotu do gérnej powierzchni zapakowanego ele-
mentu i w zaleznosci od wariantu podziatu moze mie¢ podstawe
[A, B, D, E|, [A, C, F, D], [A, B, H, G] lub [A, C, I, G]. W gére
sigga do wysokosci pojemnika. Boczna wolna przestrzen moze
by¢ podzielona na dwa sposoby. W pierwszym wariancie jeden
prostopadlodcian ma podstawe [B, C, F, E], a drugi — podstawe
[D, F, I, G). W drugim wariancie jeden prostopadlo$cian ma
podstawe [B, C, I, H), za$ drugi [D, E, H, G]. Wysoko$¢ bocz-
nych prostopadtoécianéw zalezy od ksztaltu gbérnego prostopa-
dloscianu. Gdy wymaga sie, zeby spdd kazdego wstawianego
elementu opieral si¢ w calosci na innym elemencie, to rozpatruje
sie tylko dwa warianty partycji wolnej przestrzeni. Gérny pro-
stopadlo$cian ma wtedy zawsze podstawe [4, B, E, D], czyli
taka jak wstawiony element. Stosujac technike partycji wolnej
przestrzeni trzeba zawsze po zapakowaniu nowego elementu
dokona¢ jednoznacznego wyboru sposobu podziatu wolnej prze-
strzeni sposréd powyzszych wariantéw, co moze ograniczaé zbiér
dopuszczalnych miejsc wstawient dla nastepnych elementéw.

Rys. 1. Narozne punkty wstawiania dla przypadku dwuwymiarowego
Fig. 1. Corner Points for 2D packing problem
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Rys. 2. Reprezentacja wolnej przestrzeni (widok z géry)
Fig. 2. Empty space representation (top view)
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W technice pokrycia (ang. cover) wolna przestrzen jest
reprezentowana przez zbiér nachodzacych na siebie prostopa-
dlos$cianéw. Po wstawieniu elementu jest tylko jeden sposéb
wyznaczenia tych prostopadloécianéw. Na rys. 2 gérny pro-
stopadtoscian przylegalby do gérnej powierzchni wstawionego
elementu i mialby podstawe [A, C, I, G]. Dwa boczne prostopa-
dlo$ciany mialyby za$ podstawe [B, C, I, H| oraz [D, F, I, G].
Gorne Sciany wszystkich trzech prostopadloscianéw bylyby na
wysokosci gérnego boku pojemnika.

Wstawianie elementéw w punktach naroznych daje wiecej
mozliwych konfiguracji ulozenia elementéow niz technika par-
tycji wolnej przestrzeni. W szczegdlnosci umozliwia utworze-
nie wzoréw upakowan, ktére nie sa gilotynowe. Jeszcze wiecej
swobody w wyborze miejsca wstawienia elementéw stwarzaja
punkty kraiicowe. Podobnie jak w przypadku punktéw naroz-
nych, upakowanie jest wtedy rozbudowywane od dolnego, tyl-
nego, lewego rogu palety. W pracy [4] zaproponowano metode
pakowania dopuszczajaca mozliwos¢ wstawiania elementéw
réwniez w innych rogach wolnej przestrzeni (przestrzeni aktyw-
nej) — nawet tych gérnych. Elementy sa wtedy umieszczane
najpierw w réznych rogach pojemnika, potem wzdluz jego
brzegéw i bokdéw, a na koncu w $rodku. Ten sposéb wstawiania
elementéw oczywiscie nie moze by¢ zastosowany do pakowania
palet, bo tadowane towary nie moga ,,wisie¢ w powietrzu”. Naj-
wiecej swobody w wyborze miejsca wstawienia elementéw daje
technika pokrycia wolnej przestrzeni. Na przyklad upakowanie
przedstawione na rys. 3 da si¢ uzyskaé przy jej zastosowaniu.
Inne wymienione wyzej sposoby wstawiania elementéw nigdy
nie doprowadza do takiego wzoru upakowania. Gdyby jednak
byl jeszcze jeden element wypelniajacy lewy rég miedzy ele-
mentami 3 i 5, to takie powigkszone upakowanie datoby sie
uzyskac stosujac nie tylko technike pokrycia wolnej przestrzeni,
ale réwniez przez wstawianie elementéw w punkty krancowe,
a takze w rogi aktywnej przestrzeni. Nie byloby jednak wciaz
osiagalne przy zastosowaniu partycji wolnej przestrzeni oraz
punktéw naroznych.

Problem pakowania znacznie si¢ upraszcza, jezeli uktadane
elementy maja identyczne wymiary. Z taka sytuacja mamy
zazwyczaj do czynienia, gdy towary sa pakowane na palety
przez producentéw do magazynéw. W literaturze ten problem
optymalizacji jest nazywany Pallet Loading Problem (PLP) lub
Manufacturer’s Pallet Loading Problem (MPLP). Artykul [7]
stanowi obszerny przeglad réznych podejsé do rozwiazywania
problemu MPLP. Stosuje sie tu zupelnie inne techniki wyzna-
czania wzoréw pakowania niz w przypadku probleméw SCLP
i 3D-BPP. Sa one jednak tam tez niekiedy wykorzystywane,
gdy ze wzgledu na wystepowanie znacznej liczby elementow
o jednakowych wymiarach, korzystne jest tworzenie z nich
jednolitych warstw [5].

3. Upakowania robotowe

W przypadku automatyzacji procesu pakowania palet, oprocz
problemu wyznaczania wzoréw upakowania, wazna jest tez
kwestia mozliwoéci ich realizacji przez robota. Zeby umiescié
element na palecie, robot musi mie¢ swobode dostepu do miej-
sca jego wstawienia. W zaleznosci od konstrukeji robota mozna
roznie te wymagania dostepu definiowac.

3.1. Jednostronne upakowanie robotowe

W pracy [3] wprowadzono pojecie upakowania robotowego
(ang. robot packing). Jest to upakowanie, ktére mozna ultozyé
startujac z dolnego, tylnego, lewego rogu palety i wstawiajac
kolejne elementy tak, zeby byly one zawsze nad, przed i z pra-
wej strony poprzednio ulozonych elementéw. W niniejszym
artykule takie upakowanie bedziemy nazywaé jednostronnym
upakowaniem robotowym.

Krzysztof Pienkosz

Definicja1 Jednostronne upakowanie robotowe to wzér upako-
wania, ktory powstaje, gdy elementy podczas wstawiania nie sq
zastoniete od gory, od przodu palety oraz z jej prawej strony.

Jednostronne upakowanie robotowe zaklada, ze robot zeby
ulozy¢ na palecie kolejny element, musi mie¢ swobodny dostep,
czyli pusta przestrzen od géry, od przodu palety i z prawej
strony tego elementu. Okazuje sig, ze nie dla kazdego upako-
wania jest to mozliwe. Na rys. 3 jest przedstawiony przyklad,
ktéry nie jest jednostronnym upakowaniem robotowym. W dal-
szej czesci tego rozdziatu przedstawimy metode, ktéra pozwala
w sposob sformalizowany stwierdzi¢ czy dane upakowanie jest
jednostronnym upakowaniem robotowym. Ponadto jezeli nim
jest, to metoda ta wyznacza dla robota kolejnos¢ pakowania
elementéw przy takich uwarunkowaniach.

z
3

Y

Rys. 3. Przyktad, ktéry nie jest jednostronnym upakowaniem
robotowym (elementy 1i 2 oraz 3 i 4 sg identyczne)

Fig. 3. An example which is not a one-sided robot packing (items 1 and 2
are identical as well as 3 and 4)

Niech N bedzie zbiorem elementéw zapakowanych na palecie.
Polozenie tych elementéw i € N bedziemy identyfikowaé przez
wspélrzedne (z, y, z) ich dolnego, tylnego, lewego rogu w ukla-
dzie wspotrzednych X, Y, Z, gdzie o X jest skierowana w prawo,
o$ Y do przodu, a 0§ Z do géry (jak na rys. 3). Punkt (0, 0, 0)
to dolny, tylny, lewy rég palety. Dla danego upakowania zdefi-
niujmy podobnie jak w [11] graf poprzedzania G, = (V,, E)
dla osi X. Jest to graf skierowany, w ktérym:

— kazdemu elementowi ¢ € N odpowiada jeden wierzchotek
ve V,
— istnieje tuk od wierzchotka v, do v, wtedy i tylko wtedy, gdy

7, + [ < T gdzie [, jest wymiarem elementu ¢ wzdtuz osi X.

Gy e Gz @
® 6 OO0
(4] @

Rys. 4. Grafy poprzedzania dla przyktadu z rys. 3
Fig. 4. Comparability graphs for the example presented in Fig. 3

Graf G, opisuje wzajemne polozenie zapakowanych elementéw
wzdluz osi X. Luk od wierzchotka v, do v, W tym grafie oznacza,
ze element j znajduje si¢ catkowicie po prawej stronie elementu i.
Analogicznie definiujemy grafy poprzedzania G, oraz G, dla osi
Y oraz Z. Na rys. 4 sa przedstawione grafy poprzedzania dla
upakowania z rys. 3.

Grafy G, G, i G, sa grafami skierowanymi, maja taki sam
zbidr wierzchotkéw, ale moga rézni¢ si¢ tukami. Zauwazmy, ze
kazdy z nich zawsze bedzie grafem acyklicznym. Dla tych graféw
wprowadzmy jeszcze pojecie zagregowanego grafu poprzedzania,
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ktory bedziemy oznacza¢ symbolem G, + G, + G, Jest to graf
skierowany, w ktorym:

— zbiér wierzcholkéw jest taki sam jak w G, G, oraz G,

— istnieje tuk od wierzchotka v, do v, wtedy 1 tylko wtedy, gdy

w jednym z graféow G,, G, badz G, istnieje tuk od v, do v,

i w zadnym z tych graféw nie ma tuku przeciwnie skiero-

wanego, tzn. od v, do v,

Zagregowany graf poprzedzania okresla wymagana wzajemna
kolejnoséé pakowania przez robota poszczegdlnych par elementéw.
Zauwazmy, ze jezeli w grafie G, +G, +G, wystepuje tuk od
wierzchotka v, do v, to element j jest powyzej, badz z przodu,
albo z prawej strony elementu i, a zatem musi by¢ pdzniej
zapakowany niz 4. Z drugiej strony, jezeli w zadnym z graféw
G, G, oraz G, wierzcholki v, i v, nie sg polaczone tukiem, to
elementy 7 oraz j nie zaslaniaja sie nawzajem i moga by¢ pako-
wane w dowolnej kolejnosci. Jesli w jednym z graféw G, G, lub
G, jest tuk od wierzchotka v, do v, a w innym tuk przeciwnie
skierowany, to elementy 7 oraz j nie koliduja ze soba i w zwiazku
z tym w zagregowanym grafie poprzedzania nie bedzie migdzy
nimi zadnego tuku. Na przyklad dla upakowania przedstawio-
nego na rys. 1, w grafie G bylby tuk od v, do v, a w grafie
G, tuk przeciwny od v, do v,. Zauwazmy, ze elementy 4 i 5 nie
zastaniajg sie wzajemnie wzdluz osi Xi Y.

Graf G, + G, + G, nie zawsze bedzie grafem acyklicznym.
Jezeli jest grafem acyklicznym, to mozna tak ponumerowaé
wierzchotki, ze wierzchotek v, bedzie miat przypisany mniejszy
numer niz v, wtedy 1 tylko wtedy, gdy w tym grafie istnieje tuk
od v, do v. Numery wierzchotkéw okreslajg nam wtedy kolej-
noé$¢ pakowania przez robota poszczegélnych elementéw. Jezeli
graf G\ + G, + G, nie jest acykliczny i zawiera cykl, to upa-
kowanie reprezentowane przez ten graf nie jest jednostronnym
upakowaniem robotowym.

Whiosek 1 Wzér jest jednostronnym upakowaniem roboto-
wym wtedy i tylko wtedy, gdy zagregowany graf poprzedzania
G, + G, + G, dla tego wzoru jest acykliczny.

Procedura sprawdzania czy graf skierowany jest acykliczny
i jednoczesnie numerowania wierzchotkéw zgodnego z orien-
tacja hukow jest nazywana w literaturze sortowaniem topo-
logicznym i znane sa efektywne algorytmy jej realizacji [1].
Graf mozna posortowaé topologicznie wtedy i tylko wtedy,
gdy jest acykliczny.

Na rys. 5 jest zamieszczony zagregowany graf poprzedzania
G, + G, + G, dla upakowania z rys. 3 i graféw poprzedzania
G, G,i G, przedstawionych na rys. 4. Zauwazmy, ze w tym
grafie wierzchotki 2, 5, 4 tworza cykl. Element 5 musi by¢ wsta-
wiony po elemencie 2, bo na nim lezy, a jednoczesnie przed
elementem 4, ktéry go zastania od przodu, z czego wynika,
ze element 4 musialby by¢ ulozony po elemencie 2. Jest to
jednak niemozliwe, bo element 2 zastania element 4 z prawej
strony. Zatem wzor z rys. 3 nie jest jednostronnym upakowa-

niem robotowym.

Rys. 5. Graf G, + G, + G, dla przyktadu z rys. 3

Fig. 5. Graph G, + G, + G, for the example presented in Fig. 3
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Gdyby jednak w upakowaniu z rys. 3 nie bylo elementu 4,
to w zagregowanym grafie poprzedzania na rys. 5 nie byloby
wierzchotka 4 i graf ten daloby sie posortowaé topologicznie
przypisujac kolejne numery wierzchotkom 1, 3, 2, 5. Byloby
to wiec jednostronne upakowanie robotowe, a taka numera-
cja wierzchotkéw okreslataby kolejnosé pakowania elementow
przez robota.

Sposréd technik wstawiania elementéw wymienionych w roz-
dziale 2 tylko punkty narozne [6] oraz partycja wolnej prze-
strzeni [10] zawsze prowadza do jednostronnego upakowania
robotowego. Podejscia oparte na krancowych punktach wsta-
wiania [2], pokrycia wolnej przestrzeni [10] lub aktywnych
przestrzeni [4] nie gwarantuja uzyskania takiego upakowania.

3.2. Wielostronne upakowanie robotowe

Uktadajac jednostronne upakowanie robotowe zakladamy, ze
ramie robota pakujacego jest na sztywno zamontowane przed
przednia strona palety i do wstawienia elementu w okreslone
miejsce, musi by¢ wolny dostep od gory, od przodu i z prawej
strony. Istnieja bardziej elastyczne konstrukcje robotéw umoz-
liwiajace pakowanie z dowolnej strony palety. Uwzgledniajac
mozliwosci takich robotéw wprowadzamy pojecie wielostron-
nego upakowania robotowego.

Definicja 2 Wielostronne upakowanie robotowe to wzér upa-
kowania, ktory powstaje, gdy elementy podczas wstawiania
nie sq zastoniete od gory i od dowolnych dwdch sgsiednich
bokow palety.

Przy ukladaniu wielostronnego upakowania robotowego
zaklada sig, ze robot moze wstawi¢ element z dowolnej strony
palety. Musi mie¢ jednak pusta przestrzen od tej strony palety,
a takze od géry i od jednego z bokéw elementu, zeby nie musial
go wciskaé¢ miedzy inne elementy. Okazuje sie, ze grafowe
modele upakowania proponowane w poprzednim rozdziale,
mozna réwniez wykorzysta¢ do analizy wielostronnych upako-
wan robotowych. Niech Gy bedzie grafem, ktéry rézni sie od
grafu poprzedzania G, tym, ze wszystkie tuki sa przeciwnie
skierowane. Graf ten jest wiec tez grafem poprzedzania, ale
w kierunku przeciwnym do osi X i opisuje dopuszczalng kolej-
nos¢ pakowania elementéw od tej strony. W analogiczny spos6b
zdefiniujmy graf poprzedzania Gy. Zeby uwzglednié¢ mozliwo-
$ci pakowania robota od kazdego z czterech bokéw palety
utwérzmy nast@puj@ce_ cztery zagregowane grafy _popr@dzania:
G+ G, + G, Gy +Gy +Gy, Gy +Gy +Gy, Gx +Gy +G.
Kazdy z tych graféw opisuje wtedy ograniczenia dotyczace
kolejnosci pakowania elementow z poszczegdlnych stron palety.

Dla zbioru graféw skierowanych G posiadajacych taki sam
zbiér wierzchotkéw V zdefiniujmy procedure multisortowa-
nia topologicznego.

Multisortowanie topologiczne zbioru graféw skierowanych G

Dk:=|V];

2) Dopdki k> 0

— Znajdz wierzchotek v, z ktorego nie wychodzi tuk przynaj-
mniej w jednym z graféw G € G. Jezeli taki wierzcholek ist-
nieje, to przypisz mu numer k, w przeciwnym przypadku
KONIEC (cykle w kazdym grafie i nie da sie ponumerowaé
wszystkich wierzchotkéw);

— Usun wierzcholek v ze wszystkich graféw G € G oraz wszyst-
kie tuki dochodzace, badZz wychodzace z niego;

-k=k—1;

Algorytm multisortowania topologicznego ma ztozonosé
obliczeniowa O(] V' ]?), bo sklada sie z operacji przegladu wierz-
choltkéw oraz usuwania tukéw, ktérych jest nie wigcej niz | V|2
Utworzenie zagregowanych graféw poprzedzania wymaga okre-
$lenia relacji miedzy poszczegdlnymi parami wierzchotkéow,
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a wiec tez ma zlozonosé O(| V ?). Zatem cala procedura wyzna-
czania kolejnosci uktadania elementéw na palecie przez robota
ma zlozono$é O(|V |?).

Zauwazmy, ze multisortowanie topologiczne tylko jednego
grafu sprowadza sie do zwyktego sortowania topologicznego i spraw-
dzenia acyklicznoéci tego grafu. Ponadto mozna stwierdzié, ze
gdy jeden z graféw G € G jest acykliczny, to topologiczna nume-
racja jego wierzchotkéw bedzie tez jednym z wariantéw nume-
racji multisortowania topologicznego.

Przeprowadzajac multisortowanie topologiczne dla graféw
G+ G, + G, Gy +Gy +Gy, Gy +Gy +Gy, Gy +Gy +Gy
dokonujemy w istocie rozpakowywania palety, zdejmujac w kaz-
dym kroku jeden element, ktéry nie jest zastonigty od géry i od
dwoch stron palety. Przypisane wierzchotkom numery okreslaja
wiec kolejnosé wielostronnego upakowania robotowego. Zapa-
mietujac typ grafu zagregowanego, w ktérym znaleziono wierz-
cholek bez nastepnikéw, mamy tez informacje, od ktérej strony
palety nalezy wstawi¢ element odpowiadajacy temu wierzchol-
kowi. Mozna wigc sformulowaé ponizszy wniosek.

Whiosek 2 Wzér jest wielostronnym upakowaniem robotowym
wtedy i tylko wtedy, gdy da sie ponumerowac wszystkie wierz-
cholki przeprowadzajgc multisortowanie topologiczne zbioru gra-
fow G, + G, + G, Gy+Gy+Gy Gy +Gy +Gy,
Gy +Gy +Gy.

Analizujac upakowanie z rys. 3 mozna stwierdzi¢, ze nie jest
ono wielostronnym upakowaniem robotowym. Z wierzchotka 1
i 2 w kazdym z czterech zagregowanych graféw wychodzi tuk
do wierzchotka 5. Z wierzchotkéw 3 i 4 wychodzi tuk albo do
wierzchotka 1, albo do 2. Natomiast z wierzchotka 5 mamy tuk
albo do wierzchotka 3, albo do 4. Nie da sie wiec przeprowadzi¢
multisortowania topologicznego.

Gdyby jednak w upakowaniu z rys. 3 nie bylo elementu 3, to
takie upakowanie nie bytoby jednostronnym upakowaniem robo-
towym, bo w grafie G, + G, + G, wierzcholki 2, 5, 4 nadal
tworzylyby cykl (rys. 5). Byloby to natomiast wielostronne upa-
kowanie robotowe, gdyz bez wierzcholka 3 graf Gy + Gy + G,
bylby acykliczny. Na podstawie tego grafu otrzymaliby$my kolej-
nos¢ pakowania (2, 4, 1, 5) do zastosowania zaréwno od lewej,
jak i od tylnej strony palety. Byly tez mozliwe inne sekwencje
wielostronnego pakowania.

Zaproponowana technike analizy upakowan pod katem moz-
liwosci ich realizacji przez robota mozna tez zastosowaé do réz-
nych innych uwarunkowan dostepu przy wstawianiu elementow.
Rozwazmy przypadek, gdy robot musi mie¢ dostep od géry i tylko
od przedniej strony palety (osi Y), ale potrafi utozyé¢ (wcisnad)
element miedzy inne zapakowane elementy. Zeby okregli¢ kolej-
noé$¢ pakowania w takiej sytuacji wystarczy posortowaé topolo-
gicznie graf zagregowany G, + G, Dla upakowania z rys. 3 ma
on postaé taka jak na rys. 6. W tym grafie wierzchotki 1, 211 3
mozna ponumerowaé topologicznie w dowolnej kolejnosci, potem
wierzcholek 5, a na koricu 4, a zatem to upakowanie bytoby
realizowalne przez takiego robota. Gdyby robot potrafil pakowaé

Rys. 6. Graf G, + G, dla przyktadu zrys. 3
Fig. 6. Graph G, + G, for the example presented in Fig. 3
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elementy z kazdej strony palety majac tylko swobodny dostep
od tej strony i od gory, to nalezaloby przeprowadzi¢ multisor-
towanie topologiczne grafow G, + G,, Gx + Gy, G, + G, oraz
Gy +G,.

Na rys. 7 jest przedstawiony przyktad, ktéry pokazuje, ze
nawet dla tak zrecznego robota nie wszystkie upakowania sa
realizowalne. W tym przyktadzie na elementach 11 2 leza ele-
menty 3 i 4, a na nich wyzej elementy 5 i 6, na ktérych z kolei
opiera sie jeszcze element 7. Elementy 8, 9, 10 i 11 stoja na dole
palety, ale wystaja w gére wyzej niz element 7. Zatem, zeby
wstawic¢ element 7 z jakiejkolwiek strony palety, trzeba to zrobié
przed umieszczeniem przynajmniej jednego sposrod wystajacych
elementéw 8, 9, 10 i 11. Ale elementéw tych nie da si¢ wstawié
z boku po zatadowaniu elementu 7, bo ich miejsce wstawienia
zastaniajg elementy 1, 2, 3 i 4, ktére musza byl utozone przed
elementem 7. Mamy wiec cykl, ktéry zostanie wykryty w trakcie
multisortowania topologicznego.

Rys. 7. Przyktad, ktéry nie jest wielostronnym upakowaniem
robotowym (widok z géry)
Fig. 7. An example which is not a multi-sided robot packing (top view)

4. Podsumowanie

W artykule zaproponowano sformalizowana metode¢ analizy
wzoréw upakowan palet pod katem mozliwosci ich realiza-
cji przez robota. Pozwala ona okredli¢, czy dane upakowanie
mozna ultozyé przy uzyciu robota i jezeli odpowiedz jest pozy-
tywna, to wyznacza kolejno$¢ pakowania elementéw uwzgled-
niajaca uwarunkowania pracy robota. Metoda ta wykorzystuje
grafows reprezentacje upakowania, ktora jest na tyle ela-
styczna, ze mozna w niej uwzgledniaé zréznicowane zdolno-
$ci manipulacyjne robota pakujacego. W rezultacie moze by¢
w jednolity sposéb zastosowana do dowolnie definiowanego
pojecia pakowania robotowego, okreélajacego wymagana swo-
bode dostepu robota podczas uktadania kolejnych towaréw
na palecie.
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Abstract: In the paper the problem of an automatic pallet loading with the usage of a robot is
considered. In the logistic processes of trade business commaodities are distributed from stores to
retailers on pallets. In the paper the methods of pallet loading are analyzed in terms of the robot
packing abilities. In order to put an item in a given place in a partially loaded pallet, robot needs

to have free access to this place, so it cannot be blocked. A graph model is proposed to represent
the relative positions of items on pallets and a method for sequencing of robot packing operations is
formulated. It is also shown that not all patterns of pallet packing can be realized by a robot.
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dotycza badan operacyjnych, w szczegdlnosci metod optymalizacji dyskretnej,
algorytmow rozwiazywania probleméw kombinatorycznych oraz zagadnien pla-
nowania i harmonogramowania
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