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OPTYMALIZACJA W ZASTOSOWANIU DO PLANOWANIA 
RUCHU �CI�LE WSPÓ�PRACUJ�CYCH ROBOTÓW

W artykule1 omówiono wykorzystanie zaawansowanych technik optymalizacji do 
rozwi�zywania zada� planowania �cie�ek ruchu dla �ci�le wspó�pracuj�cych 
robotów. Zadanie planowania �cie�ki jest formu�owane jako problem 
minimalizacji warunkowej funkcjona�u, a nast�pnie jest sprowadzane do zadania 
programowania nieliniowego (NLP). Do numerycznego rozwi�zania zadania NLP 
wykorzystuje si� solwer IPOPT oparty na prymalno-dualnej metodzie punktu 
wewn�trznego dla zada� nieliniowych, b�d�cej obecnie jedn� z wiod�cych technik 
optymalizacji nieliniowej dla zada� wielkiej skali.  

OPTIMIZATION IN MOTION PLANNING FOR TIGHTLY
COOPERATING ROBOTS

Application of advanced optimization techniques to solve the path planning 
problem for tightly cooperating robots is discussed in this paper. The approach to 
path planning is formulated as a "quasi-dynamic" nonlinear optimization (NLP) 
problem with equality and inequality constraints in terms of the joint variables. 
The essence of the method is to find joint paths which satisfy the given constraints 
and minimize the proposed performance index. For numerical solution of the NLP 
problem the IPOPT solver is used, which implements a nonlinear primal-dual 
interior-point method one of the leading techniques for large-scale nonlinear 
optimization. 

1. WPROWADZENIE
Planowanie dzia�a�, w szczególno�ci planowanie ruchu, jest jednym z istotnych problemów 
w robotyce. Sformu�owanie problemu planowania ruchu jako zadania optymalizacyjnego, 
a nast�pnie jego rozwi�zanie z wykorzystaniem odpowiednich metod numerycznych jest 
jednym z stosowanych podej�� [15]. W niniejszej pracy jest rozwa�ane zagadnienie 
planowania ruchu i koordynacji dzia�a� zespo�u robotów wykonuj�cych czynno�ci
manipulacyjne wymagaj�ce �cis�ej wspó�pracy robotów. Dla �ci�le wspó�pracuj�cych 
robotów, gdy wymagana jest �cis�a koordynacja dzia�a�/ruchów robotów, ju� znalezienie 
trajektorii dopuszczalnych jest z�o�onym problemem [28, 40]. Wspólne przeniesienie przez 
kilka robotów jednego obiektu jest typowym przyk�adem takiego zadania. 
W zadaniach manipulacji obiekt jest centralnym elementem systemu robotycznego, którego 
ruch i wywierane na� si�y s� przedmiotem analizy przy planowaniu manipulacji. Po 
uchwyceniu obiektu przez palce/chwytaki tworzy si� mechanizm wielo-przegubowy 
zawieraj�cy jeden lub wi�cej zamkni�tych �a�cuchów (p�tli) kinematycznych. W obszarze 

1Praca zosta�a wykonana w ramach Projektów Badawczych MNiSzW N N514 1287 33 oraz N N514 4169 34.
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robotyki mo�na znale�� wi�cej przyk�adów systemów, w których wyst�puj� p�tle
kinematyczne. Roboty równoleg�e s� same w sobie strukturami zawieraj�cymi zamkni�te 
�a�cuchy [24]. W maszynach krocz�cych zamkni�ty �a�cuch tworzy si� w chwili kontaktu 
nóg z pod�o�em [41]. Poza obszarem robotyki zamkni�te �a�cuchy s� przedmiotem bada�
m.in. w grafice komputerowej, wirtualnym prototypowaniu, a tak�e chemii i biologii 
molekularnej [13, 18, 39]. 
Planowanie ruchu dla zamkni�tego �a�cucha jest wykonywane w przestrzeni konfiguracyjnej 
o du�ym wymiarze i przy skomplikowanych ograniczeniach fizycznych [31, 40, 28]. Wi�zy 
wynikaj�ce z warunku zamkni�cia p�tli kinematycznej istotnie ograniczaj� mo�liwo�ci
ruchowe uk�adu. W pracach dotycz�cych planowania ruchu dla zamkni�tych �a�cuchów
kinematycznych zazwyczaj przyjmuje si�, �e obiekt, stanowi�cy jedno z ogniw �a�cucha, jest 
sztywno uchwycony i konfiguracje chwytów s� zadane i sta�e [17, 20, 28]. 
Nale�y podkre�li�, i� zagadnienie planowania ruchu dla mechanizmów z p�tlami 
kinematycznymi jest ci�gle otwartym problemem badawczym. Opisane w literaturze nieliczne 
przyk�ady algorytmów zupe�nych odnosz� si� zazwyczaj do konkretnych klas systemów 
i wykorzystuj� ich charakterystyczne cechy oraz daj� zadowalaj�ce wyniki przy wielu 
za�o�eniach upraszczaj�cych. Trinkle i Milgram zaproponowali algorytm zupe�ny dla p�askich
�a�cuchów z kilkoma przegubami typu obrotowego [31]. Jednak�e w tym algorytmie nie 
uwzgl�dnia si� istnienia przeszkód i unikania wzajemnych kolizji mi�dzy ogniwami �a�cucha.
Przekle�stwo wymiarowo�ci wyst�puj�ce w zadaniach planowania ruchu robotów sk�oni�o
wielu badaczy do rozwijania technik losowych, które cho� nie s� algorytmami zupe�nymi, 
umo�liwiaj� znalezienie rozwi�zania w przestrzeniach wielowymiarowych. Szczególnie 
intensywnie s� rozwijane metody planowania �cie�ek ogólnie nazywane metodami 
probabilistycznych map dróg (ang. Probabilistic Roadmap Methods) [9, 17, 19] oraz 
algorytmy RRT (ang. Rapidly-exploring Randomized Trees) [21]. W obu podej�ciach
planowanie sk�ada si� z dwóch faz. Faza pierwsza polega na utworzeniu nieskierowanego 
grafu (mapy) dróg w swobodnej przestrzeni konfiguracyjnej. W�z�ami grafu s� losowo 
wygenerowane konfiguracje, a kraw�dziami lokalne �cie�ki ��cz�ce w�z�y. Nast�pnie
w drugiej fazie, zwanej faz� zapyta�, utworzony graf jest przeszukiwany w celu znalezienia 
�cie�ki ��cz�cej zadan� konfiguracj� pocz�tkow� z konfiguracj� docelow� [19, 23]. 
Kluczowymi czynnikami decyduj�cymi o efektywno�ci realizacji konkretnego algorytmu s�
sposoby generowania punktów (konfiguracji) w przestrzeni swobodnej oraz sprawdzania 
kolizji. Pocz�tkowo opracowano algorytmy PRM i RRT tylko dla manipulatorów o otwartych 
�a�cuchach kinematycznych, wkrótce jednak podj�to próby ich adaptacji dla manipulatorów 
z p�tlami kinematycznymi (manipulatorów równoleg�ych [9, 27, 40], kilku manipulatorów 
przenosz�cych wspólnie obiekt [17]). Szczególnie trudnym problemem jest losowe 
generowanie konfiguracji spe�niaj�cych wi�zy wynikaj�ce z warunku zamkni�cia p�tli.
Do planowania skoordynowanych torów ruchu robotów mo�na zaproponowa�, przedstawione 
w niniejszym referacie, podej�cie polegaj�ce na spe�nieniu ogranicze� i bazuj�ce na 
kinematyce systemu robotycznego o strukturze p�tli kinematycznej. Problem poszukiwania 
dopuszczalnego toru jest formu�owany w postaci zadania wariacyjnego z ustalonymi 
warunkami ko�cowymi, polegaj�cego na poszukiwaniu minimum warunkowego pewnego 
funkcjona�u, przy czym na funkcje ze zbioru na którym okre�lony jest funkcjona� s� na�o�one
warunki zwane wi�zami. Przy formu�owaniu tego zadania istotnym za�o�eniem jest 
osi�galno�� konfiguracji pocz�tkowej i ko�cowej (ustalone ko�ce krzywej dopuszczalnej). Do 
rozwi�zania tego zadania wykorzystano zmodyfikowan� metod� Ritza, jedn� z tzw. metod 
bezpo�rednich rachunku wariacyjnego [10, 16]. Podstawow� ide� metod bezpo�rednich jest 
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to, �e zadanie wariacyjne rozpatruje si� jako graniczny przypadek zadania na ekstremum 
funkcji o sko�czonej liczbie zmiennych. 
Istotn� zalet� tego podej�cia jest stosowalno�� zarówno dla uk�adów z niedomiarem stopni 
swobody, a tak�e dla uk�adów redundantnych. Podstawowym problemem przy planowaniu 
ruchu dla systemów z niedomiarem stopni swobody jest znalezienie dopuszczalnego toru 
ruchu, ��cz�cego konfiguracj� pocz�tkow� z zadan� konfiguracj� ko�cow�. W przypadku 
uk�adów redundantnych, tzn. z nadmiarem stopni swobody, mamy do czynienia niejako 
z problemem odwrotnym do poprzedniego, polegaj�cym mianowicie na wyborze, spo�ród 
wielu mo�liwych, toru spe�niaj�cego ograniczenia i minimalizuj�cego dany wska�nik jako�ci. 
Pewnym ograniczeniem stosowalno�ci podej�cia wariacyjnego jest du�a z�o�ono��
obliczeniowa, st�d konieczno�� stosowania efektywnych algorytmów rozwi�zywania zada�
optymalizacji nieliniowej. 
W�ród metod numerycznych s�u��cych do efektywnego rozwi�zywania zada� optymalizacji 
nieliniowej du�ej skali najbardziej rozpowszechnione s� obecnie algorytmy sekwencyjnego 
programowania kwadratowego (SQP) oraz metody punktu wewn�trznego dla zada�
nieliniowych (NLP). Pod wzgl�dem efektywno�ci obliczeniowej i odporno�ci metody punktu 
wewn�trznego lepiej ni� metody SQP nadaj� si� do optymalizacji du�ych zada� NLP. 
W publikacjach z dziedziny optymalizacji nieliniowej mo�na spotka� wiele artyku�ów
porównuj�cych wydajno�� numeryczn� solwerów opartych na metodach SQP i metodach 
punktu wewn�trznego dla zada� nieliniowych przy u�yciu metodologii profilów efektywno�ci 
[11]. Warto tu wymieni� prace [2, 25] porównuj�ce solwery SNOPT, filterSQP, LOQO 
i KNITRO, oraz [34, 37], w których porównano solwer IPOPT z solwerami LOQO 
i KNITRO. Natomiast w [8, 7] porównano efektywno�� specjalizowanych solwerów SQP 
korzystaj�cych ze struktury zadania i solwera IPOPT dla zada� optymalizacji dynamicznej, 
dla których rozwi�zanie otrzymujemy w wyniku ich transformacji do zada� NLP. 
W niniejszej pracy do rozwi�zania zadania planowania ruchu �ci�le wspó�pracuj�cych 
robotów b�dzie u�ywany solwer IPOPT2, oparty na prymalno-dualnej metodzie punktu 
wewn�trznego dla zada� nieliniowych [37]. 

2. OPIS KINEMATYCZNY UK�ADU WSPÓ�PRACUJ�CYCH ROBOTÓW 
Sformu�ujmy ogólny opis mechanizmu M  sk�adaj�cego si� z sztywnych cz�onów iL
po��czonych nieelastycznymi przegubam kJ , zawieraj�cego zamkni�ty �a�cuch 
kinematyczny. Przestrze� robocza W  mechanizmu M  b�dzie pewnym podzbiorem 
przestrzeni fizycznej, któr� mo�na uto�sami� z przestrzeni� euklidesow� 3� , czyli 3��W .
Domkni�ty i ograniczony podzbiór 3��O  oznacza obiekt. Obiekt mo�e by� modelowany na 
wiele sposobów, np. w postaci zbioru wielo�cianów wypuk�ych, zbiorów semi-
algebraicznych, zbiorów trójk�tów [22]. U�ywaj�c standardowych metod parametryzacji dla 
M  [40], mo�emy wyrazi� jego konfiguracj� jako wektor T

nqq ],,[= 1 �q . Przy czym, 
w ogólnym przypadku, poszczególne zmienne konfiguracyjne mog� odpowiada� zarówno 
przegubom aktywnym (nap�dzanym), jak te� biernym (nie nap�dzanym, np. gdy przedmiot 
manipulacji nie jest pojedynczym cia�em sztywnym, lecz sk�ada si� dwóch lub wi�cej
elementów po��czonych przegubami). Zbiór wszystkich punktów q  tworzy przestrze�
konfiguracyjn� � , zatem )(qM  oznacza transformacj� M  do konfiguracji q . Przestrze�

                                                
2Kod �ród�owy solwera IPOPT w j�zyku C++ dost�pny jest pod adresem http://projects.coin-or.org/Ipopt
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konfiguracyjna mechanizmu zawieraj�cego p�tle kinematyczne nie jest g�adk� rozmaito�ci�,
tak jak to ma miejsce w przypadku swobodnego cia�a sztywnego. Wi�zy ruchu wynikaj�ce
z warunku zamkni�cia p�tli powoduj�, �e przestrze� ta ma skomplikowan� struktur�, która 
mo�e by� reprezentowana przez obiekt matematyczny zwany rozmaito�ci� semi-algebraiczn�
[31]. Rozmaito�� ta jest definiowana jako zbiór zer wielomianów. Niezale�ne ograniczenia 
konfiguracyjne wynikaj�ce ze spe�nienia warunku zamkni�cia p�tli maj� posta� wi�zów
holonomicznych i wyznaczaj� rozmaito�� konfiguracyjn�

 0}}=)(,0,=)({=)(|{= 1 qqqfqq mcl ff ����  (1) 

	atwo pokaza� [22], �e je�li wi�zy holonomiczne mo�na przekszta�ci� do postaci 
wielomianowej, wówczas przestrze� cl�  mo�e by� przedstawiona jako rozmaito�� semi-
algebraiczna. Dopuszczalne konfiguracje )(qM  musz� spe�nia� tak�e warunki 
bezkolizyjno�ci z przeszkodami w przestrzeni roboczej i unikania kolizji mi�dzy
poszczególnymi cz�onami mechanizmu M . Je�li jako bi niWB ,1,=, ��  oznaczymy zbiór 
przeszkód w przestrzeni roboczej, to przestrze� bezkolizyjn� (woln�) mo�na zdefiniowa� jako
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gdzie PK  oznacza potencjalne pary kolizyjne ],[ ji  ogniw )(qiL  i )(qjL  w danej 
konfiguracji )(q  takie, �e 1][1, �� lni  oraz ]1,[ lnij �� .

Zbiór konfiguracji spe�niaj�cych wszystkie ograniczenia geometryczne mo�na przedstawi�
jako

fclv ��� 
=  (3) 

W ogólnym przypadku, v� , mo�e sk�ada� si� z roz��cznych podzbiorów (sk�adowych)
o skomplikowanej strukturze. 
Rozwa�amy zatem mechanizm M  sk�adaj�cy si� z dwóch manipulatorów z uchwyconym 
sztywno obiektem b�d�cym cia�em sztywnym (rys. 1). Niech TTT ],[= 21 qqq  oznacza wektor 
wspó�rz�dnych konfiguracyjnych tego mechanizmu. Do opisu systemu, z jego wyró�nionymi 
elementami zwi�zano uk�ady wspó�rz�dnych kartezja�skich, tak jak pokazano na rys. 1. S� to 
nast�puj�ce uk�ady wspó�rz�dnych: wF  – globalny uk�ad odniesienia dla ca�ego systemu, 

ibF

– uk�ad bazowy robota 1,2=, iRi , oF  – uk�ad zwi�zany z obiektem oraz 
ieF – uk�ad zwi�zany 

z chwytakiem robota iR .
Do opisu przej�cia pomi�dzy poszczególnymi uk�adami wspó�rz�dnych wykorzystamy 
macierze przekszta�cenia jednorodnego (3)���T  o wymiarze ( 44� ), gdzie (3)��  oznacza 
specjaln� grup� euklidesow� ruchów cia�a sztywnego [26]. Pozycje uk�adów bazowych 
robotów

ibF  wzgl�dem globalnego uk�adu odniesienia wF  s� okre�lone za pomoc� macierzy 

1,2=, iT
iwb . Macierze 1,2=),( iT iieib q , reprezentuj� kinematyk� prost� iK i -tego �a�cucha 

i opisuj� pozycj� uk�adu 
ieF  jako funkcj� zmiennych konfiguracyjnych iq , za� macierz 

1,2=, iT oie  okre�la pozycj� uk�adu obiektu oF  wzgl�dem uk�adu
ieF .
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Rys. 1. Struktura geometryczna uk�adu �ci�le wspó�pracuj�cych robotów 

Warunki zamkni�cia p�tli kinematycznej mo�na, w rozwa�anym przypadku, zapisa�
w postaci równania macierzowego  
 ,=)()(

2222211111
0qq oeebbboeeb TTTTT �  (4) 

gdzie
21bbT  jest macierze przekszta�cenia jednorodnego opisuj�c� pozycj� uk�adu bazowego 

2bF  wzgl�dem uk�adu bazowego �a�cucha 
1b

F .

Rozmaito�� zadaniow� mo�na uto�samia� z zwartym podzbiorem grupy (3)�� . Punkt 
w przestrzeni zadaniowej mo�na wyrazi� za pomoc� minimalnej liczby zmiennych 
wprowadzaj�c reprezentacje przestrzeni w postaci uk�adów wspó�rz�dnych odpowiednio dla 
grupy przesuni�� 3�  i grupy obrotów (3)��  [29]. Dla opisu przesuni�� zazwyczaj stosuje si�
wspó�rz�dne kartezja�skie, natomiast reprezentacji grupy obrotów istnieje wiele, m.in. k�ty 
Eulera, o�-k�t, kwaterniony, itd., [26]. 

3. PLANOWANIE TORU RUCHU
Krzywe geometryczne w przestrzeni konfiguracyjnej b�dziemy nazywali torami, za� krzywe 
w przestrzeni zadaniowej �cie�kami.
Okre�lmy zatem podstawowe zadanie planowania toru w przestrzeni konfiguracyjnej vC ,
polegaj�cej na wyznaczeniu krzywej )(�q , która realizuje odpowiednio g�adk� �cie�k�
(krzyw�) w przestrzeni zadaniowej. Dla danej konfiguracji pocz�tkowej vp C�q  i ko�cowej

vf C�q  nale�y znale�� ci�g�y i dostatecznie g�adki tor vCs �[0,1]:)(q  taki, �e pqq =(0)  
i fqq =(1) . Parametr s  mo�e by� interpretowany jako znormalizowana d�ugo�� krzywej 
zakre�lanej przez wybrany punkt, np. pocz�tek uk�adu oF . Warunkiem koniecznym istnienia 
rozwi�zania tego zadania, jest przynale�no�� obu konfiguracji pq  i fq  do jednej sk�adowej 
spójnej przestrzeni vC  [31]. 
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Zadanie poszukiwania torów ruchu w przestrzeni vC  jest, w ogólnym przypadku, bardzo 
z�o�onym problemem obliczeniowym. Struktura tej przestrzeni ju� dla zamkni�tych 
�a�cuchów o kilku stopniach swobody jest bardzo skomplikowana. Chocia�, w teorii, istniej�
ogólne algorytmy zupe�ne planowania torów na rozmaito�ciach semi-algebraicznych [31], to 
ze wzgl�du na stopie� ich z�o�ono�ci nie zosta�y one w pe�ni zaimplementowane dla 
rzeczywistych systemów robotycznych. Dlatego te� w celu znalezienia praktycznego 
rozwi�zania wykorzystano jedn� z metod rachunku wariacyjnego. 

3.1. Sformu�owanie zadania planowania toru jako problemu wariacyjnego 
W podej�ciu wariacyjnym mo�na, w ogólnym przypadku, uwzgl�dni� przy planowaniu ruchu 
dynamik� systemu, jednak�e takie zadanie sprowadza si� w istocie do zadania sterowania 
optymalnego [15]. Rozwi�zanie kompletnego zadania sterowania optymalnego 
w rozwa�anym przypadku jest bardzo trudne i czasoch�onne. W wielu przypadkach wystarcza 
rozwi�zanie uproszczonego zadania, w którym uwzgl�dnia si� tylko kinematyk� systemu 
robotycznego [28]. W takim przypadku problem planowania mo�na sprowadzi� do zadania na 
poszukiwanie dopuszczalnych funkcji (krzywych geometrycznych), które minimalizuj� dany 
funkcjona� kosztu. Dalej b�dziemy rozpatrywali funkcjona�y daj�ce si� przedstawi� w ogólnej 
postaci

dsssFsI ))(,(=],[
1

0
qq �  (5) 

przy ograniczeniach  
� �,=(1),=(0)),(=),(:([0,1])C2

fpssY qqqq0qg0qhqq ��� �  (6) 

Funkcjona� (5) rozpatrujemy nie na wszystkich krzywych spe�niaj�cych warunki graniczne 
pq , fq , ale tylko na tych z nich, które le�� na pewnej ( hmn � )-wymiarowej rozmaito�ci [16], 

gdzie hm  jest liczb� ogranicze� równo�ciowych. Wi�zy jednostronne 0qg �),(s  odpowiadaj�
ograniczeniom zakresów ruchów przegubów i unikania kolizji mi�dzy obiektem i ramionami 
manipulatorów oraz przeszkodami. Jak �atwo zauwa�y�, podane ograniczenia zbioru 
rozwi�za� dopuszczalnych w istotny sposób wp�ywaj� na charakter rozwi�zania 
optymalnego. 
W celu sformu�owania zadania planowania dopuszczalnego toru ruchu w postaci zadania 
wariacyjnego nale�y okre�li� konkretn� posta� funkcjona�u (5). Niech )(�dp  b�dzie zadan�
�cie�k� obiektu w przestrzeni zadaniowej ��cz�c� pozycj� pocz�tkow� pp  i zadan� pozycj�

ko�cow� fp . Za�ó�my, �e �cie�ka )(�dp  zosta�a narzucona arbitralnie bez uwzgl�dniania czy 
jest ona dopuszczalna (poza warunkami granicznymi, które musi spe�nia�). Dla systemu 
przedstawionego na rys. 1 problem planowania mo�na sprowadzi� do zadania minimalizacji 
funkcjona�u )]([ �qI  postaci:  

,))())((())())(((=)]([
1

0
dsssWssI d

ii
Td

ii pqppqpq ��� �  (7) 

gdzie 2=1=),( iii ��p  okre�laj� aktualn� �cie�k� dla uk�adu zwi�zanego z obiektem jako 
funkcji wspó�rz�dnych konfiguracyjnych jednego z manipulatorów (odpowiednio 
manipulatora 2=1= ii � ). Wektory ip  opisuj� pozycj� obiektu w uk�adzie odniesienia wF
przy odpowiedniej parametryzacji wspó�rz�dnych po�o�enia i orientacji. Macierz wagowa W
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jest dobierana stosowanie do postawionego zadania i okre�la, które wspó�rz�dne obiektu b�d�
lepiej ,,nad��a�y'' za �cie�k� zadan�. Ograniczenia równo�ciowe (4) przy przyj�tej 
parametryzacji mo�na zapisa� jako

 ,61,=0,=))(())((=),(1][0, 2211 �kspspshs kkk qqq ���  (8) 

Klasyczne rozwi�zanie zadania wariacyjnego (5)–(6) polega na wprowadzeniu wewn�trznych 
funkcjona�ów kary i rozwi�zaniu (o ile takie rozwi�zanie istnieje) uk�adu równa� Eulera-
Poissona opisuj�cym warunki konieczne istnienia ekstremum takiego funkcjona�u [16, 15]. 
W ogólnym przypadku równania Eulera-Poissona s� równaniami ró�niczkowymi 
i znajdowanie rozwi�zania zadania wariacyjnego sprowadza si� do zagadnienia istnienia 
i poszukiwania rozwi�zania tych równa�. Zauwa�my jednak, �e w naszym przypadku 
rozwa�amy pewn� szczególn� klas� funkcjona�ów, dla których funkcja podca�kowa nie zale�y
od pochodnych sqq k

'
k �� /=  (równania Eulera-Poissona nie s� tutaj równaniami 

ró�niczkowymi). Rozwi�zanie takiego uk�adu równa� nie zawiera sta�ych dowolnych 
i dlatego, w ogólnym przypadku, mo�e nie spe�nia� warunków granicznych pqq =(0)  
i fqq =(1) . 

Do najbardziej ogólnych, a jednocze�nie efektywnych obliczeniowo, metod przybli�onego
rozwi�zywania zada� wariacyjnych z ograniczeniami zalicza si� tzw. metody bezpo�rednie.
Podstawow� ide� metod bezpo�rednich jest to, �e zadanie wariacyjne rozpatruje si� jako 
graniczny przypadek zadania na ekstremum funkcji o sko�czonej liczbie zmiennych. 
W niniejszej pracy wykorzystano jedn� z takich metod zwan� metod� Ritza [16]. 

3.2  Aproksymacja sko�czenie-wymiarowa zadania wariacyjnego
Idea proponowanego podej�cia polega na poszukiwaniu rozwi�za� zadania wariacyjnego nie 
na wszystkich dopuszczalnych3 krzywych q  lecz tylko w�ród 1�N  pierwszych funkcji 
z ci�gu � ��

0=jj�

,dim=dim),(=)(
0=

jjj

N

j
cqcq �� � �  (9) 

gdzie jc  jest wektorem sta�ych wspó�czynników, za� funkcje )(�q  le�� w zbiorze 
okre�lono�ci danego funkcjona�u. Ci�g funkcji bazowych j�  nie mo�e by� wybrany w sposób 
dowolny. Wybór konkretnej bazy jest uwarunkowany wymaganym charakterem rozwi�zania. 
Dok�adno�� aproksymacji zale�y od wymiaru N  podprzestrzeni YYN �  i od postaci funkcji 
bazowych j� .

Zak�adamy, �e funkcje j�  s� klasy 2C  i ci�g jest zupe�ny w sensie normy przestrzeni NY .

Niech N�  oznacza podzia� przedzia�u 11][0, ��  na N  równych podprzedzia�ów

N
sss jj

1== 1 �� �  dla 1,0,1,=, �Njs j � , gdzie js  s� takimi warto�ciami, �e

1=<<<=0 10 Nsss � . W rozwa�anym przypadku jako funkcje bazowe j�  wybrano B-
funkcje sklejane, które mo�na zdefiniowa� rekurencyjnie jako [4]: 

3Dopuszczalno�� oznacza tutaj tylko, �e funkcje nale�� do dziedziny funkcjona�u, ale nie musz� spe�nia�
ogranicze�.
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Sta�a B-funkcja sklejana w j -tym podprzedziale jest dana w postaci:

� �
�
 
! � �

s
sss

sb jj
j pozosta�o0

,1
=)( 1

,0  (10) 

B-funkcja sklejana stopnia m  w przedziale � �1, ��mjj ss  jest zdefiniowana jako  

)()(=)( 11,
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1,, sb

ss
ss

sb
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j
mj ��

���
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� �

�
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�

�
 (11) 

Oznaczmy jako 2B  przestrze� B-funkcji sklejanych sk�adaj�cych si� z wielomianów 
trzeciego stopnia okre�lonych zgodnie z powy�sz� definicj�. Istotn� cech� B-funkcji 
sklejanych jest mo�liwo�� lokalnej modyfikacji krzywej. 
Problem poszukiwania dopuszczalnego toru ruchu dla zespo�u robotów mo�e by�
sprowadzony do zadania znalezienia minimum funkcji nN �� 3)(  zmiennych. Bez utraty 
ogólno�ci mo�na przyj�� macierz wagow� w postaci ),,(diag= 61 wwW � . Funkcjona� (7) 

mo�na wyrazi� jako funkcj� � �TTT
21 ,= ccc  ( 1,2=,3)( iNin

i
����c ), wspó�czynników rozwini�cia 

)(�q  w bazie funkcyjnej � � 1
1=

�

�

N
jj�

dsspspw d
kii

j
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js

js
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 (12) 

Poszukujemy zatem minimum funkcji (12) wzgl�dem c , przy ograniczeniach

� �NjssY jj
Nn

N ,0,=0,),(0=),(:= 3)( ���� �� cgchcc �  (13) 

Tak otrzymane zadanie programowania nieliniowego mo�e by� rozwi�zywane numerycznie 
za pomoc� odpowiednich algorytmów optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami, 
w szczególno�ci za pomoc� solwerów bazuj�cych na metodzie punktu wewn�trznego dla 
zada� nieliniowych. 

4. METODY PUNKTU WEWN�TRZNEGO DLA ZADA� PROGRAMOWANIA 
NIELINIOWEGO 

Metody punktu wewn�trznego dla zada� programowania nieliniowego (NLP), nazywane te�
metodami barierowymi, powsta�y z potrzeby efektywnego rozwi�zywania du�ych zada�
optymalizacji. W szczególno�ci dla zada� NLP z du�� liczb� ogranicze� nierówno�ciowych, 
metody te stanowi� powa�n� alternatyw� wobec strategii zbiorów aktywnych. W ci�gu
ostatnich 15 lat doprowadzono do lepszego zrozumienia zbie�no�ci metod punktu 
wewn�trznego oraz rozwini�to dla nich efektywne algorytmy obliczeniowe charakteryzuj�ce
si� po��dan� zbie�no�ci� globaln� i lokaln�.
Termin metoda punktu wewn�trznego zosta� po raz pierwszy u�yty przez Fiacco 
i McCormicka w 1968 roku w ksi��ce [12], do nazwania dowolnego algorytmu, który s�u�y
do wyznaczenia minimum lokalnego zadania NLP za pomoc� rozwi�zania okre�lonej
sekwencji zada� minimalizacji bez ogranicze�. Definicja taka ewoluowa�a do postaci, 
w której za metod� IP ( ang. Interior-Point ) uwa�amy dowolny algorytm rozwi�zuj�cy
zestaw zada� optymalizacji stowarzyszony ze zmniejszaniem warto�ci mno�nika " , którego 
celem jest znalezienie lokalnych rozwi�za� le��cych we wn�trzu obszaru dopuszczalnego 
wyznaczonego przez ograniczenia nierówno�ciowe zadania NLP. 
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Celem zapewniania zbie�no�ci z ,,niedobrych'' punktów pocz�tkowych, dla metod punktu 
wewn�trznego, zarówno w wersji z u�yciem obszaru zaufania, jak i minimalizacj�
kierunkow�, opracowano technik� funkcji oceny, bazuj�c� na dok�adnej funkcji kary 
i gwarantuj�c� zbie�no�� do rozwi�zania [5, 30]. Z drugiej strony, Fletcher i Leyffer [14] 
zaproponowali ostatnio metody z filtrem, jako alternatyw� wobec funkcji oceny, 
gwarantuj�c� globaln� zbie�no�� dla algorytmów programowania nieliniowego. Opieraj� si�
one na pomy�le akceptacji punktów generowanych przez algorytm optymalizacji 
w przypadku, gdy poprawiaj� one warto�� funkcji celu lub poprawiaj� warto�� przekroczenia 
ogranicze�, zamiast kombinacji obu tych miar, zdefiniowanej przez funkcj� oceny. 
Ostatnio, koncepcj� filtra zaadaptowano do metod barierowych. W artykule [32] autorzy 
rozwa�aj� metod� obszaru zaufania z filtrem, w której akceptuje si� kolejne iteracje 
rozwi�zania na podstawie normy warunków optymalno�ci. Z kolei w pracy [3] 
zaproponowano szereg heurystyk korzystaj�cych z koncepcji metod z filtrem, dla których 
uzyskano popraw� efektywno�ci w porównaniu do metody z funkcj� oceny. Ostatecznie, 
w artykule [36] przedstawiono analiz� zbie�no�ci globalnej dla algorytmu punktu 
wewn�trznego z metod� minimalizacji kierunkowej opartej na technice filtra. 
Metody punktu wewn�trznego dla zada� NLP doczeka�y si� implementacji w wielu solwerach 
optymalizacyjnych, takich jak LOQO [33], KNITRO [6, 38], czy IPOPT [34, 37]. W testach 
numerycznych solwery te okaza�y si� efektywne i odporne dla wielu du�ych zada� NLP. 

4.1. Solwer IPOPT
W rozdziale tym zostanie opisany prymalno-dualny algorytm punktu wewn�trznego z metod�
minimalizacji w kierunku opart� na technice filtra, u�yty do implementacji solwera IPOPT. 
Jego twórcy przyj�li nast�puj�ce sformu�owanie wyj�ciowego zadania NLP:  

� �00,=)(|)(min(P) #
�

yyhyJ
ym

y �

 (14) 

Za�o�ono, �e funkcja celu �� �ym
J :  i ograniczenie równo�ciowe hmym

h �� �:
( yh mm < ) maj� ci�g�e drugie pochodne. Zadania z ograniczeniami nierówno�ciowymi typu 

0)( #yg  mog� zosta� przeformu�owane do powy�szej postaci przez wprowadzenie 
zmiennych pomocniczych, tj. 00,=)( #� ssyg .

Algorytm barierowy w solwerze IPOPT bazuje na zast�pieniu ogranicze� kostkowych na 
zmienne 0#y  dodatkowym sk�adnikiem funkcji celu barier� logarytmiczn�:

,0=)(|)(ln)(=)(min)(P
1=
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gdzie 0>"  parametr barierowy, a jy  oznacza j -ty element wektora y . Poniewa� funkcja 
celu dla zadania ( "P ) staje si� dowolnie du�a, gdy jy  osi�ga jedno ze swoich ogranicze�,
zatem rozwi�zanie lokalne )("�y  tego zadania znajduje si� we wn�trzu zbioru wyznaczonego 
przez ograniczenia 0>)("�y . Stopie� wp�ywu bariery jest okre�lony przez wielko��
parametru " , i przy pewnych za�o�eniach, gdy 0�" , rozwi�zanie )("�y  jest zbie�ne do 
rozwi�zania lokalnego �y  zadania wyj�ciowego (P). W rezultacie algorytm poszukiwania 
rozwi�zania wyj�ciowego zadania (P) opiera si� na rozwi�zaniu sekwencji zada� barierowych 
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( "P ), dla zmniejszaj�cych si� warto�ci parametru 0}{ �l" , gdzie l  jest licznikiem kolejnych 
podproblemów barierowych. 
Algorytm punktu wewn�trznego solwera IPOPT znajduje rozwi�zanie prymalno-dualnych 
warunków stacjonarno�ci dla zadania ( "P ), sformu�owanych w postaci nast�puj�cego uk�adu 
równa� nieliniowych:

 0,=)()( zyhyJ yy �(�( )  (16) 

 0,=)(yh  (17) 

 0,=yeYZ "�  (18) 

gdzie Y  i Z  to macierze diagonalne o elementach odpowiednio y  i z , ye  jest wektorem 

jednostkowym o d�ugo�ci ym , hm��)  to wektor mno�ników Lagrange'a dla ogranicze�

równo�ciowych, a ym
z ��  to wektor mno�ników Lagrange'a dla ogranicze� kostkowych 

w granicy przy 0�" . Zwró�my uwag�, �e uk�ad równa� (16)–(18) dla 0="
z dodatkowym warunkiem 0, #zy  daje warunki optymalno�ci KKT dla pierwotnego zadania 
(P).
Do rozwi�zania uk�adu równa� (16)–(18) dla ustalonej warto�ci parametru "  u�ywamy 
iteracyjnej metody Newtona, polegaj�cej na rozwi�zaniu liniowego uk�adu równa�:
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gdzie kW  oznacza dok�adny hesjan funkcji Lagrange'a dla zadania wyj�ciowego (P):

 )()(=
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kyyk yhyJW (�( �)  (20) 

lub te� jego aproksymacj�; funkcja Lagrange'a ma posta�:

 .)()(:=),,( zyhyJzyL T �� ))  (21) 

Indeks k  oznacza tu licznik wewn�trznych iteracji dla metody Newtona, wektor ),,( kkk zy )
jest aktualn� iteracj� rozwi�zania i mno�ników Lagrange'a spe�niaj�c� warunek 0>, kk zy ,
za� ),,( z

kk
y
k ddd )  to szukane rozwi�zanie nowy kierunek poszukiwa�.

W solwerze IPOPT zamiast rozwi�zywa� bezpo�rednio niesymetryczny uk�ad równa� (19) 
szuka si� równowa�nego rozwi�zania najpierw rozwi�zuj�c symetryczny uk�ad równa�
o mniejszym rozmiarze:  
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gdzie kkk ZY 1:= �0 . Równania dla uk�adu (22) wyprowadza si� z równa� uk�adu (19) przez 
eliminacj� ostatniego wiersza blokowego. Nast�pnie wyznacza si� kierunek )

kd  z równania:  

kkkd ))) ��=  (23) 
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oraz kierunek z
kd  z równania:

.= 1 y
kkkyk

z
k dzeYd 0���"  (24) 

Po obliczeniu kierunków poszukiwa� z zale�no�ci (22)–(24), now� iteracj� wektora 
zmiennych wyznaczamy nast�puj�co:  

 ),,,(),,(:=),,( 111
z
k

z
kkk

y
kkkkkkkk dddzyzy 111)) )����  (25) 

gdzie (0,1], �z
k11  to d�ugo�ci kroków, przy czym jak wida� dla zmiennych z  przewidziano 

osobn� d�ugo�� kroku. 
Poniewa� wiadomo, �e w punkcie optymalnym problemu barierowego ( "P ) zmienne y  i z
musz� by� dodatnie, solwer IPOPT stara si� zachowa� t� w�a�ciwo�� dla wszystkich iteracji 
w rezultacie stosowana jest nast�puj�ca regu�a doboru d�ugo�ci kroku:

},)(1:(0,1]{max:= k
y
kkk ydy 2111 �#��  (26) 

},)(1:(0,1]{max:= k
z
kk

z
k zdz 2111 �#��  (27) 

dla parametru (0,1)�2 , zwykle bliskiemu 1 (np. 0.995=2 ). Dla zmiennych z  d�ugo��
kroku wybieramy jako z

k
z
k 11 := , za� d�ugo�� kroku ](0, kk 11 �  dla pozosta�ych zmiennych 

jest wyznaczana w wyniku zastosowania procedury minimalizacji kierunkowej z powrotami, 
wykorzystuj�cej malej�cy ci�g próbnych d�ugo�ci kroków, �0,1,2,=,2=, lk

l
lk 11 �

u�ywany jest tu wariant metody z filtrem typu Fletchera i Leyffer'a [14], co zapewnia 
globaln� zbie�no�� algorytmu punktu wewn�trznego w kierunku rozwi�zania ( "P ). 

Metody minimalizacji z filtrem opieraj� si� na pomy�le optymalizacji dwukryterialnej, 
w której oprócz minimalizacji funkcji barierowej )(yJ" , chcemy minimalizowa� funkcj�
przekroczenia ogranicze� �� )(:=)( yhy3 , tak aby zapewni� zbie�no�� do punktu 

dopuszczalnego. Na rysunku 2 przedstawiono rzut przestrzeni ym�  na pó�p�aszczyzn�
))(),(( yJy "3 . Ka�dy punkt z pierwotnej przestrzeni zmiennych decyzyjnych, taki jak 

rozwi�zanie optymalne �y  lub aktualna iteracja ky , ma swój odpowiednik na tym rysunku, 
np. ))(),(( kk yJy "3 . Decyzja o przyj�ciu punktu testowego y

klkk dy ,1�  jako nast�pnej iteracji 
rozwi�zania 1�ky  zale�y od tego, czy gwarantuje on wystarczaj�c� popraw� warto�ci jednej 
z miar: 3  lub "J , w porównaniu do ich warto�ci w punkcie ky . Na przyk�adzie z rysunku 2, 
punkt testowy ''1'' nie zosta� zaakceptowany, gdy� pogarsza on warto�ci obydwu miar. Tak�e
punkt ''2'' powinien zosta� odrzucony, gdy� nie zmniejsza on wystarczaj�cym stopniu 
warto�ci miary przekroczenia ogranicze� (na rysunku wystarczaj�ce warto�ci poprawy 
warto�ci miar wyznaczone s� przez linie przerywane, których punkt przeci�cia le�y blisko 
punktu ))(),(( kk yJy "3 ). Punkt testowy ''3'' powinien zosta� przyj�ty.

Do tej stosunkowo prostej procedury wyboru nast�pnej iteracji rozwi�zania w solwerze 
IPOPT dodano nast�puj�ce zabezpieczenia:   

45 W przypadku, gdy bie��ca iteracja rozwi�zania spe�nia (prawie) ograniczenia, lecz nie 
jest w wystarczaj�cym stopniu ,,optymalna'', opisany powy�ej warunek 
odpowiedniego zmniejszenia si� jednej z miar dla ky , jest zast�powany warunkiem 
wystarczaj�cego zmniejszenia wy��cznie warto�ci funkcji barierowej "J .
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45 Aby zapobiega� tworzeniu si� cykli, pary ),( "3 J  odpowiadaj�ce poprzednim iteracj�
i tworz�ce swego rodzaju kopert� (w naszym przyk�adzie s� to iteracje 

1l
y  i 

2l
y ) s�

dodawane do filtra; punkt testowy jest przyjmowany tylko w przypadku je�li
gwarantuje on wystarczaj�c� popraw� warto�ci jednej z miar w stosunku do 
wszystkich tych punktów. W naszym przyk�adzie, punkt testowy ''4'' zostanie 
odrzucony, gdy� nie daj� on wystarczaj�cej poprawy warto�ci �adnej obydwu z miar 
3  i "J  w stosunku do punktu 

2l
y .

45 Mo�e si� zdarzy�, �e nie ma takiej warto�ci d�ugo�ci kroku lk ,1 , która dawa�aby 
akceptowalny punkt testowy. Po wykryciu takiej sytuacji, algorytm prze��cza si� na 
faz� przywrócenia dopuszczalno�ci, której celem jest wy��cznie minimalizacja miary 
niespe�nienia ogranicze� (przy pomini�ciu minimalizacji pierwotnej funkcji celu), tak 
d�ugo dopóki nie zostanie znaleziona nowa dopuszczalna iteracja rozwi�zania, lub nie 
mo�na ju� d�u�ej redukowa� miary niespe�nienia ogranicze�, np. w przypadku, gdy 
zadanie ( P ) jest (lokalnie) sprzeczne.  

Rys. 2. Metoda minimalizacji w kierunku z filtrem 
Formalny opis i analiz� procedury minimalizacji kierunkowej z filtrem zaimplementowanej 
w solwerze IPOPT mo�na znale�� w [36]. Metoda z filtrem w porównaniu do tradycyjnych 
algorytmów minimalizacji kierunkowej, takich jak metoda pojedynczej funkcji oceny, jest 
zazwyczaj mniej konserwatywna i pozwalana na wi�ksze d�ugo�ci kroków (na rysunku 2 dla 
metody dok�adnej funkcji kary iteracje musia�yby le�e� pod kropkowan� prost�). Ponadto 
zabezpieczenie w postaci fazy przywracania dopuszczalno�ci czyni algorytm z filtrem 
odpornym na b��dy, takie jak opisane w [35]. 
Najbardziej pracoch�onn� obliczeniowo cz��� solwera IPOPT (oprócz obliczania warto�ci
funkcji celu i ogranicze� oraz ich pochodnych) stanowi rozwi�zanie uk�adu równa� liniowych 
(22) najcz��ciej du�ego rozmiaru, a dla zada� optymalizacji dynamicznej bardzo rzadkiego. 
Do jego faktoryzacji i rozwi�zania w solwerze IPOPT u�ywa si� zewn�trznych solwerów dla 
rzadkich uk�adów równa� liniowych, takich jak MA27, MA57, WSMP, PARDISO 
i MUMPS. 
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5. PRZYK�AD NUMERYCZNY
W celu weryfikacji przydatno�ci proponowanego algorytmu planowania dopuszczalnych 
�cie�ek rozpatrzymy zadanie polegaj�ce na przeniesieniu sztywnej belki wspólnie przez dwa 
manipulatory robotów IRp-6, ka�dy o pi�ciu stopniach swobody. Parametry manipulatora 
IRp-6 w notacji Denavita-Hartenberga oraz zakresy dla poszczególnych wspó�rz�dnych
zawiera tabela 1. Kinematyk� prost� i -tego manipulatora przedstawia równanie (28). 

Przegub i 1�i1  [rad]  1�ia  [m] id  [m] ],[ max
i

min
i 33 [rad]

 1  0    0    0.7
]
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17[ 66
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 2   /26�    0    0
]

18
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18
13[ 66

��

3    0    0.45    0
]

18
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180
25[ 66

�

 4   0    0.67    0  /2]/2;[ 66 ��

5    /26�    0    0  ];[ 66 ��

6     0.1

Tabela 1. Parametry kinematyczne i zakresy ruchu ogniw manipulatora robota IRp-6 
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gdzie )(sin= ijijs 3  oraz ,51,=1,2,=),(cos= �jic ijij 3 . K�ty ij3  to zmienne wewn�trzne 
opisuj�ce po�o�enie poszczególnych ogniw dwóch manipulatorów robotów IRp-6. 
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gdzie ]0.2[== 21 mll  odleg�o�ci mi�dzy pocz�tkiem uk�adu oF  a pocz�tkami uk�adów
odpowiednio

1e
F  oraz 

2eF . 
cie�ka zadana )(�dp  dla obiektu (uk�ad oF ) opisana w 

uk�adzie oF  ma posta� linii prostej (liniowa zmiana wspó�rz�dnych po�o�enia i 
orientacji przy wybranej parametryzacji)  

 1][0,(0)),(1)((0)=)( ��� sss dddd pppp

Zak�adamy, �e zadana pozycja pocz�tkowa obiektu Td 0]0,0,0.9,0,[0.9,=(0)p
i odpowiadaj�ca jej konfiguracja pocz�tkowa obu manipulatorów  

Tp 0.0]0.0,0.3815,1.6193,0.0,0.0,/2,0.2221,1.4674,[0.0,= �� 6q

jest dopuszczalna. Podobnie pozycja ko�cowa Td 0]/2,0.3059,1.0,0.3,[0.95,=(1) 6p  oraz 
odpowiadaj�ca jej konfiguracja ko�cowa manipulatorów  

Tf 0.6451]/2,0.3766,0.9039,0.3393,0.0,0.0,0.3903,0.9087,[0.3059,= ����� 6q

s� dopuszczalne. 
Rozpatrywane zadanie optymalizacji nieliniowej dla systemu dwóch wspó�pracuj�cych 
robotów zaimplementowano w j�zyku C++ z u�yciem mechanizmu klas i ich dziedziczenia, 
przy czym do obs�ugi operacji wektorowo-macierzowych u�yto biblioteki uBLAS 
w szczególno�ci zaimplementowano klasy do obs�ugi wektorów i macierzy o sta�ym
rozmiarze oraz klas� do obs�ugi macierzy przekszta�cenia jednorodnego opart� na 
implementacji dost�pnej w systemie MRROC++ [42] (zawiera ona m.in. metody do 
konwersji macierzy jednorodnych na wspó�rz�dne kartezja�skie XYZ oraz k�ty Eulera Z-Y-Z 
lub Z-Y-X). Do rozwi�zania wynikowego zadania NLP u�yto solwera IPOPT korzystaj�cego 
z drugich pochodnych funkcji celu i ogranicze�, co znacz�co wp�ywa na szybko�� zbie�no�ci 
do rozwi�zania lokalnego. Solwer IPOPT skonfigurowano do u�ywania solwera 
macierzowego MUMPS, ponadto zmieniono standardowe ustawienia kilku parametrów 
solwera maj�ce decyduj�cy wp�yw na szybko�� zbie�no�ci. Jako punkt startowy dla solwera 
IPOPT u�yto warto�ci wspó�czynników c  otrzymanych w wyniku rozwi�zania pomocniczego 
uk�adu równa� liniowych dla uprzednio wyznaczonej dopuszczalnej �cie�ki pocz�tkowej. Jej 
wyznaczenie polega ma iteracyjnym poszukiwaniu kolejnych jej punktów rozwi�zuj�c
zadanie optymalizacji dla pojedynczego punktu, a nie dla ca�ej �cie�ki. Oczywi�cie nie ma 
gwarancji, �e otrzymany ci�g punktów da ci�g�� �cie�k� pocz�tkow�, ale jest to zbiór 
punktów dopuszczalnych. Aby unikn�� wyznaczania i wprowadzania skomplikowanych 
wzorów analitycznych na pierwsze i drugie pochodne funkcji, skorzystano z biblioteki 
automatycznego ró�niczkowania CppAD4 [1], która w najnowszych wersjach posiada 
mo�liwo�� wspó�pracy z solwerem IPOPT. W rozwa�anym przyk�adzie obliczeniowym 
wykorzystano jako funkcje bazowe B-funkcje sklejane trzeciego stopnia. Przedzia� ;1][0,  
zosta� podzielony na 50=N  równych podprzedzia�ów o d�ugo�ci 0.02=s� . Poniewa�
punkty pocz�tkowe i ko�cowe trajektorii robotów s� ustalone nale�y wyznaczy� dla nich 
warto�ci wspó�czynników 1,�ic , ,0ic , ,1ic , 1, �Nic , Nic , , 1, �Nic , które to z kolei nale�y traktowa�
podczas optymalizacji jako zmienne ustalone (ang. fixed ). 

4Kod �ród�owy biblioteki CppAD w j�zyku C++ dost�pny jest pod adresem http://projects.coin-or.org/CppAD
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Rys. 3. Trajektorie we wspó�rz�dnych wewn�trznych dla obu robotów 
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Rys. 4. Trajektorie po�o�enia i orientacji obiektu we wspó�rz�dnych zewn�trznych 

Uzyskane wyniki optymalizacji przedstawiono na rys. (3)–(4). Jak wida�, obliczone 
trajektorie ruchu we wspó�rz�dnych wewn�trznych obu robotów s� ze sob� �ci�le
skoordynowane i je�li zostan� dok�adnie zrealizowane to w rezultacie belka b�dzie
przeniesiona wspólnie przez dwa roboty. Dzi�ki aproksymacji funkcjami sklejanymi 
z wielomianów trzeciego stopnia obliczone trajektorie dla ogniw s� dostatecznie g�adkie.
Trajektorie dla obiektu pokazane na rys. (4) otrzymano rozwi�zuj�c proste zadanie 
kinematyki dla obliczonych warto�ci 1q . Na wykresach przedstawiono przebiegi 
wspó�rz�dnych kartezja�skich XYZ oraz k�tów Eulera Z-Y-Z (odpowiednio 7 , 8  i 9 ) dla 
punktu b�d�cego pocz�tkiem uk�adu oF  zwi�zanego z obiektem. Lini� kropkowan�
przedstawiono trajektori� zadan� (niekoniecznie realizowaln�) obiektu, za� lini� ci�g��
przebiegi obliczone. Dok�adno�� spe�nienia wi�zów ruchu, wynikaj�ca ze spe�nienia
ogranicze� równo�ciowych w zadaniu optymalizacji nieliniowej, dla rozpatrywanego 
przypadku jest rz�du 121 �e , co w zestawieniu z powtarzalno�ci� pozycjonowania dla robota 
IRp-6 wynosz�c� 0.2:  mm, czyni obliczone trajektorie ruchu praktycznie stosowalnymi 
w uk�adzie sterowania systemem dwurobotowym. 
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6. PODSUMOWANIE

W pracy omówiono algorytm obliczania �ci�le dopuszczalnych torów ruchu dla �ci�le 
wspó�pracuj�cych robotów. Proponowane podej�cie mo�e by� stosowane dla mechanizmów 
o dowolnej liczbie stopni swobody i dowolnej liczbie p�tli kinematycznych. Nie jest 
wymagane rozwi�zywanie odwrotnego zadania kinematyki dla z�o�onych mechanizmów 
zawieraj�cych zamkni�te �a�cuchy w algorytmie jest wykorzystywane tylko proste zadanie 
kinematyki manipulatora. Obliczone �cie�ki s� dopuszczalne i dostatecznie g�adkie.
Klasyczne algorytmy programowania nieliniowego umo�liwiaj� uzyskanie rozwi�zania sub-
optymalnego. Dla wyznaczenia rozwi�zania optymalnego konieczne jest zastosowanie metod 
optymalizacji globalnej. 
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