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ZASTOSOWANIE TECHNIK PROGRAMOWANIA 
Z OGRANICZENIAMI DO PLANOWANIA ZADA�
W �RODOWISKACH WIELOPROJEKTOWYCH 

Efektywne wykorzystanie zdolno�ci produkcyjnych stanowi o konkurencyjno�ci
dysponuj�cego nimi przedsi�biorstwa. W tym kontek�cie istotnego znaczenia 
nabieraj� badania zwi�zane z planowaniem zada� w przedsi�wzi�ciach.
Przedstawiony model referencyjny problemu decyzyjnego ��czy oczekiwania 
u�ytkownika z mo�liwo�ciami wykorzystania dost�pnych zdolno�ci realizacji 
przedsi�wzi��. Z kolei jego specyfikacja, w terminach problemu spe�niania
ogranicze�, pozwala na ocen� alternatywnych wariantów przebiegu przedsi�wzi��
w systemach programowania z ograniczeniami.

CP-DRIVEN PRODUCTION PROCESS PLANNING 
IN MULTIPROJECT ENVIRONMENT 

The way enterprise capabilities are used decides about its competitiveness among 
other ones. In that context modeling aimed at production tasks allocation 
planning plays a crucial role especially at concurrently executed production 
orders. The introduced reference model employing constraint programming (CP) 
paradigm describes both an enterprise and a set of project-like production orders. 
Moreover, encompassing consumer orders requirements and available production 
capabilities, the model provides the formal framework allowing one to develop a 
class of decision support systems aimed at interactive production process 
planning subject to multiproject environment constraints.

1. WPROWADZENIE
Podstawowe potrzeby ma�ych i �rednich przedsi�biorstw (M�P) wi��� si� b�d� to 
z utrzymaniem dotychczasowej pozycji, b�d� te� osi�gni�ciem przewagi na konkurencyjnym 
rynku producenta. W tym te� kontek�cie oczekiwania M�P wi��� si� z wykorzystaniem 
technologii informacyjnych (ang. Information Technology – IT), z zaspokajaniem potrzeb 
monitorowania i archiwizacji, a przede wszystkim dotycz� przetwarzania danych na potrzeby 
wspomagania decyzji, na przyk�ad planowania przedsi�wzi�	 produkcyjnych [1], [8].
W przypadku przedsi�biorstw produkcyjnych osi�gni�cie przewagi nad konkurencj� jest 
pochodn� efektywnego sterowania i planowania produkcj�. Typow� ze wzgl�du na skal� oraz 
ró�norodno�	 oferowanych us�ug i zwi�zanymi z nimi cz�stymi zmianami procesu 
produkcyjnego w M�P jest jednoczesna wieloasortymentowa produkcja jednostkowa. 
Produkcja tego typu zwi�zana zwykle z pojedynczymi krótkimi seriami wyrobów b�d� te�
prototypami, nosi zwykle charakter innowacyjny, odpowiadaj�cy w aspekcie organizacyjnym 
realizacji portfela przedsi�wzi�	. Oznacza to, �e przyj�cie lub odrzucenie okre�lonych zlece�
produkcyjnych mo�na rozwa�a	 w kategoriach planowania/wariantowania przedsi�wzi�	 [3], 
gdzie produkcja okre�lonej partii asortymentów jest traktowana jako realizacja pojedynczego 
projektu, a z kolei produkcja wieloasortymentowa jako realizacja portfela projektów.
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W przedstawionym kontek�cie, obszar wspomagania decyzji obejmuje zagadnienia zwi�zane
b�d� to z planowaniem realizacji pojedynczego zlecenia produkcyjnego (przedsi�wzi�cia, 
b�d� te� z wariantowaniem portfela przedsi�wzi�	 (zbioru zlece� produkcyjnych). 
W szczególno�ci wymusza on konieczno�	 wspomagania – wykorzystania interakcyjnych 
dedykowanych, dla problemów wariantowania projektów, systemów wspomagania decyzji. 
Budowa takiego systemu zwi�zana jest z uwzgl�dnianiem zak�óce�, niepewno�ci� danych, 
decyzji integruj�cych ró�ne problemy cz�stkowe (rozmieszczania, alokacji, porcjowania, 
marszrutowania i harmonogramowania) itp.  
Najcz��ciej stawiane pytania, na które tego typu systemy winny udziela	 odpowied�, nale��
do poni�szych dwóch kategorii pyta� typu [2]:
�� w przód  

Czy istniej�, a je�eli tak to jakie, terminy uko�czenia portfela projektów/projektu 
implikuj� dost�pne zdolno�ci wytwórcze przedsi�biorstwa (ilo�� pracowników, maszyn, 
pomieszcze�, itp.) oraz dopuszczalne warianty alokacji zasobów?   

�� wstecz
Czy istniej�, a je�eli tak, to które warto�ci jakich zmiennych decyzyjnych zagwarantuj�,
�e podj�ty portfel projektów zostanie zrealizowany przy utrzymaniu planowanych 
korzy�ci w postaci np. okre�lonego poziomu wska�ników efektywno�ci?

Ró�nica mi�dzy prezentowanymi kategoriami sprowadza si� do tego, czy w ramach problemu 
poszukiwane s� warto�ci parametrów opisuj�cych harmonogram realizacji projektów (pytania 
typu w przód), czy poszukiwane s� warto�ci parametrów opisuj�cych M�P gwarantuj�cych
realizacj� portfela projektów (pytania typu wstecz).
Naturalnym w tej sytuacji, z uwagi na sposób specyfikacji modeli ograniczaj�cy si� do 
specyfikacji zbiorów: zmiennych, dziedziny zmiennych oraz ogranicze� narzucanych na 
podzbiory zmiennych, jest zakwalifikowanie ich do klasy Problemów Spe�nienia Ogranicze�
(PSO) [4]. Konsekwencj� tej kwalifikacji jest ich implementacja w komercyjnie dost�pnych
pakietach j�zyków programowania z ograniczeniami takich jak np. CHIP, ILOG [10], a tak�e
ogólnie dost�pnych, jak np. OZ Mozart [11]. 
Celem ilustracji proponowanego podej�cia dalsze rozwa�ania ograniczaj� si� do modelu 
referencyjnego problemu decyzyjnego ��cz�cego oczekiwania u�ytkownika (w zakresie 
wsparcia obejmuj�cego dany zbiór pyta� rutynowych) z mo�liwo�ciami wykorzystania 
dost�pnych zdolno�ci produkcyjnych.

2. MODEL REFERENCYJNY 
2.1. Problem decyzyjny 
W prezentowanym podej�ciu, zorientowanym na implementacj� technik programowania 
z ograniczeniami, rozwa�ania koncentruj� si� na problemach decyzyjnych, w których dla 
przyj�tych za�o�e� poszukiwane s� w szczególno�ci odpowiedzi na pytanie: Czy dany plan 
produkcji mo�e by	 wykonany w horyzoncie H? W ogólno�ci, pytane to mo�e by	
rozszerzone o szereg innych, jak  np.: Czy dany plan produkcji mo�e by	 wykonany 
w horyzoncie H przynosz�c zysk � Z? lub Czy dany plan produkcji mo�e by	 wykonany 
w horyzoncie H z zadan� efektywno�ci� ekonomiczn� poszczególnych projektów NPV > 0 ? 
[1].
W przedstawionym kontek�cie, problem planowania/wariantowania projektów sprowadza si�
do wyboru takich warto�ci zmiennych decyzyjnych i/lub funkcji celu, które spe�niaj�
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wyra�one w pytaniach rutynowych oczekiwania projektanta. Rozwi�zanie tego problemu 
poszukiwane jest w terminach za�o�e� poni�szego modelu referencyjnego. 
2.2. Model referencyjny problemu decyzyjnego  
Dalsze rozwa�ania koncentruj� si� na modelu referencyjnym problemu planowania/warian-
towania portfela projektów; modelu obejmuj�cym zbiór zmiennych decyzyjnych, opisuj�cych 
przedsi�biorstwo i realizowane w nim procesy produkcyjne, dyskretne dziedziny zmiennych 
decyzyjnych, a tak�e zbiór ogranicze� ��cz�cych zmienne decyzyjne, zbiór ogranicze�
specyfikuj�cych pytania rutynowe oraz zbiór ogranicze� odnosz�cych si� do pyta�
rutynowych. W takim uj�ciu model referencyjny stanowi charakterystyk� okre�lonej klasy 
portfeli projektów. Jego instancje (uzyskane w wyniku ukonkretnienia okre�lonej liczby 
zmiennych) prowadz� do uzyskania charakterystyki zadanego przez u�ytkownika portfela.

Zmienne�decyzyjne�

Przedsi�biorstwo (obiekt). Dany jest zbiór zasobów odnawialnych (np. pracowników, 
maszyn, narz�dzi, itp.): Ro = {ro1, ro2, …, rolz}, gdzie lz – liczba zasobów odnawialnych, roi
– i-ty zasób odnawialny. Ka�demu zasobowi roi odpowiada sekwencja zoi = (zoi,1, zoi,2, …, 
zoi,h+1), gdzie zoi,k – dopuszczalna warto�	 i-tego zasobu w k-tej jednostce czasu horyzontu H:
H = {0,1,…,h}, zoi tworz� sekwencje Zo= (zo1, zo2, …, zolz). Znane s� czasy trwania 
czynno�ci oraz ilo�ci zasobów niezb�dnych do ich wykonania.
Dany jest zbiór zasobów odnawialnych (np. pieni�dzy): Rn = {rn1, rn2, …, rnln}, gdzie ln – 
liczba zasobów nieodnawialnych, rni – i-ty zasób nieodnawialny. Ka�demu zasobowi rni
odpowiada wielko�	 zni okre�laj�ca dost�pn� w momencie rozpocz�cia projektu (pierwsza 
jednostka horyzontu czasu H) ilo�	 zasobu. Wielko�ci zni tworz� sekwencj� Zn = (zn1, …, 
znln).
Projekty (przedsi�wzi�cia). Dany jest zbiór projektów rezprezenotwanych przez: P ={P1, P2,
..., Plp}, i-ty projekt charakteryzowany jest przez wielko�	 Pi, która sk�ada si� z loi czynno�ci
Pi = {Oi,1,Oi,2,Oi,3,…,Oi,loi}, gdzie: 

Oi,j = (xi,j, ti,j, Tpi,j, Tzi,j, Dpi,j, Tri,j, Tsi,j, Cri,j, Csi,j),   (1) 
xi,j – termin rozpocz�cia czynno�ci Oi,j liczony wzgl�dem pocz�tku horyzontu H,
tij – czas trwania czynno�ci Oi,j,
Tpi,j = (tpi,j,1, tpi,j,2, ... , tpi,j,lz) – sekwencja terminów pobrania przez czynno�	 Oi,j kolejnych 

zasobów odnawialnych: tpi,j,k – termin liczony wzgl�dem xi,j pobrania przez czynno�	 Oi,j,
k-tego zasobu odnawialnego w ilo�ci dpi,j,k.

Tzi,j = (tzi,j,1, tzi,j,2, ... , tzi,j,lz) – sekwencja terminów zwracania przez czynno�	 Oi,j kolejnych 
zasobów odnawialnych: tzi,j,k – termin liczony wzgl�dem xi,j zwrócenia przez czynno�	
Oi,j, k-tego zasobu odnawialnego w ilo�ci dpi,j,k.

Dpi,j = (dpi,j,1, dpi,j,2,..., dpi,j,lz) oznacza sekwencj� ilo�ci pobieranych przez czynno�ci Oi,j
zasobów odnawialnych: dpi,j,k – ilo�	 k-tego zasobu pobieranego przez czynno�	,

Tri,j = (tri,j,1, tri,j,2, ..., tri,j,ln) – sekwencja terminów pobrania przez czynno�	 Oi,j okre�lonej 
ilo�ci kolejnych zasobów nieodnawialnych: tri,j,k – termin liczony wzgl�dem xi,j pobrania 
przez czynno�	 Oi,j k-tego zasobu nieodnawialnego w ilo�ci cri,j,k.

Tsi,j = (tsi,j,1, tsi,j,2, ..., tsi,j,ln) – sekwencja terminów generowania przez czynno�	 Oi,j okre�lonej 
ilo�ci kolejnych zasobów nieodnawialnych: tsi,j,k – termin liczony wzgl�dem xi,j
generowania przez czynno�	 Oi,j k-tego zasobu nieodnawialnego w ilo�ci csi,j,k.
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Cri,j = (cri,j,1, cri,j,2,...,cri,j,ln) – sekwencja ilo�ci pobieranych kolejnych zasobów 
nieodnawialnych przez czynno�	 Oi,j: cri,j,k – ilo�	 k-tego zasobu pobieranego przez 
czynno�	 Oi,j,

Csi,j = (csi,j,1, csi,j,2,...,csi,j,ln) – sekwencja ilo�ci generowanych przez czynno�	 Oi,j kolejnych 
zasobów nieodnawialnych: csi,j,k – ilo�	 k-tego zasobu generowanego przez czynno�	 Oi,j.

Warto�	i xi,j, ti,j,� N � {0}, s� elementami nast�puj�cych sekwencji: 
�� terminów rozpocz�cia czynno�ci marszruty technologicznej Pi:
 Xi = (xi,1, xi,2,…,

iloix , ), 0 � xi,j< h; i = 1, 2,…, lp; j = 1, 2,…,loi,
�� czasów trwania czynno�ci marszruty Pi: Ti = (ti,1, ti,2,…,

iloit , ),

Ograniczenia�

Przedsi�biorstwo. Dany portfel projektów P, dopuszczalne warto�ci zasobów odnawialnych 
Zo, i stan pocz�tkowy zasobów nieodnawialnych Zn.
Produkcja: Dany jest horyzont H = {0, 1, …, h}, okre�laj�cy przedzia� czasowy realizacji 
czynno�ci P. Czynno�ci s� niepodzielne w czasie oraz mog� rezerwowa	 dowoln� liczb�
zasobów. Przyjmuje si�, �e:
�� ka�dy zasób w danej czynno�ci mo�e by	 wykorzystany tylko jednokrotnie, 
�� ilo�	 danego zasobu odnawialnego wykorzystywanego przez dan� czynno�	 nie mo�e

ulec zmianie, nie mo�e te� zosta	 przydzielona do innej czynno�ci,
�� warunkiem rozpocz�cia czynno�ci jest dost�p do ��danej liczby zasobów odnawialnych 

w zadanych terminach Tpi,j, Tzi,j i nieodnawialnych Tri,j  i Tsi,j.
Dana jest sie	 czynno�ci projektu, wierzcho�ki, której to czynno�ci Oi,j, a �uki wskazuj�
porz�dek ich realizacji. Odpowiednie ograniczenia kolejno�ciowe maj� posta	:
�� dla czynno�ci wyst�puj�cy po sobie: xi,j + tij � xi,k ,         (2) 
�� dla wielu poprzedników:

xi,j+ti,j � xi,k, xi,j+1+ti,j+1 � xi,k, xi,j+2+ti,j+2 � xi,k,..., xi,j+n+ti,j+n � xi,k,        (3) 
�� dla wielu nast�pników:

xi,k + ti,k � xi,j, xi,k + ti,k � xi,j+1, xi,k+ti,k � xi,j+2, ... , xi,k+ti,k + � xi,j+n.        (4)
W ogólnym przypadku, w zale�no�ci od kontekstu pyta� rutynowych rozwa�ane s� ró�ne

modele referencyjne problemów decyzyjnych, modele skojarzone z typowymi klasami pyta�
rutynowych zwi�zanych z wyznaczaniem: 
�� warto�ci funkcji celu implikowanych przez przyj�te warto�ci zmiennych decyzyjnych; 
�� warto�ci zmiennych decyzyjnych gwarantuj�cych oczekiwane warto�ci funkcji celu; 
�� parametrów i/lub ogranicze� systemu gwarantuj�cych, ze dane warto�ci zmiennych 

decyzyjnych implikuj� oczekiwane warto�ci funkcji celu [4]. 

3. PROBLEM SPE�NIANIA OGRANICZE�
Programowanie z ograniczeniami jest obszarem technologii oprogramowania bazuj�cym na 
specyfikacji ogranicze� zmiennych decyzyjnych rozwi�zywanych problemów. Istotn� cech�
ogranicze� stanowi ich deklaratywny charakter. Oznacza to, �e ograniczenia specyfikuj�
jedynie posta	 wymaganych relacji, nie podaj� natomiast sposobu gwarantuj�cego ich 
zachodzenie. W tym kontek�cie, specyfikacj� problemu stanowi� zbiory zmiennych i ich 
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dziedzin oraz zbiór ogranicze� wi���cych wybrane zmienne decyzyjne. Poszukiwanym 
rozwi�zaniem jest zbiór warto�ci zmiennych spe�niaj�cych przyj�te ograniczenia.  
Problem spe�niania ogranicze� CS = ((V, D),C) okre�la sko�czony zbiór zmiennych V = {v1,
v2, ..., vn}, rodzina dziedzin zmiennych D = {Dq | Dq = (dq,1,...,dq,j,...,dq,m), q = 1 ... n} oraz 
sko�czony zbiór ogranicze� C = {Cq|q = 1...L} limituj�cych warto�ci zmiennych 
decyzyjnych. Poszukiwane jest rozwi�zanie b�d� to dopuszczalne, tzn. rozwi�zanie w którym 
warto�ci wszystkich zmiennych spe�niaj� wszystkie ograniczenia (zwykle jedno – 
najwcze�niej uzyskane), b�d� te� rozwi�zanie optymalne ekstremalizuj�ce funkcj� celu 
okre�lon� na wybranym podzbiorze zmiennych decyzyjnych.  
Rozwi�zanie CS uzyskiwane jest w wyniku systematycznego przeszukiwania mo�liwych 
przyporz�dkowa� warto�ci zmiennych decyzyjnych. Wykorzystywane metody poszukiwania 
rozwi�za� dziel� si� na te, w których przeszukiwana jest ca�a przestrze� wszystkich 
mo�liwych przyporz�dkowa� (wykorzystywane s� tutaj zarówno techniki przeszukiwania 
systematycznego jak i metody stochastyczne) oraz na te, w których przeszukiwana jest tylko 
cz��	 tej przestrzeni. Metody te implementowane s� w j�zykach klasy CP, np. Oz Mozart 
[11], ILOG [10]. 

4. WARUNKI DOPUSZCZALNEJ ALOKACJI ZASOBÓW 
4.1 Ograniczenia zabezpieczaj�ce przed powstawaniem blokad zasobów odnawialnych 

atwo zauwa�y	, �e ograniczona pula zasobów mo�e prowadzi	 do wyst�powania konfliktów 
zasobowych, zwi�zanych z konieczno�ci� rozstrzygania pierwsze�stwa przydzia�u
limitowanych zasobów. Sytuacje tego typu wyst�puj� w chwilach, gdy kontynuacja 
równolegle realizowanych operacji wymaga przydzia�u danego zasobu w ilo�ci
przekraczaj�cej jego limit. Konieczne jest zatem posiadanie ogranicze� gwarantuj�cych, �e
w rozwa�anym horyzoncie H nigdy nie dojdzie do wyst�powania konfliktów zasobowych. 
Tego typu ograniczenia zosta�y przedstawione w pracach [6], [7] i przyjmuj� posta	 uk�adu
nierówno�ci (5): 
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gdzie vgk,i – to i-ty punkt charakterystyczny funkcji gk(u) . 
Mo�na wykaza	 [6], �e wprowadzenie do CS ogranicze� (5), gwarantuje, �e w procesie 
poszukiwania harmonogramów realizacji portfela projektów wygenerowane harmonogramy 
nie b�d� prowadzi�y do blokady zasobów odnawialnych. 
4.2. Ograniczenia zabezpieczaj�ce przed powstawaniem blokad zasobów 

nieodnawialnych 
Kolejnym etapem, w którym mog� wyst�pi	 sytuacje blokadowe jest planowanie przydzia�u
zasobów nieodnawialnych. W planowaniu realizacji portfela projektów zwi�zane jest to 
z zagwarantowaniem nieprzekroczenia za�o�onego bud�etu (zasoby nieodnawialne 
najcz��ciej traktowane s� jako zasoby finansowe). Oznacza to konieczno�	 utrzymania 
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poziomu �rodków finansowych na poziomie równym lub wi�kszym od zadanego 
minimalnego ich stanu w ka�dym momencie realizacji projektów.  
Przyk�ad sytuacji przekroczenia bud�etu przedstawia rys. 1 a). Trzy czynno�ci ������������������,
w i-tej  chwili  do realizacji wymagaj� odpowiednio 2, 4, 2 jednostek pieni�dzy. Stan portfela 
wynosi 6 jednostek. Czynno�	 ����, po swoim uko�czeniu pozyskuje 10 jednostek pieni�dzy,
pozosta�e czynno�ci nie przynosz� dochodów. W rozwa�anej chwili czasu mo�liwa jest 
realizacja tylko dwóch czynno�ci. Je�li posiadane zasoby rozdzielone zostan� na czynno�ci
������������  to powstanie stan blokady systemu – brak pieni�dzy by zrealizowa	 czynno�	 ����.
Je�li zasoby przydzielone zostan� do czynno�ci ����������, (rys. 1b) to czynno�	 ���� b�dzie
mog�a si� rozpocz�	 w j-tej chwili, zwi�zanej z uzyskaniem przychodu czynno�ci ����  co 
spowoduje, �e blokada nie wyst�pi. 

Rys. 1.  Gospodarowanie zasobami nieodnawialnymi a) stan blokady, b) stan bezblokadowy

Konieczne jest zatem posiadanie ogranicze� gwarantuj�cych, �e w rozwa�anym horyzoncie H
nigdy nie dojdzie do sytuacji blokadowej, zwi�zanej z przydzieleniem zasobów 
nieodnawialnych.
W celu opracowania takich ogranicze� przyj�to za�o�enie, �e ilo�ci ��danych i pozyskanych 
jednostek k-tego zasobu nieodnawialnego s� opisane przez funkcje bk(v, X), mk(v, X):
�� bk(v,X) � 0, �v � H – funkcja okre�laj�ca sumaryczn� ilo�	 ��danych jednostek k-tego 

zasobu do momentu  v,  w zale�no�ci od przyj�tych terminów X = (X1, X2, …, Xlp)
rozpocz�cia czynno�ci.

�� mk(v, X) � 0, �v � H – funkcja okre�laj�ca sumaryczn� ilo�	 generowanych jednostek k-
tego zasobu do momentu v, w zale�no�ci od przyj�tych terminów X = (X1, X2, …, Xlp)
rozpocz�cia czynno�ci.

Rys. 2 przedstawia funkcje bk, mk, odpowiadaj�ce operacjom z rys. 1. 

atwo zauwa�y	, �e stan blokady odpowiada sytuacji gdy warto�ci funkcji bk(v, X)
przekraczaj� warto�ci mk(v): bk(v, X) > mk(v, X). Z tak� sytuacj� mamy do czynienia w chwili 
(i + 1) zilustrowanej na rys. 2 a.  Z kolei rys. 2 b odpowiada sytuacij z rys. 1b. Prezentowana 
kolejno�	 realizacji czynno�ci nie prowadzi do blokady, co odpowiada sytuacji, gdy  bk(v, X)
	 mk(v, X) dla ka�dej chwili v  horyzontu H (v � H).
Z przedstawionych rozwa�a�, wynika, �e wyst�powanie w realizacji czynno�ci portfela 
przedsi�wzi�	 blokady zasobów nieodnawialnych implikuje spe�nienie nierówno�ci bk(vb, X)
> mk(vb, X) dla vb � H. Spostrze�enie to prowadzi do poni�szej w�asno�ci: 
W�asno�� 1. Spe�nienie warunku bk(vb, X) > mk(vb, X) jest warunkiem koniecznym 
wyst�powania blokad zasobów nieodnawialnych. 
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Rys. 2. Ilustracja funkcji b1 i m1 odpowiadaj�cych przyk�adowi z rys. 1 

Prawdziwy jest równie� poni�szy lemat: 
Lemat 1. Je�eli alokacja zasobów nieodnawialnych przydzielanych w danej chwili v do 
czynno�ci  projektów, przy za�o�onych X, Ti, , H, spe�nia warunek bk(v,X) �  mk(v, X) dla  
�k � {1, 2, ..., lz}, to realizacja tych czynno�ci nie prowadzi do ich blokady. 
Dowód: Dowód wynika bezpo�rednio z W�asno�ci 1. Zgodnie z W�a�no�ci� 1 blokada mo�e
wyst�pi	, gdy w chiwli v conajmniej dla jednego zasobu spe�niony b�dzie warunek bk(v,X) >
mk(v,X). Je�eli wi�c dla ka�dego z zasobów  (�k � {1, 2, ..., lz}) W�asno�	 1 nie b�dzie
spe�niona (tzn. warunek bk(v, X) > mk(v, X) jest niespe�niony) to blokada nie wyst�pi.
Niespe�nienie W�asno�ci 3 jest równowa�ne ze spe�nieniem warunku bk(v, X) � mk(v, X). 
Z powy�szego wynika, �e blokada dla zasobów nieodnawialnych nie wyst�pi, gdy dla 
ka�dego z zasobów (�k � {1, 2, ..., lz}) spe�niony b�dzie warunek bk(v, X) � mk(v, X).  

�

W�asno�� 2. Je�eli w ka�dej chwili rozwa�anego horyzontu H spe�niony jest warunek bk(v, X)
� mk(v, X) dla �k � {1, 2, ..., lz}, to blokady czynno�ci wyst�puj�cych przy realizacji 
planowanego portfela projektów nie b�d� wyst�powa�y.
Zgodnie z przyj�tymi za�o�eniami modelu referencyjnego [5] funkcje wyst�puj�ce
w nierówno�ci bk(v,X) � mk(v,X) przyjmuj� posta	:
�� funkcja bk(v,X) przyjmuje posta	:

� �)(1),( ,,,,, kjiji

lp

i

lo

j
kjik rtxvcrXvb

i
������

� �1 1
 , (6)

gdzie: tri,j,k – termin liczony wzgl�dem xi,j pobrania przez czynno�	 k-tego zasobu 
nieodnawialnego, lp – liczba projektów, loi – liczba czynno�ci w i-tym projekcie, cri,j,k – 
liczba jednostek k-tego zasobu nieodnawialnego rezerwowana przez czynno�	 Oi,j, )1(v
– funkcja jednostkowa. 
Wielko�	 a, funkcji )1( av� nazywana  jest punktem charakterystycznym. W wyra�eniu 
(6) sumowane s� funkcje jednostkowe czasu rezerwacji zasobu, których punkty 
charakterystyczne oznaczaj� momenty ��dania (xi,j+ tri,j,k) przez czynno�ci okre�lonej
ilo�ci zasobu k. Punkty te w dalszej cz��ci nazywane b�d� punktami charakterystycznymi 
funkcji bk(v, X). Zmiana warto�ci funkcji bk(v, X) na wi�ksz� mo�e odbywa	 si� tylko 
w jej punktach charakterystycznych, 

�� funkcja mk(v,X) przyjmuje posta	:

� � kkjiji
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gdzie: tsi,j,k –termin liczony wzgl�dem xi,j pozyskania przez czynno�	 k-tego zasobu, lp – 
liczba projektów, loi – liczba czynno�ci w i-tym projekcie, csi,j,k – liczba jednostek k-tego
zasobu pozyskiwana przez czynno�	 Oi,j, )1(v  – funkcja jednostkowa. 

Analogicznie do bk(v,X) warto�ci (xi,j + tsi,j,k) nazywane s� punktami charakterystycznymi 
funkcji mk(v,X).

Dla przyj�tych postaci funkcji bk(v, X), mk(v ,X) (wyra�enia (6), (7)) oraz zgodnie 
z w�asno�ci� 2 warunek bk(v, X) � mk(v, X) przyjmuje posta	:

� � � � 0
1 11 1

�������� ����
� �� �

)(1)(1 ,,,,,,,,,, kjiji

lp

i

lo

j
kjikjiji

lp

i

lo

j
kjik stxvcsrtxvcrzn

ii
   (8) 

�v � H
gdzie: lp – liczba projektów, loi – liczba czynno�ci w i-tym projekcie, )1(v – funkcja 

jednostkowa.
Zgodnie z Lematem 1, aby nie dopu�ci	 do blokady, wyra�enie (8) musi by	 spe�nione dla 
ka�dej chwili v horyzontu H. Z przyj�tych postaci funkcji bk(v, X), mk(v, X) (wyra�enia (6), 
(7)) wida	, �e ich warto�ci zmieniaj� si� na wi�ksze tylko dla argumentów odpowiadaj�cych 
punktom charakterystycznym. Zmienna v w wyra�eniu (8) mo�e wi�c zosta	 zast�piona
odpowiednimi punktami charakterystycznymi. Rozwa�ane s� tylko punkty charakterystyczne 
funkcji ��	
���� gdy� tylko dla nich warto�	 lewej strony nierówno�ci maleje. Zgodnie 
z powy�szym s�uszne jest Twierdzenie 2. 
Twierdzenie 1. Dany jest portfel projektów , spe�nione s� za�o�enia modelu referencyjnego 
(czynno�ci opisane s� przez: X, Ti, H), funkcje bk(v, X), mk(v, X) s� wyra�ane odpowiednio 
przez (6), (7). Je�eli dla ka�dej chwili horyzontu H oraz dla ka�dego k � {1, 2, …, ln},
warunki wyra�one uk�adem nierówno�ci (9) s� spe�nione, to realizacja planowanego portfela 
projektów jest bezblokadowa.�
Dowód: Uk�ad (9) jest rozwini�ciem nierówno�ci (8) w przypadku, gdy argument v
przyjmuje warto�ci punktów charakterystycznych funkcji ��	
�� ���� �	
�� ��. Zgodnie 
z wyra�eniami (6) i (7) tylko w tych punktach mo�e nast�pi	 zmiana stanu portfela projektów 

. Je�li wi�c nierówno�	 (8) jest spe�niona w punktach charakterystycznych (punkt funkcji 
��	
����), które odpowiadaj� momentom, gdy lewa strona nierówno�ci (8) zmniejsza swoj�
warto�	, to jest ona spe�niona dla wszystkich 
����  co zgodnie z w�asno�ci� 2 (a tym samym 
z Lematem 1) gwarantuje brak blokady zasobów nieodnawialnych. 

��
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dla: � = 1, 2, …, ��, gdzie ���– liczba zasobów nieodnawialnych.
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Gwarancja utrzymania zadanego poziomu ilo�ci zasobów nieodnawialnych, poprzez 
wprowadzenie do CS opracowanych ogranicze� (9) jest podstawowym warunkiem braku 
blokad.
Podusmowuj�c zaproponowany model referencyjny planowania/waraiantowania 
przedsi�wzi�	 charakteryzuj�: czynno�ci (ich ilo�	 i determinuj�ce ich wykonanie graniczenia 
kolejno�ciowe i zasobowe), zasoby (ich ilo�	 i charakter), a tak�e ��cz�ce je zwi�zki
(okre�laj�ce jakie zasoby i w jakiej ilo�ci s� niezb�dne do wykonania poszczególnych 
czynno�ci, ograniczenia np. zak�adaj�ce niewyw�aszczalno�	 i/lub wspó�dzielenie zasobów, 
ci�g�y lub dyskretny sposób zu�ycia zasobów, itp.). Model stanowi podstaw� do budowy 
systemów komputerowo wspomaganego podejmowania decyzji, na etapie 
planowania/wariantowania portfeli projektów. 

5. PRZYK�AD ILUSTRACYJNY
Dany jest portfel projektów reprezentowany przez rodzin� �����������������������Czynno�ci Oi,j
w projektach charakteryzowane s� odpowiednio [2]:� ��� �� ������� ��� �������� ��� �� ���������

������������ ����������������� ����� ������������������Sieci czynno�ci projektów zilustrowano na  
rys. 3.�

Rys. 3. Sieci czynno�ci portfela P 

Dany jest horyzont planowania realizacji wszystkich projektów H� �� ���� ��� ��� ���. Dla 
poszczególnych czynno�ci, kolejno dla projektów ���� ���� ���� ����dane� s� sekwencje czasów 
trwania: T1��	�������������������������������������	������������������������������������ T3 ��	��� ���� ��

��� ����� ��� ��� ��� ���� ��� �� 	��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���� Do realizacji czynno�ci
wykorzystywane s� trzy rodzaje zasobów odnawialnych !"���!"���!"�. Dane s� dopuszczalne 
warto�ci zasobów odnawialnych, które kolejno wynosz� �����������u.j.m (umowna jednostka 
miary) dla ca�ego horyzontu H: zo1 = (11, 11, 11, …, 11), || zo1|| = 41, zo2 = (14, 14, 14, …, 
14), ||zo2|| = 41, zo3 = (12, 12, 12, …, 12), ||zo3|| = 41. Dopuszczalne warto�ci zasobów s�
niezmienne w czasie. Przyj�to, �e dla wszystkich czynno�ci zasoby s� rezerwowane wraz z 
rozpocz�ciem czynno�ci i zwalniane w momencie jej uko�czenia.
Wymagana ilo�	 zasobów dla czynno�ci projektów ���� ���� ���� ���� jest wyra�ana w postaci 
sekwencji ilo�ci pobieranego zasobu odnawialnego. Potrzebne ilo�ci zasobów zestawiono 
poni�ej.
DP1,1={3, 1, 1, 1, 1, 1, 2, 1, 2, 1}, DP1,2 = {2, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 3, 3, 1, 1}, DP1,3 ={2, 2, 2, 3, 1, 1, 1, 1, 1, 2} 
DP2,1 = {4, 3, 2, 2, 1, 1, 1, 3, 1, 2, 2, 2}, DP2,2 = {1, 2, 3, 1, 2, 1, 2, 1, 1, 2, 1, 1}, DP2,3 = {2, 1, 1, 1, 3, 1, 
2, 2, 2, 1, 1, 1} 
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DP3,1 ={2, 4, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 1, 3}, DP3,2 ={2, 1, 3, 2, 2, 2, 1, 1, 1, 2, 2}, DP3,3={2, 4, 1, 2, 2, 2, 1, 2, 2, 
1, 3} 

DP4,1 ={1, 2, 3, 4, 3, 2, 2, 1, 1, 1, 3, 1, 4}, DP4,2={1, 1, 1, 2, 1, 2, 1, 3, 2, 2, 2, 1, 2}, DP4,3={1, 2, 2, 1, 1, 
2, 4, 1, 2, 2, 2, 1, 2} 

Do realizacji czynno�ci wymagana jest okre�lona liczba zasobów nieodnawialnych !���� !���
Pocz�tkowa warto�	 zasobu nieodnawialnego !�� wynosi 10 u.j.m. a zasobu nieodnawialnego 
!� i 7 j 10 7

�

!��  wynosi 7 u.j.m.: zn1 = 10, zn2 = 7. 

Czynno�ci pobieraj� i/lub generuj� okre�lon� ilo�	 zasobów nieodnawialnych !�� i !��.
Przyj�to, �e dla wszystkich czynno�ci zasoby s� pobierane wraz z rozpocz�ciem czynno�ci i 
generowane w momencie ich uko�czenia. Ilo�	 pobieranego/generowanego zasobu !��
okre�laj� odpowiednio sekwencje�#$%�&���#'%�&  zestawione poni�ej.

CR1,1 ={1, 1, 2, 1, 2, 1, 3, 1, 1, 1}, CR1,2 ={1, 2, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1},CS1,1 = {3, 2, 0, 2, 4, 4, 2, 0, 2, 
4},CS1,2={1 , 2, 3, 2, 2, 2, 0, 2, 1, 2},CR2,1 ={ 1, 0, 1, 2, 1, 1, 1, 3, 1, 0, 1, 1}, CR2,2={ 3, 2, 1, 2, 0, 2, 3, 

�

2, 2, 2, 1, 2},CS2,1={ 3, 2, 0, 2, 1, 2, 0, 2, 0, 2, 0, 1}, CS2,2={ 3, 2, 1, 2, 0, 2, 3, 2, 2, 2, 1, 2},CR3,1={ 1, 1, 
2, 1, 1, 1, 0, 1, 3, 1, 1}, CR3,2={ 0, 1, 1, 0, 2, 1, 1, 1, 3, 1, 0},CS3,1={ 2, 3, 2, 0, 2, 1, 2, 2, 2, 3, 2}, CS3,2
={ 3, 2, 1, 2, 0, 2, 3, 2, 2, 2, 1},CR4,1={ 1, 1, 2, 1, 1, 1, 0, 1, 3, 1, 1, 1, 1},CR4,2={ 0, 1, 1, 0, 2, 1, 1, 1, 3, 
1, 0, 1, 1},CS4,1={ 2, 3, 2, 0, 2, 1, 2, 2, 2, 3, 2, 3, 2},CS4,2={ 3, 2, 1, 2, 0, 2, 3, 2, 2, 2, 1, 2, 2} 

Poszukiwana jest odpowied� na pytanie: Czy istnieje, a je�eli tak, to jaki jest harmonogram 
gwarantuj�cy uko�czenie portfela projektów w zadanym horyzoncie �, spe�niaj�cy
ograniczenia zwi�zane z dost�pno�ci� zasobów odnawialnych i nieodnawialnych oraz 
oczekiwan� efektywno�ci� ekonomiczn� poszczególnych projektów NPV > 0? 
Tak sformu�owany problem jest problemem typu w przód, w którym to dla zadanych 
parametrów portfela projektów poszukiwany jest harmonogram realizacji czynno�ci. 
Udzielenie odpowiedzi na postawione pytanie zwi�zane jest zatem z wyznaczeniem warto�ci
zmiennych opisuj�cych poszukiwany harmonogram, co w rozwa�anym przypadku sprowadza 
si� do wyznaczenia warto�ci momentów rozpocz�cia czynno�ci xi,j�(�),�[7]. Postawione pytanie 
wymaga wi�c wyznaczenia elementów sekwencji:  �����	*���������*������������	*���������*�������
�����	*��������*��������� ��	*��������*�����.

Poszukiwane warto�ci elementów sekwencji X1, X2, X3, X4, powinny spe�nia	  ograniczenia 
kolejno�ciowe z rys. 3, oraz ograniczenia zwi�zane z przydzia�em zasobów odnawialnych 
DPi,j, i nieodnawialnych CSi,j, CRi,j  (gwarantuj�ce brak blokady). Ograniczenia te kolejno 
opisywane s� w postaci zale�no�ci: (2), (3), (4), (5), (9). Sekwencje otrzymane zosta�y
w wyniku implementacji instancji przedstawionego modelu referencyjnego  dla rozwa�anego
przyk�adu w �rodowisku OzMozrat [11].Pierwsze rozwi�zanie dopuszczalne uzyskano po 
czasie 10 s. Sekwencje momentów rozpocz�cia czynno�ci s� nast�puj�ce:

X1���+���������������������������������,��X2���+������ ������������������� ���������������-,��

X3���+�������������� ������-��� ������� ����,��X4���+�����������������������������������������-,��

Otrzymane warto�ci wspó�czynników NPV  [3] dla harmonogramu opisanego przez X1��X2��X3��
X4�kolejno dla projektów P1,�P2,�P3,�P4 wynosz�:

.�/����������-���.�/��������  ���.�/�������������.�/����������� . 
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Rys. 4. Plan realizacji portfela projektów 

Harmonogram realizacji portfela projektów odpowiadaj�cy otrzymanemu rozwi�zaniu 
przedstawiony zosta� na rys. 4. Spe�nia on wszystkie zadane ograniczenia wynikaj�ce tak 
z mo�liwo�ci przedsi�biorstwa, jak i z wymaga� narzuconych na realizacj� poszczególnych 
projektów.
Na rys. 5a) przedstawiono dodatkowo przyk�adowy wykres obci��enia zasobu 0"��
z zaznaczonym limitem dopuszczalnej jego ilo�ci. W ca�ym horyzoncie czasu dopuszczalny 
limit zasobu odnawialnego nie zosta� przekroczony, podobna sytuacja wyst�puje dla 
pozosta�ych zasobów 0"���0"�.
Rys. 5b) przedstawia przyk�adowy wykres zmiany poziomu zasobu nieodnawialnego zn2
w badanym horyzoncie czasu. 
atwo dostrzec, �e ograniczenie okre�laj�ce minimalny, 
dopuszczalny poziom zasobów odnawialnych równy 0 jest spe�nione dla zn2 w ca�ym
horyzoncie realizacji projektów. Ograniczenie to spe�nione jest równie� dla zasobu zn1.
Przedstawiony przyk�ad ilustruje mo�liwo�	 wykorzystania prezentowanego podej�cia 
w zakresie wielokryterialnej (np. termin realizacji poszczególnych projektów, termin 
realizacji ca�ego portfela projektów, limitowana dost�pno�	 si� wytwórczych, itp.) oceny 
planowanych projektów, a tak�e poszukiwania odpowiedzi na problemy decyzyjne 
definiowane dla podej�cia „w przód” w trybie interakcyjnym (wynik dla rozwa�anego 
przyk�adu uzyskano w czasie poni�ej 5 minut). 
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Rys. 5. Obci��enie a) zasobu odnawialnego zo1 b) zasobu nieodnawialnego zn2

6. WNIOSKI
Przyj�ty model referencyjny problemu decyzyjnego, umo�liwia specyfikacj� rozwa�anych
obiektów obejmuj�c ich: czynno�ci, zasoby, ��cz�ce je zwi�zki.  W takim uj�ciu model 
referencyjny mo�e by	 postrzegany jako swoista baza wiedzy [2], tzn. znany jest zbiór formu�
specyfikuj�cych zwi�zki wyst�puj�ce pomi�dzy wybranymi parametrami, a tak�e formu�y
specyfikuj�ce zgromadzone do�wiadczenie, wiedz� ekspertów itp. Tak rozumiana baza 
wiedzy, poprzez mo�liwo�	 jej bezpo�redniej reprezentacji w kategoriach problemu 
spe�nienia ogranicze� [4] stanowi naturaln� platform� dla formu�owania pyta� oraz 
wypracowywania stosowanych odpowiedzi. W tym kontek�cie warto zauwa�y	, �e techniki 
programowania w logice ogranicze� stanowi� j�dro obliczeniowe wielu komercyjnych 
rozwi�za�. Przyk�adem tego typu pakietów s� m.in. produkty takich firm jak proALPHA S.A. 
Polska [9] oraz IFS.  
Przedstawione w Rozdziale 5 przyk�ad ilustruj�cy mo�liwo�ci wykorzystania 
zaproponowanego modelu referencyjnego sugeruj� jego przydatno�	 do budowy zadaniowo 
zorientowanych, interakcyjnych systemów wspomagania decyzji, m.in. w zadaniach 
planowania/wariantowania portfeli projektów . Pe�ne potwierdzenie takiej przydatno�ci wi��e
si� oczywi�cie z konieczno�ci� wykazania i� dana baza wiedzy umo�liwia wypracowanie 
odpowiedzi  na zadany zbiór pyta� rutynowych, a tak�e i� dla rozwa�anej klasy obiektów 
odpowiedzi te uzyskiwane s� w trybie „on-line”.
Wykorzystywany model referencyjny umo�liwia budow� bardziej zaawansowanych, 
zadaniowo zorientowanych, systemów interakcyjnego wspomagania decyzji, np. systemów 
sterowania dyspozytorskiego w elastycznych systemach produkcyjnych. Kontynu�owane
badania wi��� si� z mo�liwo�ciami rozwi�zywania zada� alokacji zasobów odnawialnych 
i nieodnawialnych realizowanych w systemach produkcyjnych, w warunkach wyst�powania
zmiennych zadanych w sposób niepewny lub nieprecyzyjny. 
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