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ODPORNA STABILNO�� CI�G�YCH UK�ADÓW U�AMKOWEGO
RZ�DU WSPÓ�MIERNEGO O FUNKCJI CHARAKTERYSTYCZNEJ 

ZALE�NEJ LINIOWO OD NIEPEWNYCH PARAMETRÓW 
Rozpatrzono problem odpornej stabilno�ci liniowego ci�g�ego uk�adu u�amkowe-
go rz�du wspó�miernego, którego funkcja charakterystyczna zale�y liniowo od 
niepewnych parametrów. Pokazano, �e do badania odpornej stabilno�ci takich 
uk�adów mo�na stosowa� twierdzenie kraw�dziowe, znane z teorii odpornej sta-
bilno�ci rodzin wielomianów charakterystycznych naturalnego stopnia. Podano 
komputerow� metod� s�u��c� do sprawdzania warunków tego twierdzenia. Roz-
wa�ania zilustrowano przyk�adem.

ROBUST STABILITY OF CONTINUOUS-TIME FRACTIONAL 
SYSTEMS OF COMMENSURATE ORDER WITH CHARACTERISTIC 

FUNCTION LINEARLY DEPENDENT ON UNCERTAIN PARAMETERS 
The problem of robust stability of linear continuous-time fractional order systems 
of commensurate order with characteristic polynomial linearly dependent on un-
certain parameters is considered. It is shown that the Edge Theorem known from 
the theory of robust stability of families of natural degree characteristic polyno-
mials can be used to robust stability analysis of the systems. Computer method for 
checking of the conditions of this theorem is given. The considerations are illu-
strated by numerical example. 

1. WST�P
W ostatnich latach teoria analizy i syntezy liniowych uk�adów u�amkowego rz�du jest inten-
sywnie rozwijana w literaturze �wiatowej, patrz np. monografie [12, 17, 21-22] i cytowan�
tam literatur�. Problem badania stabilno�ci oraz odpornej stabilno�ci liniowych uk�adów
u�amkowych by� rozpatrywany w pracach [7-11, 13-15, 23]. Nowa klasa uk�adów u�amko-
wych, a mianowicie dodatnie uk�ady u�amkowego rz�du, by�a rozpatrywana w [18-20]. 
W niniejszej pracy zostanie rozpatrzony problem badania odpornej stabilno�ci liniowego ci�-
g�ego uk�adu u�amkowego rz�du wspó�miernego, którego funkcja charakterystyczna (b�d�ca
wielomianem u�amkowego stopnia wspó�miernego) zale�y liniowo od niepewnych parame-
trów. Problem ten w przypadku uk�adów o wielomianach charakterystycznych naturalnego 
stopnia by� tematem wielu publikacji (patrz np. [3] oraz monografie [1, 2, 4-6]). Wed�ug wie-
dzy autorów wy�ej wymieniony problem w przypadku wielomianów charakterystycznych 
stopnia u�amkowego nie by� dotychczas rozpatrywany w literaturze.
W pracy zostanie pokazane, �e do badania odpornej stabilno�ci rozpatrywanych uk�adów
u�amkowych o niepewnych parametrach mo�na stosowa� tzw. twierdzenie kraw�dziowe
(znane z teorii odpornej stabilno�ci uk�adów o wielomianach charakterystycznych stopnia 
naturalnego) oraz zostan� podane cz�stotliwo�ciowe metody s�u��ce do sprawdzania warun-
ków tego twierdzenia. 
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2. WPROWADZENIE 
We�my pod uwag� liniowy uk�ad dynamiczny u�amkowego rz�du wspó�miernego, którego 
wielomian charakterystyczny o rzeczywistych wspó�czynnikach ma posta�
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Uwzgl�dniaj�c rezultaty literaturowe (omówione np. w [8]) warunek stabilno�ci rozpatrywa-
nego uk�adu mo�emy sformu�owa� w postaci jak ni�ej.
Twierdzenie 1. U�amkowy uk�ad dynamiczny, którego wielomian charakterystyczny ma po-
sta� (1) jest stabilny (w sensie ograniczone wej�cie – ograniczone wyj�cie) wtedy i tylko wte-
dy, gdy wszystkie zera wielomianu (1) maj� ujemne cz��ci rzeczywiste, tzn. 

w s( ) � 0  dla Re ,s � 0  (3) 

lub równowa�nie, gdy wszystkie zera �  stowarzyszonego wielomianu (2) spe�niaj� warunek
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czyli le�� w otwartym obszarze stabilno�ci pokazanym na rys. 1 przy � �( , ].0 1   
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Rys. 1. Obszar stabilno�ci na p�aszczy�nie zespolonej � �� s  przy 0 1� ��

Wielomian (1) spe�niaj�cy warunek (3) b�dziemy nazywa� stabilnym wielomianem u�amko-
wym. Natomiast stowarzyszony wielomian naturalnego stopnia (2), którego zera spe�niaj�
warunek (4), b�dziemy nazywa� wielomianem D-stabilnym, przy czym D jest obszarem sta-
bilno�ci pokazany na rys. 1. Jego brzegiem jest linia �amana o opisie parametrycznym  

( ) | | ,/j e j � � �	� 2  � �� �( , ). (5) 

Je�eli � � 1,  to (5) staje si� opisem parametrycznym osi urojonej p�aszczyzny zmiennej ze-
spolonej, czyli obszar D przy � � 1 redukuje si� do otwartej lewej pó�p�aszczyzny.
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Twierdzenie 2 [8]. Wielomian u�amkowy (1) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy przy 
zmieniaj�cym si� od ��  do �  wykres funkcji � ( )j  nie okr��a pocz�tku p�aszczyzny
zmiennej zespolonej ani te� nie przechodzi przez niego, gdzie

�( ) ( )
( )

,s w s
w sod

�   (6) 

przy czym w s( )  ma posta� (1) za� w sod ( )  jest stabilnym wielomianem odniesienia u�amko-
wego stopnia równego stopniowi wielomianu (1).  

2. SFORMU�OWANIE PROBLEMU 
Rozpatrzmy liniowy uk�ad dynamiczny u�amkowego rz�du wspó�miernego, którego wielo-
mian charakterystyczny o wspó�czynnikach liniowo zale�nych od niepewnych parametrów 
ma posta�
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gdzie � �( , ],0 1  q � [ , ,..., ]q q qm1 2
T  jest wektorem odchy�ek qk  ( mk ,...,2,1� ) niepewnych 

parametrów od ich warto�ci nominalnych, m jest liczb� niepewnych parametrów, 
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s� to liniowe ci�g�e funkcje swoich argumentów ( aik  s� to znane wspó�czynniki), za�

Q q b c b c k mk k k k k� � � � �{ : [ , ], , , , ,..., }q 0 0 1 2  (9) 

jest zbiorem warto�ci odchy�ek niepewnych parametrów od ich warto�ci nominalnych.  
B�dziemy zak�ada�, �e wielomian (7) jest sta�ego stopnia (tj. � �q Q  ma on stopie� n� )
i nie zmniejszaj�c ogólno�ci rozwa�a� przyjmijmy, �e an ( )q 
 0 dla ka�dego q �Q.

Wielomian (7) o wspó�czynnikach liniowo zale�nych od niepewnych parametrów mo�na na-
pisa� w postaci 

w s w s q w s q w s Qm m( , ) ( ) ( ) ... ( ), ,q q� � � � �0 1 1   (10) 

gdzie
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s� to znane wielomiany, przy czym w s w s0 0( ) ( , )�  jest stabilnym wielomianem nominalnym 
stopnia n�.
Na podstawie teorii odpornej stabilno�ci ci�g�ych uk�adów dynamicznych naturalnego rz�du
o niepewnych parametrach mo�emy sformu�owa� nast�puj�c� definicj� oraz twierdzenie. 
Definicja 1. U�amkowy uk�ad dynamiczny o wielomianie charakterystycznym (7) nazywamy 
odpornie stabilnym, je�eli jest on stabilny dla ka�dej ustalonej warto�ci q �Q.

Twierdzenie 3. U�amkowy uk�ad dynamiczny, którego wielomian charakterystyczny ma po-
sta� (7) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jego wielomian charakterystyczny (7) 
u�amkowego stopnia jest stabilny dla ka�dego q �Q,  tzn. jest spe�niony warunek
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w s( , )q � 0  dla Re ,s � 0 q �Q.  (12) 

Zadanie badania odpornej stabilno�ci uk�adu u�amkowego o wielomianie charakterystycznym 
(7) jest równowa�ne z problemem badania odpornej stabilno�ci rodziny wielomianów 

W s w s Q( , ) { ( , ): },q q q� �   (13) 

przy czym wielomian u�amkowy w s( , )q  ma posta� (7) lub równowa�n� posta� (10). 

Celem pracy jest podanie komputerowych metod badania odpornej stabilno�ci uk�adu u�am-
kowego o wielomianie charakterystycznym (7). Poniewa� odporna stabilno�� tego uk�adu jest 
równowa�na z odporn� stabilno�ci� rodziny wielomianów (13), podane metody b�d� bezpo-
�rednio dotyczy�y u�amkowej rodziny wielomianów (13) o liniowej strukturze niepewno�ci.

3. ROZWI�ZANIE PROBLEMU  

Podstawiaj�c � �� s  w wielomianie (7) otrzymamy stowarzyszon� rodzin� wielomianów 
naturalnego stopnia

~( , ) {~( , ): },W Q w Q� �� �q q   (14) 

gdzie
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przy czym wspó�czynniki ai ( )q  o postaci (8) zale�� liniowo od niepewnych parametrów. 

Wielomian (15) naturalnego stopnia b�dziemy nazywa� wielomianem stowarzyszonym z wie-
lomianem u�amkowym (8). 
Definicja 2. Rodzin� wielomianów (14) naturalnego stopnia nazywamy odpornie D-stabiln�,
je�eli dla ka�dego ustalonego q �Q  wszystkie zera wielomianu (15) spe�niaj� warunek (4), 
tzn. le�� w otwartym obszarze D pokazanym na rys. 1, którego brzeg ma opis parametryczny 
(5).
Z definicji 2 i twierdzenia 1 wynika bezpo�rednio nast�puj�ce twierdzenie. 
Twierdzenie 4. Rodzina wielomianów (13) u�amkowego stopnia jest odpornie stabilna wtedy 
i tylko wtedy, gdy stowarzyszona rodzina wielomianów (14) naturalnego stopnia jest odpor-
nie D-stabilna. 
Metody badania odpornej stabilno�ci i odpornej D-stabilno�ci (przy odpowiednio zdefinio-
wanych obszarach D) rodziny wielomianów (14) naturalnego stopnia zosta�y szczegó�owo
przedstawione w monografii [6]. S� to metody cz�stotliwo�ciowe bazuj�ce na tzw. warunku 
wykluczenia zera. W teorii odpornej stabilno�ci rodzin wielomianów charakterystycznych 
naturalnego stopnia o wspó�czynnikach liniowo zale�nych od niepewnych parametrów fun-
damentalne znaczenie ma twierdzenie sformu�owane i udowodnione w pracy [3], które pó�-
niej zosta�o nazwane twierdzeniem kraw�dziowym (ang. Edge Theorem). Twierdzenie to jest 
podane np. w monografiach [1, 2, 4–6]. Polska nazwa „twierdzenie kraw�dziowe" zosta�a
zaproponowana w pracy [6]. 
Z twierdzenia 4 wynika, �e do badania odpornej stabilno�ci rodziny (13) wielomianów u�am-
kowego stopnia mo�na stosowa� te same metody, które stosuje si� do badania odpornej  
D-stabilno�ci rodziny wielomianów (14) naturalnego stopnia. Mo�na zatem stosowa� twier-
dzenie kraw�dziowe.
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Zanim sformu�ujemy twierdzenie kraw�dziowe, najpierw podamy (uwzgl�dniaj�c prac� [6]) 
niezb�dne wprowadzenie. 
Zbiór Q zdefiniowany wzorem (9) jest m-wymiarowym prostopad�o�cianem. Ma on K m� 2
wierzcho�ków i L m m� �2 1 kraw�dzi. Oznaczmy przez qk

k k
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T , gdzie q bi
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i� , i m� 1 2, ,..., , k-ty wierzcho�ek zbioru Q. Ka�demu wierzcho�kowi qk ,
k K� 1 2, ,..., ,  zbioru Q odpowiada w zbiorze wielomianów (7) tzw. wielomian wierzcho�ko-
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Ka�dej kraw�dzi
q q qrk r k( ) ( ) , [ , ],� � � �� � � �1 0 1   (17) 

zbioru Q, b�d�cej odcinkiem linii prostej ��cz�cym wierzcho�ki qr  i qk , w zbiorze wielomia-
nów (7) odpowiada tzw. wielomian kraw�dziowy o postaci 

p s p s p srk r k( , ) ( ) ( ) ( ), [ , ],� � � �� � � �1 0 1   (18) 

gdzie p sr ( )  i p sk ( )  s� to wielomiany wierzcho�kowe (16), odpowiadaj�ce wierzcho�kom qr
i qk  zbioru Q, odpowiednio. 
Uwzgl�dniaj�c teori� odpornej stabilno�ci rodziny wielomianów naturalnego stopnia o 
wspó�czynnikach zale�nych liniowo od niepewnych parametrów oraz twierdzenie 4 mo�emy 
sformu�owa� poni�sze twierdzenie, b�d�ce uogólnieniem twierdzenia kraw�dziowego na kla-
s� rozpatrywanych uk�adów u�amkowych o niepewnych parametrach. 
Twierdzenie 5 (twierdzenie kraw�dziowe). Niech wielomian nominalny w s0( )  rodziny wie-
lomianów (13) b�dzie stabilny. Rodzina (13) wielomianów u�amkowych sta�ego stopnia 
o wspó�czynnikach liniowo zale�nych od niepewnych parametrów jest odpornie stabilna wte-
dy i tylko wtedy, gdy s� odpornie stabilne wszystkie jej wielomiany kraw�dziowe p srk ( , )� ,
odpowiadaj�ce poszczególnym kraw�dziom zbioru Q.
Twierdzenie kraw�dziowe 5 sprowadza zadanie badania odpornej stabilno�ci rodziny wielo-
mianów (13) do badania odpornej stabilno�ci sko�czonej liczby wielomianów kraw�dzio-
wych, których jest L m m� �2 1.  Zauwa�my, �e ka�dy wielomian kraw�dziowy (18) jest wypu-
k�� kombinacj� odpowiednich dwóch wielomianów wierzcho�kowych.
Metody badania odpornej stabilno�ci wielomianów kraw�dziowych s� podane w pracy [6] 
w przypadku wielomianów naturalnego stopnia. Natomiast dogodna do oblicze� komputero-
wych metoda badania odpornej stabilno�ci wypuk�ej kombinacji dwóch wielomianów stopnia 
u�amkowego jest podana w pracy [11]. Na bazie tej pracy mo�na sformu�owa� poni�sze
twierdzenie oraz lemat. 
We�my pod uwag� wielomian kraw�dziowy p srk ( , ), [ , ],� � � 0 1  o postaci (18) i za�ó�my, �e
wielomian wierzcho�kowy p sr ( )  jest stabilny. 
Twierdzenie 6. Niech wielomian wierzcho�kowy p sr ( )  b�dzie stabilny. Wielomian kraw�-
dziowy (18) jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wykres funkcji

�   rk k rj p j p j( ) ( ) / ( ),�  � � �� �� ( , ),  (19) 

nie przecina pó�osi rzeczywistej ( , ].�� 0
Sprawdzaj�c warunek (19) mo�na ograniczy� si� do przedzia�u � � �[ , ).0
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	atwo zauwa�y�, �e na p�aszczy�nie zmiennej zespolonej wykres funkcji (19) rozpoczyna si�
(przy  � �� ) i ko�czy (przy  � �� ) w punkcie �rk j( ),� �  przy czym przy  � 0  prze-
chodzi on przez punkt � pr ( ),0  gdzie  
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przy czym wspó�czynniki wyst�puj�ce w licznikach i mianownikach wzorów (20) oblicza si�
ze wzoru (8) dla q q� k  oraz q q� r  odpowiednio.
Lemat 1. Niech wielomian wierzcho�kowy p sr ( )  b�dzie stabilny. Wielomian kraw�dziowy
(18) nie jest odpornie stabilny, je�eli
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Z twierdzenia kraw�dziowego 5 i z twierdzenia 6 wynika poni�szy lemat. 
Lemat 2. Rodzina (13) wielomianów u�amkowych sta�ego stopnia o wspó�czynnikach linio-
wo zale�nych od niepewnych parametrów jest odpornie stabilna wtedy i tylko wtedy, gdy s�
spe�nione dwa poni�sze warunki: 

1) wszystkie wielomiany wierzcho�kowe p sk ( ),  k K m� �1 2 2, ,...,  s� stabilne, 

2) ka�dy z L m m� �2 1  wykresów funkcji �   rk k rj p j p j( ) ( ) / ( ),�  � � �� �� ( , ),  
sporz�dzonych oddzielnie dla ka�dego wielomianu kraw�dziowego (18), nie przecina pó�-
osi rzeczywistej ( , ].�� 0

Z powy�szych rozwa�a� wynika nast�puj�cy algorytm post�powania przy badaniu odpornej 
stabilno�ci rodziny (13) wielomianów u�amkowych. 
Algorytm post�powania:

Krok 1. Wyznaczamy wszystkie wierzcho�ki qk
mk K, , ,..., ,� �1 2 2  zbioru Q i pary tych 

wierzcho�ków (qr , qk ), r k K, , ,...,� 1 2  ( ),r k�  tworz�cych kraw�dzie zbioru Q.
Krok 2. Wyznaczamy wielomiany wierzcho�kowe p s w sk k( ) ( , )� q  (16) odpowiadaj�ce po-

szczególnym wierzcho�kom qk
mk K, , ,..., ,� �1 2 2  zbioru Q oraz pary tych wielomianów 

tworz�ce wielomiany kraw�dziowe p srk ( , )�  (18). 
Krok 3. Stosuj�c twierdzenie 2 sprawdzamy stabilno�� jednego z wielomianów wierzcho�ko-
wych, np. p s w s1 1( ) ( , )� q  odpowiadaj�cy pierwszemu (dowolnie wybranemu) wierzcho�ko-
wi zbioru Q. Je�eli nie jest on stabilny, to rodzina wielomianów (13) nie jest odpornie stabil-
na. Je�eli jest on stabilny, to przechodzimy do nast�pnego kroku. 
Krok 4. Stosuj�c twierdzenie 6 badamy odporn� stabilno�� wielomianu kraw�dziowego
p srk ( , )�  przy r � 1 i dowolnym k, przy czym q1k ( )�  jest kraw�dzi� zbioru Q, a nast�pnie

badamy odporn� stabilno�� wszystkich pozosta�ych wielomianów kraw�dziowych poczynaj�c
od p sk k, ( , ).�1 �  Nale�y przy tym pami�ta�, aby przed badaniem stabilno�ci wielomianu kra-
w�dziowego p srk ( , )�  mie� zbadan� stabilno�� wielomianu kraw�dziowego p sir ( , ),� i r� .
Je�eli jest on odpornie stabilny, to jest te� stabilny wielomian wierzcho�kowy p sr ( ).  Je�eli
przynajmniej jeden z wielomianów kraw�dziowych nie jest odpornie stabilny, to rodzina wie-
lomianów (13) nie jest odpornie stabilna. W przypadku przeciwnym rodzina (13) jest odpor-
nie stabilna, zgodnie z twierdzeniem kraw�dziowym 5. 
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5. PRZYK�AD
We�my pod uwag� analizowany w pracach [24, 17, 10] uk�ad regulacji automatycznej z�o�o-
ny z u�amkowego obiektu o transmitancji  

G s
s s M s0 2 2 0 9

0

1
08 05 1

1( )
. . ( ). .�

� �
�  (22) 

i szeregowego u�amkowego regulatora PD o transmitancji 

C s s( ) . . ,.� �20 5 3 7343 115  (23) 

obj�tych p�tl� ujemnego sprz��enia zwrotnego. 
Wielomian charakterystyczny rozpatrywanego uk�adu regulacji ma posta�

w s M s C s s s s0 0
2 2 115 0 90 8 3 7343 0 5 215( ) ( ) ( ) . . . .. . .� � � � � � . (24) 

Stosuj�c podstawienie � � 1 20/  i � �� �s s1 20/  w (24) otrzymamy stowarzyszony wielo-
mian naturalnego stopnia 

 .5.215.07343.38.0)(~ 182344
0 ��������w  (25) 

Przyjmijmy, �e mianownik transmitancji (22) nie jest dok�adnie znany, przy czym 
M s M s q w s q w s0 0 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ),q � � �  (26) 

gdzie

w s s1
2 201 0 25( ) . . ,.� � w s s2

0 90 2 01( ) . . ,.� �  (27) 

Q q q q q� � � � � �{ [ , ] : [ . , ], [ . , ]}.q 1 2 1 20 5 1 0 4 1T  (28) 

Nale�y zada� odporn� stabilno�� rozpatrywanego uk�adu regulacji w przypadku, gdy transmi-
tancja (22) obiektu nie jest dok�adnie znana, przy czym jej mianownik zale�y liniowo od nie-
pewnych parametrów i ma posta� (26). 
Postawiony problem jest równowa�ny z badaniem odpornej stabilno�ci rodziny wielomianów 
charakterystycznych

w s M s C s w s q w s q w s( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),q q� � � � �0 0 1 1 2 2 q �Q,  (29) 

przy czym wielomian w s0( )  oraz wielomiany w s1( )  i w s2( )  maj� postaci (24) i (27), odpo-
wiednio za� zbiór Q jest zdefiniowany zale�no�ci� (28). 
Do badania odpornej stabilno�ci rodziny wielomianów (29) zastosujemy podany powy�ej
algorytm post�powania.
Krok 1. Zbiór (28) jest prostok�tem na p�aszczy�nie ( q1 , q2 ) o wierzcho�kach
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.  (30) 

Kraw�dzie zbioru (28) tworz� pary wierzcho�ków o indeksach (1,3), (3,2), (2,4) i (1,4). 
Krok 2. Wielomiany wierzcho�kowe odpowiadaj�ce poszczególnym wierzcho�kom (30) zbio-
ru (28) wyznacza si� ze wzorów 

p s w s w s w s1 0 1 205 0 4( ) ( ) . ( ) . ( ),� � � p s w s w s w s2 0 1 2( ) ( ) ( ) ( ),� � �

p s w s w s w s3 0 1 205( ) ( ) . ( ) ( ),� � � p s w s w s w s4 0 1 20 4( ) ( ) ( ) . ( ).� � �
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Wielomianami kraw�dziowymi s� wielomian p srk ( , )�  o postaci (18), przy czym ( , )r k �  (1, 
3), (3, 2), (2, 4) i (1, 4). 
Krok 3. Stosuj�c twierdzenie 2 sprawdzamy stabilno�� wielomianu wierzcho�kowego p s1( ).  
Za wielomian odniesienia w sod ( )  przyjmujemy wielomian w s0( )  o postaci (24). Jest on sta-
bilny [10].
Wykres funkcji � ( ),j  przy czym �( ) ( ) / ( ),s p s w s� 1 0  jest pokazany na rys. 2. Z rys. 2 
wynika, �e nie obejmuje on pocz�tku uk�adu wspó�rz�dnych. Oznacza to, zgodnie z twierdze-
niem 2, �e wielomian p s1( )  jest stabilny. 

0.5 1.2
-0.6

0

0.6

Re

Im

Rys. 2. Wykres funkcji �( ) ( ) / ( )s p s w s� 1 0  przy s j� ,  � �[ , ]20 20  

Krok 4. Wyznaczaj�c wykresy funkcji �   rk k rj p j p j( ) ( ) / ( )�  dla  � �[ , ]20 20  
i ( , )r k �  (1,3), (3,2), (2,4) i (1,4) otrzymamy przebiegi pokazane na rys. 2.  


aden z wykresów pokazanych na rys. 3 nie obejmuje pocz�tku uk�adu wspó�rz�dnych.
Z twierdzenia 6 wynika zatem, �e wszystkie wielomiany kraw�dziowe s� odpornie stabilne. 
Oznacza to z kolei, zgodnie z twierdzeniem kraw�dziowym 5, �e rozpatrywany uk�ad regula-
cji automatycznej o wielomianie charakterystycznym (29) o wspó�czynnikach liniowo zale�-
nych od niepewnych parametrów jest odpornie stabilny. 
5. UWAGI KO�COWE
W pracy rozpatrzono problem badania odpornej stabilno�ci liniowego ci�g�ego uk�adu u�am-
kowego rz�du wspó�miernego, którego wielomian charakterystyczny (7) zale�y liniowo od 
niepewnych parametrów. Analizowany problem jest równowa�ny z problemem badania od-
pornej stabilno�ci rodziny wielomianów u�amkowych (13) o wspó�czynnikach liniowo zale�-
nych od niepewnych parametrów. Pokazano, �e do badania odpornej stabilno�ci takiej rodzi-
ny wielomianów mo�na stosowa� twierdzenie kraw�dziowe (twierdzenie 5) znane z teorii 
odpornej stabilno�ci rodzin wielomianów naturalnego stopnia. Podano dogodn� do oblicze�
komputerowych metod� sprawdzania warunków twierdzenia kraw�dziowego oraz sposób 
post�powania przy badaniu odpornej stabilno�ci rodziny wielomianów u�amkowych (13). 
Proponowana metoda badania odpornej stabilno�ci jest uogólnieniem na rozpatrywan� klas�
uk�adów u�amkowych metody podanej w monografii [6] w przypadku wielomianów stopnia 
naturalnego.
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Rys. 3. Wykresy funkcji � rk j( ),   � �[ , ]20 20 : a) � 13( ),j  b) � 32( ),j

 c) � 24( ),j  d) � 14( )j

* * * 
Praca naukowa finansowana ze �rodków Komitetu Bada� Naukowych w latach 2007–2010 
jako projekt badawczy nr N N514 1939 33. 
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