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 PROJEKTOWANIE REGULATORA U�AMKOWEGO RZ�DU
DLA OKRE�LONEJ KLASY OBIEKTÓW Z OPÓ�NIENIEM

Rozpatrzono problem projektowania regulatora u�amkowego rz�du
zapewniaj�cego zadany zapas stabilno�ci uk�adu regulacji z obiektem inercyjnym 
pierwszego rz�du z ca�kowaniem i opó�nieniem. Proponowana metoda 
projektowania bazuje na zastosowaniu idealnej transmitancji Bodego jako wzorca 
dla uk�adu otwartego z regulatorem. Podano komputerow� metod� syntezy 
regulatora u�amkowego rz�du. Rozwa�ania zilustrowano przyk�adem liczbowym 
i wynikami bada� symulacyjnych. 

DESIGN OF FRACTIONAL ORDER CONTROLLER 
FOR A CLASS OF PLANTS WITH DELAY 

The paper considers the design problem of fractional order controller satisfying 
gain and phase margin of the closed loop system with time-delay inertial plant 
with integral term. The proposed method is based on using Bode's ideal transfer 
function as a reference transfer function for the open loop system. Computer 
method for synthesis of fractional controller is given. The considerations are 
illustrated by numerical example and results of computer simulation. 

1. WST�P
W ostatnich latach teoria analizy i syntezy liniowych uk�adów u�amkowego rz�du jest 
intensywnie rozwijana w literaturze �wiatowej, patrz np. monografie [8, 10, 12, 14, 15] 
i cytowan� tam literatur�. Problem badania stabilno�ci oraz odpornej stabilno�ci liniowych 
uk�adów u�amkowych by� rozpatrywany w pracach [3 - 7, 17].
Problemowi doboru nastaw regulatorów u�amkowych rz�dów s� po�wi�cone prace [2, 9, 11, 
13, 16, 18]. Podano w nich ró�ne metody syntezy regulatorów, mi�dzy innymi bazuj�ce na 
klasycznej metodzie Zieglera-Nicholsa, np. [16], jak i inne metody, np. optymalizacyjne [9]. 
Do pierwszych prac naukowych, w których zacz�to rozpatrywa� regulatory rz�du
u�amkowego nale�� prace Podlubnego [11, 13].
W niniejszej pracy zostanie rozpatrzony problem projektowania regulatora u�amkowego 
rz�du, który zapewnia zadany zapas stabilno�ci (tj. zapas modu�u i zapas fazy) uk�adu
regulacji z obiektem ca�kuj�cym rzeczywistym z opó�nieniem. Proponowana metoda 
projektowania bazuje na zastosowaniu idealnej transmitancji Bodego (np. [1]) jako wzorca 
dla uk�adu otwartego z regulatorem. Takie podej�cie zastosowano w pracy [1] w przypadku 
syntezy klasycznego regulatora (tj. naturalnego rz�du) oraz w pracy [2] w przypadku syntezy 
u�amkowego regulatora dla obiektu jednoinercyjnego z opó�nieniem. 
Proponowana metoda jest rozszerzeniem metody podanej w pracy [2] na klas� uk�adów
regulacji z obiektami b�d�cymi cz�onami ca�kuj�cymi rzeczywistymi z opó�nieniem. 
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2. SFORMU�OWANIE PROBLEMU 
We�my pod uwag� uk�ad regulacji automatycznej o schemacie blokowym pokazanym na  
rys. 1, sk�adaj�cy si� z obiektu o transmitancji operatorowej  
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i szeregowego regulatora u�amkowego rz�du o transmitancji C s( ).  

Rys. 1. Rozpatrywany uk�ad regulacji automatycznej  

Problem projektowania u�amkowego regulatora by� rozpatrywany w wielu pracach, np. [2, 9, 
11, 13, 16, 18]. Zastosowano w nich ró�ne podej�cia i metody rozwi�zania tego problemu. Do 
grupy pierwszych prac, w których zacz�to rozpatrywa� regulatory rz�du u�amkowego, nale��
prace [11, 13].
Celem niniejszej pracy jest podanie prostej metody syntezy regulatora u�amkowego rz�du
zapewniaj�cego zadany zapas stabilno�ci (tj. zapas modu�u Am  i zapas fazy �m ) uk�adu
zamkni�tego. Proponowana metoda jest rozwini�ciem metody podanej w pracy [2] 
w przypadku obiektu inercyjnego z opó�nieniem. 

3. ROZWI�ZANIE PROBLEMU  
Przy syntezie regulatora wykorzystamy podej�cie zastosowane w pracy [2], polegaj�ce na 
takim dobraniu transmitancji u�amkowego regulatora, aby transmitancja operatorowa uk�adu
otwartego rz�du u�amkowego mia�a tzw. idealn� posta� Bodego [1, 2] 
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gdzie �c  jest pulsacj� odci�cia modu�u, tj. | ( )|K j c� � 1 za� 
  jest liczb� rzeczywist�.
Transmitancja operatorowa (2) opisuje u�amkowy cz�on ró�niczkuj�cy dla 
 � 0  za� dla 

 � 0  opisuje ona cz�on ca�kuj�cy u�amkowego rz�du.

Je�eli 1 2� �
 ,  to logarytmiczna charakterystyka modu�u uk�adu o transmitancji (2) jest lini�
prost� o nachyleniu �20
 dB / dek  za� logarytmiczna charakterystyka fazy jest lini� poziom�
o rz�dnej równej �05. 
�  (rysunek 2). Uk�ad regulacji, którego transmitancja uk�adu
otwartego ma posta� (2) ma sta�y zapas fazy � 
 �m � �( . ) .1 05  Dzi�ki temu jest on 
niewra�liwy na zmiany warto�ci wzmocnienia w uk�adzie otwartym. Szersza analiza 
rozpatrywanego uk�adu (w tym w dziedzinie czasu) jest podana w pracy [1]. 
�atwo zauwa�y�, �e aby uzyska� transmitancj� operatorow� uk�adu otwartego o postaci (2) 
(bez uwzgl�dniania cz�onu opó�niaj�cego), transmitancja regulatora powinna mie� posta�
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Rys. 2. Charakterystyki logarytmiczne cz�onu o transmitancji (2) przy 1 2� �


Transmitancj� regulatora (3) przy T � �  mo�na napisa� w postaci
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Obliczaj�c modu� i faz� transmitancji (4) oraz uwzgl�dniaj�c wzór ( ) | | ,/j e j� �� � ��� 2

otrzymamy  
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Zauwa�my, �e dla � 
� �1 transmitancja (4) uk�adu otwartego ró�ni si� od idealnej 
transmitancji Bodego (2) cz�onem exp( ).�sh  Obecno�� tego cz�onu w transmitancji (4) nie 
wp�ywa na zmian� charakterystyki modu�u, natomiast wp�ywa w sposób istotny na zmian�
charakterystyki fazowej (dochodzi sk�adnik �h� ).  Oznacza to, �e uk�ad zamkni�ty
o transmitancji uk�adu otwartego (4) nie b�dzie mia� takich samych w�a�ciwo�ci jak uk�ad
z idealn� transmitancj� Bodego (2).
Przeanalizujemy teraz proces projektowania regulatora u�amkowego rz�du o transmitancji 
(5). Sprowadza si� on do wyznaczenia warto�ci wzmocnienia kc  regulatora oraz parametru 
�,  dla których rozpatrywany uk�ad regulacji automatycznej ma zadany zapas modu�u Am
i zadany zapas fazy �m.

Dla pulsacji odci�cia modu�u �g  oraz fazy � p  zachodz� nast�puj�ce zale�no�ci

 | ( )| ,K j g� � 1     � � � �( ) arg ( ) .p pK j� � �  (7) 
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Zatem, uwzgl�dniaj�c wzór (6) mo�emy napisa�
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Z (9) wynika, �e aby pulsacja � p  by�a liczb� dodatni� musi by� spe�niony warunek � � 1.   

Przy zadanym zapasie modu�u Am  i zadanym zapasie fazy �m  zachodz� poni�sze zale�no�ci
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Ze wzorów (10) mamy  
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Uwzgl�dniaj�c pierwszy ze wzorów (10) i pierwszy ze wzorów (9) otrzymamy 
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Podstawiaj�c z kolei drugie ze wzorów (9) i (11) do (12) otrzymamy 
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Nieliniowe równanie (13) wi��e ze sob� zadane zapasy modu�u i fazy ( Am  i �m )
z u�amkowych rz�dem regulatora (4). Zatem warto�� parametru �,  która nie mo�e by�
wi�ksza ni� 1, mo�emy obliczy� rozwi�zuj�c nieliniowe równanie (13). Wtedy warto��
wzmocnienia kc  regulatora mo�na obliczy� ze wzorów

k
k kAc
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m
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na podstawie znajomo�ci wzmocnienia k obiektu i obliczonej pulsacji odci�cia modu�u lub 
pulsacji odci�cia fazy (drugie ze wzorów (9) i (11)). 
Zauwa�my, �e do wyznaczenia warto�ci parametru �  potrzebna jest znajomo�� tylko 
zadanego zapasu stabilno�ci, tj. zapasu modu�u Am  i zapasu fazy �m.  Natomiast do 
wyznaczenia wzmocnienia kc  regulatora niezb�dna jest znajomo�� dodatkowo pulsacji 
odci�cia modu�u �g  (lub pulsacji odci�cia fazy � p ) i wzmocnienia k obiektu. 

Z powy�szych rozwa�a	 wynika prosty algorytm post�powania przy projektowaniu 
regulatora u�amkowego rz�du opisanego transmitancj� operatorow� (5) przy zadanym zapasie 
modu�u Am  i zapasie fazy �m.
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Algorytm post�powania:
Krok 1. Rozwi�zujemy nieliniowe równanie (13) i wyznaczamy liczb� rzeczywist� �.
Krok 2a. Obliczamy pulsacj� odci�cia modu�u z drugiego ze wzorów (11) i wzmocnienie kc
regulatora wyznaczamy ze wzoru (14). 
Krok 2b. Obliczamy pulsacj� odci�cia fazy z drugiego ze wzorów (9) i wzmocnienie kc
regulatora wyznaczamy ze wzoru (14). 
Krok 3. Transmitancj� operatorow� projektowanego regulatora wyznaczamy ze wzoru (5). 

4. PRZYK�AD
We�my pod uwag� uk�ad regulacji automatycznej o schemacie pokazanym na rysunku 1, przy 
czym obiekt regulacji jest opisany transmitancj� operatorow�
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Nale�y wyznaczy� parametry transmitancji regulatora (5) tak, aby uk�ad zamkni�ty mia�
zapas modu�u Am � 4  (ok. 12dB) i zapas fazy �m � 55�  (ok. 0.9599rad). 

W rozpatrywanym przypadku mamy: k � 055. ;  � � 62; h � 10.  
Syntez� regulatora przeprowadzimy korzystaj�c z podanego algorytmu post�powania.
Krok 1. Rozwi�zuj�c równanie (13) otrzymamy � � 0134. .  
Krok 2a. Obliczamy pulsacj� odci�cia modu�u z drugiego ze wzorów (11) i otrzymamy 
� �g � � � �01 0866 05 0 9599 0 04. ( . . . ) . .  Ze wzoru (14) mamy kc g� ��055 0 04721. . .��

Krok 2b. Obliczamy pulsacj� odci�cia fazy z drugiego ze wzorów (9) i otrzymamy 
� �p � � �01 0866 2 0136. . / . .  Ze wzoru (14) mamy k kAc p m� ���� 1 0 0472/ . .  

Krok 3. Transmitancja operatorowa projektowanego regulatora ma zatem posta�

C s s
s s

s( ) . ( ) . .. .
.�

�
� ��

��
	

�

0 0472 1 62 0 0472 1 620134 0134
0 8660   (16) 

Sprawdzimy teraz zaprojektowany uk�ad regulacji automatycznej w dziedzinie cz�stotliwo�ci
oraz czasu. 
Wyznaczaj�c transmitancj� operatorow� oraz transmitancj� widmow� uk�adu otwartego  
otrzymamy odpowiednio 

K s C s G s kk e
s s

ec

sh
s( ) ( ) ( ) . ,.� � �

�

�
�

� 1 1134
100 026   (17) 

K j
j

e K j ej j K j( ) .
( )

| ( )| ,.
arg ( )�

�
�� �� ��0 026

1134
10   (18) 

gdzie

| ( )| . ,.K j�
�

�
0 026

1134 arg ( ) . .K j� �
�� � �1134

2
10   (19) 



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2009

403automation 2009automation 2009

Obliczaj�c pulsacje odci�cia modu�u i fazy oraz zapas stabilno�ci odpowiednio otrzymamy 
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Zauwa�my, �e obliczone warto�ci zapasu modu�u oraz zapasu fazy ró�ni� si� nieco od 
zadanych. Wynika to z dok�adno�ci numerycznego rozwi�zania nieliniowego równania (13) 
przy obliczaniu warto�ci parametru �.
Logarytmiczne charakterystyki modu�u i fazy rozpatrywanego uk�ady z regulatorem (16) s�
pokazane na rysunku 3. Na tym rysunku kó�kami ("o") zaznaczono pulsacj� odci�cia modu�u
i fazy za� pionowymi odcinkami linii prostych zaznaczono zapas modu�u oraz zapas fazy. 
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Rys. 3. Charakterystyki cz�stotliwo�ciowe uk�adu otwartego z regulatorem (16) 

Charakterystyki skokowe zaprojektowanego uk�adu regulacji automatycznej, wyznaczone 
w drodze symulacji dla kilku warto�ci wspó�czynnika wzmocnieni k obiektu, s� pokazane na 
rys. 4. Przypomnijmy, �e u�amkowy regulator by� projektowany dla wzmocnienia k = 0,55, 
któr� mo�na nazwa� warto�ci� nominaln�. Wyznaczona nominalna charakterystyka skokowa 
ma przeregulowanie ok. 30 � za� czas regulacji wynosi ok. 150 s. Dla wi�kszych warto�ci
wzmocnienia uk�adu otwartego (badano zmian� warto�ci wzmocnienia do 0,7) 
przeregulowanie nieznacznie wzrasta, przy czym dla k = 0,7 wynosi ono ok. 35 � za� czas 
regulacji prawie nie ulega zmianie. Warto�� przeregulowania nieznacznie te� wzrasta dla 
warto�ci wspó�czynnika wzmocnienia uk�adu otwartego mniejszych od warto�ci nominalnej 
(badano zmian� warto�ci wzmocnienia do k = 0,3) przy czym jednocze�nie wzrasta te� czas 
regulacji.
Analizowany uk�ad zamkni�ty by� te� badany w pracy [2], przy czym obiekt regulacji by� tam 
cz�onem inercyjnym pierwszego rz�du z opó�nieniem o takich samych warto�ciach parame-
trów jak cz�on (15) za� zaprojektowany regulator u�amkowego rz�du mia� posta� C s s( ) / ,  
gdzie C s( )  ma posta� (16). W takiej sytuacji transmitancja uk�adu otwartego otrzymana w [2] 
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jest taka sama jak w niniejszym przyk�adzie i ma posta� (17). Do bada	 symulacyjnych 
w pracy [2] zamiast cz�onu opó�niaj�cego zastosowano aproksymacj� Pade drugiego rz�du.
Spowodowa�o to, �e wyznaczone charakterystyki skokowe uk�adu zamkni�tego dla warto�ci
wzmocnienia uk�adu otwartego k �[ . , . ]015 0 94  mia�y prawie sta�e przeregulowanie rz�du
kilku procent (a wi�c du�o mniejsze od otrzymanych w wyniku symulacji bez aproksymacji 
cz�onu opó�niaj�cego).
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Rys. 4. Charakterystyki skokowe uk�adu zamkni�tego

5. UWAGI KO�COWE
W pracy rozpatrzono problem projektowania regulatora u�amkowego rz�du zapewniaj�cego
zadany zapas stabilno�ci uk�adu zamkni�tego w przypadku, gdy obiekt regulacji jest 
rzeczywistym cz�onem ca�kuj�cym z opó�nieniem o transmitancji operatorowej (1). 
Zaproponowano metod� projektowania polegaj�c� na takim doborze transmitancji regulatora, 
aby transmitancja uk�adu otwartego mia�a posta� podobn� do idealnej transmitancji Bodego 
(2). W analizowanym przypadku nie jest mo�liwe (ze wzgl�du na opó�nienie na wej�ciu
obiektu) otrzymanie postaci (2) transmitancji uk�adu otwartego. Dlatego te� przyj�to posta�
(4) jako transmitancj� odniesienia uk�adu otwartego. Wtedy transmitancja regulatora ma 
posta� (3) (lub (5)). Podano komputerow� metod� i sposób post�powania przy wyznaczania 
parametrów tego regulatora przy zadanym zapasie modu�u Am  i zadanym zapasie fazy �m.
Rozwa�ania zilustrowano przyk�adem syntezy regulatora. Przeprowadzono badania 
symulacyjne w �rodowisku systemu Matlab/Simulink. Potwierdzi�y one spe�nienie wymaga	
projektowych.
Proponowana metoda syntezy u�amkowego regulatora dla obiektu (1) jest uogólnieniem 
metody podanej w pracy [2] w przypadku obiektu inercyjnego pierwszego rz�du
z opó�nieniem.  

* * * 
Praca naukowa finansowana ze �rodków Komitetu Bada	 Naukowych w latach 2007-2010 
jako projekt badawczy nr N N514 1939 33. 
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