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PROJEKTOWANIE REGULATORA ULAMKOWEGO RZEDU
DLA OKRESLONEJ KLASY OBIEKTOW Z OPOZNIENIEM

Rozpatrzono  problem  projektowania  regulatora  ulamkowego  rzedu
zapewniajqcego zadany zapas stabilnosci uktadu regulacji z obiektem inercyjnym
pierwszego rzedu z calkowaniem i opozZnieniem. Proponowana metoda
projektowania bazuje na zastosowaniu idealnej transmitancji Bodego jako wzorca
dla ukladu otwartego z regulatorem. Podano komputerowq metode syntezy
regulatora utamkowego rzedu. Rozwazania zilustrowano przyktadem liczbowym
i wynikami badan symulacyjnych.

DESIGN OF FRACTIONAL ORDER CONTROLLER
FOR A CLASS OF PLANTS WITH DELAY

The paper considers the design problem of fractional order controller satisfying
gain and phase margin of the closed loop system with time-delay inertial plant
with integral term. The proposed method is based on using Bode's ideal transfer
function as a reference transfer function for the open loop system. Computer
method for synthesis of fractional controller is given. The considerations are
illustrated by numerical example and results of computer simulation.

1. WSTEP

W ostatnich latach teoria analizy i syntezy liniowych uktadéw utamkowego rzedu jest
intensywnie rozwijana w literaturze §wiatowej, patrz np. monografie [8, 10, 12, 14, 15]
i cytowang tam literatur¢. Problem badania stabilnosci oraz odpornej stabilnosci liniowych
uktadéw utamkowych byt rozpatrywany w pracach [3 - 7, 17].

Problemowi doboru nastaw regulatorow utamkowych rzedow sa poswiecone prace [2, 9, 11,
13, 16, 18]. Podano w nich rédzne metody syntezy regulatoréw, migdzy innymi bazujace na
klasycznej metodzie Zieglera-Nicholsa, np. [16], jak 1 inne metody, np. optymalizacyjne [9].
Do pierwszych prac naukowych, w ktérych zaczeto rozpatrywaé regulatory rzedu
utamkowego naleza prace Podlubnego [11, 13].

W niniejszej pracy zostanie rozpatrzony problem projektowania regulatora utamkowego
rzedu, ktory zapewnia zadany zapas stabilnosci (tj. zapas modutu i zapas fazy) uktadu
regulacji z obiektem catkujacym rzeczywistym z opdznieniem. Proponowana metoda
projektowania bazuje na zastosowaniu idealnej transmitancji Bodego (np. [1]) jako wzorca
dla uktadu otwartego z regulatorem. Takie podejscie zastosowano w pracy [1] w przypadku
syntezy klasycznego regulatora (tj. naturalnego rzedu) oraz w pracy [2] w przypadku syntezy
ulamkowego regulatora dla obiektu jednoinercyjnego z opdznieniem.

Proponowana metoda jest rozszerzeniem metody podanej w pracy [2] na klas¢ uktadow
regulacji z obiektami bedacymi cztonami catkujacymi rzeczywistymi z opdznieniem.
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2. SFORMULOWANIE PROBLEMU
Wezmy pod uwage uktad regulacji automatycznej o schemacie blokowym pokazanym na
rys. 1, sktadajacy si¢ z obiektu o transmitancji operatorowe;j
k e—sh

R g
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1 szeregowego regulatora utamkowego rz¢du o transmitancji C(s).

»o(t) u(r)
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Rys. 1. Rozpatrywany uktad regulacji automatyczne;j

Problem projektowania utamkowego regulatora byt rozpatrywany w wielu pracach, np. [2, 9,
11, 13, 16, 18]. Zastosowano w nich rozne podejsécia 1 metody rozwigzania tego problemu. Do
grupy pierwszych prac, w ktérych zaczgto rozpatrywac regulatory rz¢du utamkowego, naleza
prace [11, 13].

Celem niniejszej pracy jest podanie prostej metody syntezy regulatora ulamkowego rzedu
zapewniajacego zadany zapas stabilnosci (tj. zapas modulu 4,, i zapas fazy ¢,,) ukladu

zamknigtego. Proponowana metoda jest rozwinigciem metody podanej w pracy [2]
w przypadku obiektu inercyjnego z opdznieniem.

3. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Przy syntezie regulatora wykorzystamy podejscie zastosowane w pracy [2], polegajace na
takim dobraniu transmitancji utamkowego regulatora, aby transmitancja operatorowa uktadu
otwartego rzedu utamkowego miala tzw. idealna posta¢ Bodego [1, 2]

K@ﬁ{ﬂﬂﬁ @)

N

gdzie o, jest pulsacja odcigcia modutu, tj. |K(jo,.)|=1 zas B jest liczba rzeczywista.
Transmitancja operatorowa (2) opisuje ulamkowy czton rézniczkujacy dla B <0 za$ dla
B > 0 opisuje ona czton catkujacy utamkowego rzedu.

Jezeli 1< <2, to logarytmiczna charakterystyka modutu uktadu o transmitancji (2) jest linig
prosta o nachyleniu —203 dB/ dek za$ logarytmiczna charakterystyka fazy jest linia pozioma
o rzgdnej réwnej —0.5Bm (rysunek 2). Uktad regulacji, ktorego transmitancja uktadu
otwartego ma posta¢ (2) ma staly zapas fazy ¢,,=(1-05B)n. Dzigki temu jest on
niewrazliwy na zmiany wartosci wzmocnienia w ukfadzie otwartym. Szersza analiza
rozpatrywanego uktadu (w tym w dziedzinie czasu) jest podana w pracy [1].

Latwo zauwazy¢, ze aby uzyskaé transmitancj¢ operatorowa uktadu otwartego o postaci (2)
(bez uwzgledniania cztonu opdzniajacego), transmitancja regulatora powinna mie¢ postacé
k.(1+sT
c(s = 2D, ®)
S(X

gdzie a jest liczba rzeczywista dodatnia, zas 7 = t. Wtedy
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e—sh
K(s)=C(s)G(s) = kkcw. 4)
20log|K(jw)| —20B dB/ dek
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Rys. 2. Charakterystyki logarytmiczne cztonu o transmitancji (2) przy 1< <2

Transmitancj¢ regulatora (3) przy 7 =t mozna napisa¢ w postaci

C(s) =k, (ia + tsl_aj. (5)

N

Obliczajac modut i faze transmitancji (4) oraz uwzgledniajac wzor (jo)* =|w[* e/*™/2,
otrzymamy

|K(jo)|=

kkcl’ b(0) = arg K(jo) = ~ho — (@ +1)7. (6)
%" .

Zauwazmy, ze dla o= —1 transmitancja (4) ukladu otwartego rézni si¢ od idealnej
transmitancji Bodego (2) cztonem exp(—sk). Obecnos¢ tego czlonu w transmitancji (4) nie

wplywa na zmian¢ charakterystyki modutu, natomiast wptywa w sposdb istotny na zmiang
charakterystyki fazowej (dochodzi sktadnik —hw). Oznacza to, ze uklad zamknigty
o transmitancji uktadu otwartego (4) nie bedzie miat takich samych witasciwosci jak uktad
z idealna transmitancjg Bodego (2).

Przeanalizujemy teraz proces projektowania regulatora ulamkowego rzedu o transmitancji
(5). Sprowadza si¢ on do wyznaczenia wartosci wzmocnienia k, regulatora oraz parametru
o, dla ktorych rozpatrywany uktad regulacji automatycznej ma zadany zapas modutu 4,
1 zadany zapas fazy ¢,,.

Dla pulsacji odcigcia modutu ®, oraz fazy o, zachodza nastgpujace zaleznosci

g
K(jo =1, #,)=agK(jo,)=-. (7
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Zatem, uwzgledniajac wzor (6) mozemy napisac

kk, T
mgil =1, —ho,-(o+ 1)5 =—T. (8)
Ze wzorow (8) wynika, ze
T
I-a)—-
=9y

o+l _
0, =kk,, ©

p P )

VAC nika, ze aby pulsacja ® , byta liczba dodatnia musi by¢ spetniony warunek o < 1.
WY P

Przy zadanym zapasie modulu 4,, i zadanym zapasie fazy ¢,, zachodza ponizsze zaleznos$ci

kk,. 1 T
=—, =n—ho,—(o0u+1)—. 10
Ze wzordéw (10) mamy
T
(1-0)= =9,
®,= (Amkkc)l/(lm) oraz g = + (11)
Uwzgledniajac pierwszy ze wzordw (10) i pierwszy ze wzorow (9) otrzymamy
P (12)
m wg+1 ’
Podstawiajac z kolei drugie ze wzoréw (9) 1 (11) do (12) otrzymamy
I+oa
Am:( (1= o)m ] . (13)
(1-a)n-2¢,,

Nieliniowe réwnanie (13) wiaze ze soba zadane zapasy modulu i fazy (4, 1 ¢,,)
z ulamkowych rzedem regulatora (4). Zatem warto$¢ parametru o, ktéra nie moze by¢
wigksza niz 1, mozemy obliczy¢ rozwiazujac nieliniowe rownanie (13). Wtedy wartos¢
wzmocnienia k. regulatora mozna obliczy¢ ze wzoréw

o+l a+l
k, = Og = Op (14)
k kA,

na podstawie znajomosci wzmocnienia k obiektu i obliczonej pulsacji odcigcia modutu lub
pulsacji odcigcia fazy (drugie ze wzordw (9) 1 (11)).

Zauwazmy, ze do wyznaczenia wartosci parametru o potrzebna jest znajomosé tylko
zadanego zapasu stabilnosci, tj. zapasu modulu 4,, 1 zapasu fazy ¢,,. Natomiast do
wyznaczenia wzmocnienia k. regulatora niezbgdna jest znajomos$¢ dodatkowo pulsacji
odcigcia modutu @, (lub pulsacji odcigceia fazy o ,) 1 wzmocnienia k obiektu.

Z powyzszych rozwazan wynika prosty algorytm postgpowania przy projektowaniu
regulatora utamkowego rzgdu opisanego transmitancja operatorowq (5) przy zadanym zapasie
modutu 4,, 1 zapasie fazy ¢,,.
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Algorytm postepowania:

Krok 1. Rozwiazujemy nieliniowe rownanie (13) i wyznaczamy liczbg rzeczywista o.

Krok 2a. Obliczamy pulsacj¢ odcigcia modutu z drugiego ze wzordéw (11) 1 wzmocnienie k..
regulatora wyznaczamy ze wzoru (14).

Krok 2b. Obliczamy pulsacj¢ odcigcia fazy z drugiego ze wzoréw (9) i wzmocnienie k,
regulatora wyznaczamy ze wzoru (14).

Krok 3. Transmitancj¢ operatorowa projektowanego regulatora wyznaczamy ze wzoru (5).

4. PRZYKLAD

Wezmy pod uwagg uktad regulacji automatycznej o schemacie pokazanym na rysunku 1, przy
czym obiekt regulacji jest opisany transmitancja operatorowa

055 105

)=t 629)

(15)

Nalezy wyznaczy¢ parametry transmitancji regulatora (5) tak, aby uktad zamkniety mial
zapas modutu 4,, =4 (ok. 12dB) i zapas fazy ¢,, =55° (ok. 0.9599rad).

W rozpatrywanym przypadku mamy: k = 055; t=62; h=10.

Syntezg regulatora przeprowadzimy korzystajac z podanego algorytmu postgpowania.

Krok 1. Rozwiazujac rownanie (13) otrzymamy o = 0.134.

Krok 2a. Obliczamy pulsacj¢ odcigcia modutu z drugiego ze wzoréow (11) i otrzymamy
©, =0.1(0.866-0.51 —0.9599) = 0.04. Ze wzoru (14) mamy k. = 0.5560;“ =0.0472.

Krok 2b. Obliczamy pulsacj¢ odcigcia fazy z drugiego ze wzoréw (9) i1 otrzymamy
®, =01-0866m/2=0136. Ze wzoru (14) mamy k. = w%” / k4,, = 0.0472.

Krok 3. Transmitancja operatorowa projektowanego regulatora ma zatem postac

0.0472(1 + 625)
S0.134

C(s) = = 0.0472( + 6230'8660) (16)

S0.134

Sprawdzimy teraz zaprojektowany uktad regulacji automatycznej w dziedzinie czgstotliwosci
oraz czasu.

Wyznaczajac transmitancj¢ operatorowa oraz transmitancj¢ widmowa ukladu otwartego
otrzymamy odpowiednio

e 0026 _
K(s) = C(s)G(s) = kkcW = i ¢ 10s (17)
K(jo) = — 000 e M K jojel ko), (18)
(Jo)~
gdzie
IK(jo)|= % arg K(jo) = —1134~ ~ 100, (19)
o 2
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Obliczajac pulsacje odcigcia modutu i1 fazy oraz zapas stabilnosci odpowiednio otrzymamy

0, =0026""* 20,0400, ®,=0052-1134)r =0.136,

1134
®
_ . _ P _ _ . _ o
4, =1|K(jo )= 0026 " 4.0037, ¢,, = +argK(jo,)=550217".
Zauwazmy, ze obliczone warto$ci zapasu modulu oraz zapasu fazy roznia si¢ nieco od
zadanych. Wynika to z doktadno$ci numerycznego rozwiazania nieliniowego rownania (13)
przy obliczaniu wartosci parametru o.

Logarytmiczne charakterystyki modutu i fazy rozpatrywanego uktady z regulatorem (16) sa
pokazane na rysunku 3. Na tym rysunku kotkami ("o0") zaznaczono pulsacj¢ odcigcia modutu
i fazy za$ pionowymi odcinkami linii prostych zaznaczono zapas modutu oraz zapas fazy.

20log|K(jm)|
40 T T T T

20

0

_20 1 1 1 1
-3 -2 -1
arg K(jo)

1 -0.5
ogw

_6 1 1 1 1
-3 -2 1 loge 05

Rys. 3. Charakterystyki czgstotliwosciowe uktadu otwartego z regulatorem (16)

Charakterystyki skokowe zaprojektowanego uktadu regulacji automatycznej, wyznaczone
w drodze symulacji dla kilku wartos$ci wspotczynnika wzmocnieni £ obiektu, sa pokazane na
rys. 4. Przypomnijmy, ze ulamkowy regulator byt projektowany dla wzmocnienia k£ = 0,55,
ktéra mozna nazwac wartosciag nominalna. Wyznaczona nominalna charakterystyka skokowa
ma przeregulowanie ok. 30 % za$ czas regulacji wynosi ok. 150 s. Dla wigkszych wartosci
wzmocnienia uktadu otwartego (badano zmiang wartosci wzmocnienia do 0,7)
przeregulowanie nieznacznie wzrasta, przy czym dla k = 0,7 wynosi ono ok. 35 % za$ czas
regulacji prawie nie ulega zmianie. Warto$¢ przeregulowania nieznacznie tez wzrasta dla
wartos$ci wspotczynnika wzmocnienia uktadu otwartego mniejszych od wartosci nominalne;j
(badano zmian¢ wartosci wzmocnienia do k = 0,3) przy czym jednoczesnie wzrasta tez czas
regulacji.

Analizowany uktad zamknigty byl tez badany w pracy [2], przy czym obiekt regulacji byt tam
czlonem inercyjnym pierwszego rzedu z opdznieniem o takich samych warto$ciach parame-
trow jak czton (15) za$ zaprojektowany regulator utamkowego rzedu miat posta¢ C(s)/ s,

gdzie C(s) ma postaé (16). W takiej sytuacji transmitancja uktadu otwartego otrzymana w [2]
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jest taka sama jak w niniejszym przyktadzie i ma posta¢ (17). Do badan symulacyjnych
w pracy [2] zamiast cztonu opdzniajacego zastosowano aproksymacje Pade drugiego rzedu.
Spowodowato to, ze wyznaczone charakterystyki skokowe uktadu zamknigtego dla wartosci
wzmocnienia ukladu otwartego k €[0.15,094] miaty prawie state przeregulowanie rzedu

kilku procent (a wigc duzo mniejsze od otrzymanych w wyniku symulacji bez aproksymacji
cztonu opdzniajacego).

charakterystyki skokowe

0.8 *

0.6 - B

0.2 _

0

1 1 1 1
0 100 200 300 400 500
czas't

Rys. 4. Charakterystyki skokowe ukladu zamknigtego

5. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem projektowania regulatora utamkowego rzedu zapewniajacego
zadany zapas stabilnosci ukladu zamknigetego w przypadku, gdy obiekt regulacji jest
rzeczywistym czlonem caltkujacym z opoZnieniem o transmitancji operatorowej (1).
Zaproponowano metod¢ projektowania polegajaca na takim doborze transmitancji regulatora,
aby transmitancja uktadu otwartego miata posta¢ podobna do idealnej transmitancji Bodego
(2). W analizowanym przypadku nie jest mozliwe (ze wzgledu na opdznienie na wejsciu
obiektu) otrzymanie postaci (2) transmitancji uktadu otwartego. Dlatego tez przyjg¢to postac
(4) jako transmitancj¢ odniesienia uktadu otwartego. Wtedy transmitancja regulatora ma
posta¢ (3) (lub (5)). Podano komputerowa metodg 1 sposdb postgpowania przy wyznaczania
parametrow tego regulatora przy zadanym zapasie modutu 4,, i zadanym zapasie fazy ¢,,.
Rozwazania zilustrowano przykladem syntezy regulatora. Przeprowadzono badania
symulacyjne w srodowisku systemu Matlab/Simulink. Potwierdzity one speinienie wymagan
projektowych.

Proponowana metoda syntezy ulamkowego regulatora dla obiektu (1) jest uogdlnieniem
metody podanej w pracy [2] w przypadku obiektu inercyjnego pierwszego rzedu
z opdznieniem.

% ok %k

Praca naukowa finansowana ze srodkéw Komitetu Badan Naukowych w latach 2007-2010
jako projekt badawczy nr N N514 1939 33.



Pomiary Automatyka Robotyka 2/2009

LITERATURA

1. Barbosa R. S., Machado J. A., Ferreira I. M.: Tuning of PID controllers based on Bode's
ideal transfer function. Nonliner Dynamics, 2004, vol. 38, pp. 305-321.

2. Boudjehem B., Boudjehem D., Tebbikh H.: Simple analytical design method for
fractional-order controller. Proc. 3-rd IFAC Workshop on Fractional Differentiation and
its Applications, Ankara, Turkey, 2008 (CD-ROM).

3. Bustowicz M.: Frequency domain method for stability analysis of linear continuous-time
fractional systems. W: Malinowski K., Rutkowski L.: Recent Advances in Control and
Automation, Academic Publishing House EXIT, Warszawa 2008, pp. 83-92.

4. Buslowicz M.: Stabilnos¢ liniowych ciaglych uktadéow ulamkowych rzedu
wspoimiernego. Pomiary Automatyka Robotyka, 2 (2008), str. 475-484 ( CD-ROM).

5. Bustowicz M.: Robust stability of convex combination of two fractional degree charac-
teristic polynomials. Acta Mechanica et Automatica, 2008, vol. 2, No. 2, pp. 5-10.

6. Buslowicz M.: Stability analysis of linear continuous-time fractional systems of
commensurate order. Journal of Automation, Mobile Robots and Intelligent Systems
(W druku).

7. Bustowicz M., Kalinowski T.: Odporna stabilno$¢ liniowego ciaglego ukladu
utamkowego rzedu wspotmiernego o funkcji charakterystycznej zaleznej liniowo od
jednego niepewnego parametru. Pomiary Automatyka Robotyka, 2 (2008), str. 465-474.

8. Das. S.: Functional Fractional Calculus for System Identification and Controls. Springer,
Berlin 2008.

9. Monje C. A., Calderon A. J., Vinagre B. M., Chen Y., Feliu V.: On fractional PI
controllers: some tuning rules for robustness to plant uncertainties. Nonliner Dynamics,
2004, vol. 38, pp. 369-381.

10. Ostalczyk P.: Zarys rachunku rézniczkowo-catkowego utamkowych rzgdéw. Teoria 1 zas-
tosowania w automatyce. Wydawnictwo Politechniki £.6dzkiej, £.6dZ 2008.

11.Podlubny I.: Fractional order systems and fractional order controllers. The Academy of
Sciences Institute of Experimental Physics, Kosice, Slovalk Republic, 1994.

12. Podlubny I.: Fractional Differential Equations. Academic Press, San Diego 1999.

13. Podlubny I.: Fractional-order systems and PID-controllers. IEEE Trans. Autom. Control,
1999, vol. 44, No. 1, pp. 208-214.

14.Kilbas A. A., Srivastava H. M., Trujillo J. J.: Theory and Applications of Fractional
Differential Equations. Elsevier, Amsterdam 2006.

15. Sabatier J., Agrawal O. P., Machado J. A. T. (Eds): Advances in Fractional Calculus,
Theoretical Developments and Applications in Physics and Engineering. Springer,
London 2007.

16. Valerio D., da Costa J. S.: Tuning of fractional PID controllers with Ziegler-Nichols type
rules. Signal Processing, 2006, vol. 86, pp. 2771-2784.

17. Vinagre B. M., Monje C. A., Calderon A. J.: Fractional order systems and fractional order
control actions. Lecture 3 of IEEE CDC’02 TW#2: Fractional Calculus Applications in
Automatic Control and Robotics, 2002, Las Vegas.

18.Zhao Ch., Xue D., Chen Y.-Q.: A fractional order PID tuning algorithm for a class of

fractional order plant. Proc. IEEE Intern. Conf. on Mechatronics & Automation, Niagara
Falls 2005, Canada, pp. 216-221.

405



