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ODPORNA STABILNOSC UKLADOW CIAGLO-DYSKRETNYCH
O FUNKCJI CHARAKTERYSTYCZNEJ ZALEZNEJ LINIOWO
OD JEDNEGO NIEPEWNEGO PARAMETRU

Rozpatrzono problem badania odpornej stabilnosci liniowego uktadu hybrydowe-
go ciqglo-dyskretnego, ktorego wielomian charakterystyczny zalezy liniowo od
Jjednego niepewnego parametru. Wielomian ten mozna przedstawic¢ w postaci wy-
puktej kombinacji dwoch wielomianow dwoch zmiennych niezaleznych. Podano
czestotliwosciowe metody badania odpornej stabilnosci takiej kombinacji. Bazujq
one na warunku wykluczenia zera znanym z teorii odpornej stabilnosci rodzin
wielomianow jednej zmiennej. Rozwazania zilustrowano przyktadem.

ROBUST STABILITY OF CONTINUOUS-DISCRETE SYSTEM WITH
CHARACTERISTIC FUNCTION LINEARLY DEPENDENT ON ONE
UNCERTAIN PARAMETER

The problem of robust stability of linear continuous-discrete systems with charac-
teristic polynomial linearly dependent on one uncertain parameter is considered.
This problem is equivalent to the problem of robust stability of convex combina-
tion of two polynomials of two independent variables. Frequency domain methods
for robust stability analysis of such a combination are given. The method pro-
posed are based on the zero exclusion condition known from the theory of robust
stability of families of polynomials of one variable. The considerations are illus-
trated by numerical example.

1. WSTEP

Ukladami ciaglo-dyskretnymi (hybrydowymi) nazywamy takie uklady dynamiczne,
w ktorych modelu matematycznym jedna czg$¢ zmiennych stanu jest z czasem ciaglym za$
druga czgs¢ jest z czasem dyskretnym, przy czym nie da si¢ rozdzieli¢ rownan dynamiki opi-
sujacych czes¢ ciagla oraz czgs$¢ dyskretna.

Zagadnienia stabilnosci oraz odpornej stabilnosci liniowych uktadow hybrydowych ciaglo-
dyskretnych byty rozpatrywane np. w pracach [5, 8-12]. W niniejszej pracy zostanie rozpa-
trzony problem badania odpornej stabilnosci liniowego uktadu ciaglo-dyskretnego, ktérego
funkcja charakterystyczna (wielomian dwoch niezaleznych zmiennych s 1 z) zalezy liniowo
od jednego niepewnego parametru. Rozpatrywany problem jest rOwnowazny z badaniem od-
pornej stabilnosci wypuktej kombinacji dwoch wielomiandw, ktore sa wielomianami dwoch
zmiennych niezaleznych. Problem analizy odpornej stabilnosci wypuktej kombinacji dwoch
wielomianow byt tematem wielu publikacji, patrz np. monografie [1-4, 6] w przypadku wie-
lomiandw naturalnego stopnia oraz prac¢ [7] w przypadku wielomiandw stopnia ulamkowe-
go. W pracy [11] sformutowano ogoélne warunki odpornej stabilnosci wypuktej kombinacji
dwéch wielomiandw dwoch zmiennych niezaleznych. Nie podano jednak metod ich spraw-
dzania. Takie metody, dogodne do obliczen komputerowych, zostanag podane w niniejszej

pracy.
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2. WPROWADZENIE

Funkcja charakterystyczna liniowych ukladéw ciaglo-dyskretnych jest wielomianem dwdch
zmiennych niezaleznych o rzeczywistych wspotczynnikach o ogdlnej postaci

n m ik
w(s,z) =Y Yays'z", a,, #0. (1)
i=0k=0
Z pracy [8] wynikaja ponizsze twierdzenia.
Twierdzenie 1. Uktad ciaglo-dyskretny o wielomianie charakterystycznym (1) jest asympto-
tycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
w(s,z) #0, Res>0, |z]>1. (2)
Wielomian (1) dwoch zmiennych niezaleznych spetniajacy warunek (2) bedziemy nazywac
wielomianem stabilnym w sensie Hurwitza-Schura.
Twierdzenie 2. Uklad ciaglo-dyskretny o wielomianie charakterystycznym w(s,z) jest
asymptotycznie stabilny (zachodzi (2)) wtedy i tylko wtedy, gdy
1) w(s,1)#0, Res>0,
2) w(s,z)#0, Res=0, |z]>1.
Warunek 2) twierdzenia 2 mozna napisa¢ w postaci
w(jy,z) #0, y €Y =(-0,), |zI>1, 3)
przy czym mozemy ograniczy¢ si¢ do przedziatu Y =[0, ).
Z twierdzenia 2 wynika, ze uktad ciaglo-dyskretny o wielomianie charakterystycznym (1) jest
asymptotycznie stabilny wtedy 1 tylko wtedy, gdy sa spetnione dwa ponizsze warunki:

e rzeczywisty wielomian w(s,1) jest stabilny w sensie Hurwitza (wszystkie jego zera majq
ujemne czesci rzeczywiste),

e wielomian zespolony w(jy,z) dla kazdegoy €Y jest stabilny w sensie Schura (wszystkie
jego zera maja wartosci bezwzgledne mniejsze od 1).

3. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Wartosci wspodtczynnikow wielomianu charakterystycznego (1) zaleza od wartosci parame-
tréw uktadu ciaglo-dyskretnego. Jezeli te warto$ci nie sa doktadnie znane, to rdwniez nie sg
doktadnie znane wartosci wspotczynnikow wielomianu (1).

W pracy rozpatrzymy przypadek, w ktorym wspodtczynniki wielomianu charakterystycznego
zaleza liniowo od jednego niepewnego parametru. W takiej sytuacji, postgpujac podobnie jak
w przypadku wielomiandw jednej zmiennej (np. [6], [7]), wielomian charakterystyczny moz-
na przedstawi¢ w postaci wypuktej kombinacji dwoch wielomianow

W(S,ZaQ) :(l_q)wa(saz)+qwb(saz)a q EQ:[()’ 1]7 (4)
gdzie w,(s,z) 1 wy(s,z) sa to znane wielomiany o statych rzeczywistych wspotczynnikach
0 ogdlnych postaciach

¢ ok
w,(s,z)=2 Yaysz, a,,#0, (5)
i=0k=0
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wy(s,2) =Y Ybys'z", b, #0. (6)
i=0k=0
Bedziemy zaktada¢, ze wielomian (4) dla kazdego g € Q ma stopien n ze wzgledu na zmien-
na s i stopien m ze wzgledu na zmienna z.
Uwzgledniajac teori¢ odpornej stabilnosci uktadow dynamicznych o niepewnych parametrach
(np. [6]) mozemy sformutowac ponizsza definicje.

Definicja 1. Uklad ciaglo-dyskretny o wielomianie charakterystycznym (4) nazywamy od-
pornie stabilnym, jezeli jest on asymptotycznie stabilny dla kazdej ustalonej wartosci niepew-
nego parametru z zadanego zbioru, tj. dla kazdego g € Q.

Z powyzszej definicji i twierdzen 1, 2 wynikaja bezposrednio nastgpujace twierdzenia.
Twierdzenie 3. Uktad ciagto-dyskretny, ktérego wielomian charakterystyczny ma postac¢ (4)
jest odpornie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

w(s,z,q) #0 dla Res>0, |z>1, g €0Q. (7)

Twierdzenie 4. Uklad ciaglo-dyskretny o wielomianie charakterystycznym (4) jest odpornie
stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy

1) w(s,l,g)#0, Res>0, g €Q,
2) jest spelniony warunek
w(jy,z,q)#0, y €Y, |z21, g €Q. (8)

Wielomian (4) spehniajacy warunek (7) (rownowaznie, warunki 1) i 2) twierdzenia 4) beg-
dziemy nazywa¢ wielomianem odpornie stabilnym w sensie Hurwitza-Schura.

Zadanie badania odpornej stabilnosci w sensie Hurwitza-Schura wielomianu (4) dla kazdego
g €Q jest rownowazne z badaniem odpornej stabilnosci w sensie Hurwitza-Schura rodziny

wielomianow
W(s,z,Q) = {w(s,z,9):qg €0 =[0,1]}, )
gdzie wielomian w(s,z,q) ma postac (4).

Celem pracy jest podanie komputerowych metod badania odpornej stabilnosci uktadu ciaglo-
dyskretnego o wielomianie charakterystycznym (4). Poniewaz odporna stabilnos¢ tego uktadu
jest rownowazna z odporng stabilnoscia w sensie Hurwitza-Schura rodziny wielomianow (9),
podane metody beda bezposrednio dotyczyty rodziny wielomianow (9).

Konieczno$¢ badania odpornej stabilnosci w sensie Hurwitza-Schura rodziny wielomianow
(9) wynika nie tylko z faktu, Ze jest ona wielomianem charakterystycznym uktadu dynamicz-
nego o funkcji charakterystycznej liniowo zaleznej od jednego niepewnego parametru, ale tez
z faktu, ze stabilnos¢ tej rodziny jest warunkiem koniecznym odpornej stabilnosci np. rodziny
uktadéw o liniowej lub wieloliniowej strukturze niepewnosci. Mozna to pokaza¢ doktadnie
w ten sam sposob jak w przypadku rodziny wielomianéw jednej zmiennej, np. [6].

Przy formulowaniu metod badania odpornej stabilnosci w sensie Hurwitza-Schura rodziny
wielomianow (9) wykorzystamy teori¢ dotyczaca odpornej stabilnosci rodzin wielomianow
charakterystycznych jednej zmiennej, podana w monografii [6].
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4. ROZWIAZANIE PROBLEMU

Zgodnie z twierdzeniem 4, badajac odporng stabilnos¢ rodziny wielomiandéw (9) musimy
sprawdzi¢ spetnienie dwoch warunkow tego twierdzenia. Metody sprawdzania tych warun-
kéw rozpatrzymy oddzielnie.

Warunek 1) twierdzenia 4 mozna napisa¢ w postaci
w(s,1,q) = (1=q)w,(s,1) + gwy(s,1) #0, Res >0, g €0 =[0,1], (10)

przy czym wielomiany w,(s,1) 1 w,(s,1) maja odpowiednio postaci (5)1(6) dla z=1. Sa one
wielomianami jednej zmiennej s. Warunek (10) jest rownowazny z odporng stabilno$cia
w sensie Hurwitza wypuktej kombinacji dwdch wielomiandw w,(s,1) 1 wy(s,1). Metody ba-
dania odpornej stabilnosci wypuklej kombinacji dwdéch wielomianéw jednej zmiennej sa
podane w pracy [6]. Jedna z nich, dogodna do obliczen numerycznych, podamy ponize;.
Nie zmniejszajac ogoélnosci rozwazan przyjmiemy, ze wielomian w,(s,1) jest wielomianem
nominalnym (odniesienia). Musi on by¢ wielomianem stabilnym w sensie Hurwitza, aby wy-
pukta kombinacji dwoch wielomianéw w,(s,1) 1 wy(s,1) byla stabilna w sensie Hurwitza.
Stabilnos¢ w sensie Hurwitza wielomianu w,(s,1) mozna tatwo sprawdzi¢ stosujac np. kryte-
rium stabilnos$ci Hurwitza.
Twierdzenie 5. Niech wielomian nominalny w,(s,1) bedzie stabilny w sensie Hurwitza.
Warunek 1) twierdzenia 4) jest spetniony (tj. zachodzi (10)) wtedy i tylko wtedy, gdy wykres
funkcji

6(y) = wy(y,1) / w, (jyD), y €Y =[0, 0), (11
nie przecina ujemnej potosi rzeczywistej (—o,0].
Przeanalizujemy teraz badanie spetnienia warunku 2) twierdzenia 4.

Spetnienie warunku 2) twierdzenia 4 jest rownowazne z odporng stabilnoscig w sensie Schura
zespolonej rodziny wielomiandéw

W(jy,z,Q) = {w(jy,z,9):q € 0 =[0,1]} (12)
dla kazdego Y =[0, ©). Rodzing (12) otrzymuje si¢ z (9) stosujac podstawienie s = jy. Zatem

w(jy,2,9) = (1= q)w, (jy,2) + qw, (jy,2)- (13)
Przy formutowaniu metody badania odpornej stabilnosci w sensie Schura zespolonej rodziny
wielomianow (12) uogdlnimy rezultaty znane z teorii odpornej stabilnosci rodziny rzeczywi-
stych wielomianéw jednej zmiennej (np. [6]).
Za wielomian nominalny rodziny (12) mozemy przyja¢ np. wielomian w,(jy,z). Musi on by¢
wielomianem stabilnym w sensie Schura dla kazdego y €Y =[0, «), aby rodzina wielomia-
néw (12) byla stabilna w sensie Schura.
Wielomian zespolony w,(jy,z) dla kazdego y >0 jest stabilny w sensie Schura wtedy
1 tylko wtedy, gdy

w,(jy,z) #0, y=0, |z[> 1. (14)

Przeanalizujemy teraz problem sprawdzania warunku (14). Z zasady argumentu wynika, ze
dla dowolnego ustalonego y >0 warunek (14) jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy wy-
kres funkcji w,(jy,exp(jo)), ® €Q=[0,2n], okraza m razy w kierunku matematycznie
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dodatnim poczatek ptaszczyzny zmiennej zespolonej, przy czym m jest stopniem wielomianu
w,(s,z) ze wzgledu na zmienng z.

Jezeli warto$¢ parametru y €Y rosnie, to wykresy funkcji w,(jy,exp(jm)), ® €Q (krzywe
zamknigte) maja coraz wigksze wymiary. Wtedy sprawdzenie liczby okrazen poczatku ptasz-
czyzny zmiennej zespolonej przez te wykresy jest bardzo trudne.

Aby unikna¢ tej niedogodnosci, postepujac podobnie jak w przypadku wielomiandw jednej
zmiennej [6], bedziemy rozpatrywac ,,unormowang’” funkcje

Wa (]y7exp(JO‘))) , ® EQ — [0, 275], (15)
Woa (¥,exp(j®))

zamiast funkcji w,(jy,exp(jm)), przy czym w,,(y,z) mozna przyja¢ w postaci

Woa (¥,2) = wy(2), (16)

gdzie wy(z) jest stabilnym w sensie Schura rzeczywistym wielomianem tego samego stopnia

W, (Jy,exp(jo)) =

co wielomian w,(s,z) ze wzgledu na zmienng z.

Z (15) wynika, ze przy ustalonym y >0 wielomian w,(jy,z) jest stabilny w sensie Schura
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

Aarg %, (jv,exp(jo)) =0, (17)

e
czyli wykres funkcji (15) nie obejmuje poczatku ptaszczyzny zmiennej zespolone;.
Z powyzszych rozwazan wynika nastgpujace twierdzenie.
Twierdzenie 6. Wielomian zespolony w,(jy,z) jest stabilny w sensie Schura dla kazdego
v >0 wtedy i1 tylko wtedy, gdy dla kazdego ustalonego y >0 wykres funkcji (15) nie obej-
muje poczatku plaszczyzny zmiennej zespolone;.
Przy sprawdzaniu warunku twierdzenia 6 nalezy dla kazdego ustalonego y €Y =[0, y;,, ],
wyznaczonego z odpowiednio malym krokiem Ay, wyznaczy¢ wykres funkcji (15)
1 sprawdzi¢, czy nie obejmuje on poczatku plaszczyzny zmiennej zespolonej. Wartos¢ yy,,
nalezy przyja¢ odpowiednia duza, taka aby na podstawie wyznaczonych wykreséw stwierdzi¢
spetnienie (lub niespetnienie) powyzszego warunku dla wszystkich y > 0.
W dalszych rozwazaniach bedziemy przyjac, ze wielomian w,(jy,z) jest stabilny w sensie
Schura dla kazdego y €Y.
Uogodlniajac warunek wykluczenia zera, znany z teorii odpornej stabilnosci rodzin rzeczywi-
stych wielomiandw jednej zmiennej (np. [6]), otrzymamy podane ponizej rezultaty.
Niech y >0 bedzie ustalone. Dla dowolnej ustalonej liczby zespolonej z =z, wartoSciami
wielomiandw w,(jv,z) 1 wy(jy,z) sa punkty w,(jyv,z;) 1 wy(jy,z;) na plaszczyznie
zmiennej zespolonej. Natomiast "wartoscia" rodziny wielomianoéw (12) jest zbior wartosci tej
rodziny, zdefiniowany w sposob podany ponize;j.
Definicja 2. Dla ustalonego y >0 zbiorem wartosci rodziny wielomianéw (12) przy ustalo-
nym z = z,; nazywamy zbior

W(jy:ZdJQ): {W(jyazd:q):q EQ:[Ool]}o (18)
przy czym w(jy,z;,q) maposta¢ (13) dla z=z,.
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Zbior wartosci (18) jest na plaszczyznie zmiennej zespolonej odcinkiem linii prostej, tacza-
cym punkty w, (jy,z4) i w,(j,24)-

Jezeli z; = exp(jo) za$§ wartos¢ parametru  zmienia si¢ w sposob ciagly od 0 do «, to
zbi6r wartosci  w, (jy,exp(jQ)) = {w,(jy,exp(jo)):® €Q=[0, 7]} jest odcinkiem linii
krzywej faczacym punkty w,(jy,1) 1 w,(jy,~1).

Wtedy tez zbidr wartosci wy, (jy,exp(j€2)) = {w,(jy.exp(jo)): ® €Q} jest odcinkiem linii
krzywej taczacym punkty wy,(jy,1) 1 w,(jy,—1).

Zatem przy ustalonym y >0 brzeg zbioru wartosci

w(jy,exp(jQ2),0) = (w(jy,exp(j®),q):® €Q, g € 0} (19)
tworza linie krzywe o opisie parametrycznym w,(jy,exp(jo)), ® €Q 1 wy(jy,exp(jm)),
o €Q oraz dwa odcinki linii prostej, jeden faczy punkty w,(jv,1) 1 w,(jy,l) za$ drugi taczy
punkty w,(jv,—1) 1 w,(jy,—1). Zauwazmy, ze wymienione powyzej linie krzywe sa liniami
zamknigtymi przy Q =[0, 2m].

W dalszych rozwazaniach wykorzystamy unormowany zbior wartosci zdefiniowany ponize;j.

Definicja 3. Unormowanym (wzgledem w,(jy,z)) zbiorem wartosci rodziny wielomianow
(12) dla ustalonego z = z,; nazywamy zbior

Wun (JV:24>9) = W,y (¥:24,9):9 € Q =[0,1]}, (20)

gdzie

Wun (1Y 2a,9) = W(Y»2a>9) I Wa (J¥:2a)s Wa(Jy>24) # 0, 21)
przy czym w(jy,z;,q) maposta¢ (13) dla z=z,.
Ze wzordéw (21) 1 (13) dla z = z; wynika, ze dla ustalonych wartosci y €Y i z =z, unormo-
wany zbidr wartosci (20) jest odcinkiem linii prostej, taczacym punkty w,, (jy,z;,0) =1+ jO
1w, (jv,z,)) =wy (jy,zz) I w,(jy,z,). Jezeli z; = exp(jo) 1 wartos¢ parametru o zmienia
si¢ w sposob ciagly od 0 do =, to ten odcinek na ptaszczyznie zmiennej zespolonej obraca si¢
wokoét punktu 1+ 50, przy czym jego koniec w,,(jy,exp(jm),]) zakresla ling krzywa o opi-
sie parametrycznym wy,(jy,exp(jo))/ w,(jy,exp(j®)), ® €Q=[0, n]. Jest ona krzywa za-
mknigta dla Q =10, 2x].
Podobnie jak w przypadku rodziny wielomianéw naturalnego stopnia mozemy udowodnié
ponizsze twierdzenie [6].
Twierdzenie 7. Niech wielomian nominalny w,(jy,z) bedzie stabilny w sensie Schura dla
kazdego ustalonego y €Y. Rodzina wielomiandéw (12) jest odpornie stabilna w sensie Schura
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdej ustalonej wartosci y €Y wykres funkcji

v (o) = wy(jy,exp(jw)) / w, (jy,exp(jo)), ® €€, (22)
nie przecina ujemnej potosi rzeczywistej (—o,0].
Dowéd. Zauwazmy, ze punkt 1+ jO zawsze nalezy do unormowanego zbioru wartoSci.
Zatem przy ustalonym y >0 warunek 0¢ w,, (jy,exp(j€),0) jest spetniony wtedy i tylko
wtedy, gdy wykres funkcji (22) nie przecina ujemnej potosi rzeczywistej (—o0,0].
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Przy sprawdzaniu warunku twierdzenia 7 (podobnie jak przy sprawdzaniu twierdzenia 6) na-
lezy dla kazdego ustalonego y €Y =[O0, y;,,,], wyznaczonego z odpowiednio matym krokiem

Ay, wyznaczy¢ wykres funkcji (22) 1 sprawdzi¢, czy nie przecina on ujemnej pétosi rzeczy-
wistej (—0,0]. Wartos¢ y,,,, nalezy przyja¢ odpowiednia duza, taka aby na podstawie wy-
znaczonych wykreséw mozna byto stwierdzi¢ spetnienie (lub niespetnienie) powyzszego wa-
runku dla wszystkich y > 0.

Z powyzszych rozwazan wynika nastepujacy sposob postgpowania przy badaniu odpornej
stabilnosci w sensie Hurwitza-Schura rodziny wielomiandw (9), bedacej wypukta kombinacja
(4) wielomiandw (5) 1 (6) dwoch zmiennych niezaleznych.

Sposéb postgpowania:

Krok 1. Sprawdzany stabilno§¢ w sensie Hurwitza wielomianu w,(s,1), stosujac np. kryte-
rium stabilno$ci Hurwitza.

Krok 2. Stosujac twierdzenie 5 badamy odporng stabilnos¢ w sensie Hurwitza wypuklej kom-
binacji wielomianow w,(s,1) 1 wy(s,1). Jezeli jest ona odpornie stabilna w sensie Hurwitza,
to jest spetniony warunek 1) twierdzenia 4 1 przechodzimy do kroku 3.

Krok 3. Stosujac twierdzenie 6 badamy stabilnos¢ w sensie Schura wielomianu zespolonego
w,(jy,z) dla kazdego y >0. Jezeli jest on stabilny w sensie Schura, to przechodzimy do
kroku 4.

Krok 4. Stosujac twierdzenie 7 badamy odporna stabilno§¢ w sensie Schura rodziny wielo-
mianow (12) dla kazdego y>0. Jezeli jest ona odpornie stabilna, to jest spetniony waru-

nek 2) twierdzenia 4 i rodzina wielomianéw (9) jest odpornie stabilna w sensie Hurwitza-
Schura.

5. PRZYKLAD

Nalezy zbadaé odporng stabilnos¢ uktadu ciaglo-dyskretnego, ktorego wielomian charaktery-
styczny jest wypukta kombinacjg (4) dwdch wielomiandw

w,(s,2) = 5(095z+ 0.7) + 0.9z + 0.5, (23)

Wy (s,2) =5(05z+0.3) + 152+ 0.1. (24)

Badanie odpornej stabilnosci przeprowadzimy zgodnie z opisanym powyzej sposobem poste-
powania.

Krok 1. Podstawiajac z=1 w wielomianie (23) otrzymamy w,(s,1) = 1.65s + 1.4. Wszystkie

wspolezynniki wielomianu w,(s,1) sa dodatnie, co oznacza, ze jest on stabilny w sensie
Hurwitza.

Krok 2. Aby zbada¢ odporna stabilnos¢ w sensie Hurwitza wypuktej kombinacji wielomia-
noéw w,(s,1) 1 wy(s,1) sporzadzamy wykresy funkcji

) wy(jy,) 08y +1.6

o) = PN DIVTLO 25)
w,(jy,]) 165jy+14

Rozpoczyna si¢ on przy y =0 w punkcie ¢(0) =1.1429 1 konczy si¢ przy y — o w punkcie

d(0) = 04848. Wykres funkcji ¢(jy), y €[0,100], jest pokazany na rysunku la). Nie prze-

cina on ujemnej pétosi rzeczywistej (—0,0], co oznacza, ze wypukla kombinacja wielomia-

M
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now w,(s,1) 1 wy(s,1) jest odpornie stabilna w sensie Hurwitza. Warunek 1) twierdzenia 4
jest wiec spetniony.

0 16
imag a) imag | )
9|
8,
0
-0.35 L L L _ L L I L L
0.4 1.2 2—6 0 8
real real

Rys. 1. Wykresy: a) funkcji (25) dla y €[0, 100], b) funkcji (26) dla y €[0, 10]

Krok 3. Badamy stabilno$¢ w sensie Schura wielomianu zespolonego w,(jv,z) dla kazdego

y2>0. Sporzadzamy w tym celu wykresy funkcji (15) przy wielomianie odniesienia

Ww,4(2) = z+ 0.1. Funkcja (15) ma zatem postac

(095jy +0.9)exp(jw) + (0.7jy + 0.5)
exp(jo)+ 0.1

W, (Jy,exp(jw)) = , ® €eQ=[0,2x]. (26)

Przy ustalonym y >0 wykresem funkcji (26) przy o € Q =[0,2n] linia krzywa zamknigta.
Wykresy funkcji (26) sporzadzone dla y €[0,10] (z krokiem Ay =05) sa pokazane na
rys. 1b). Dla rosnacych warto$ci parametru y >0 wykresy funkcji (26) oddalaja si¢ od po-

czatku uktadu wspotrzednych. Zatem nie obejmuja one poczatku ptaszczyzny zmiennej ze-
spolonej. Oznacza to, zgodnie z twierdzeniem 6, ze wielomian zespolony w,(jy,z) jest sta-

bilny w sensie Schura.

Krok 4. Badamy odporng stabilnos¢ w sensie Schura rodziny wielomianow (12) dla kazdego
y2>0. Wykresy funkcji (22), wyznaczone dla wartosci y €[0,40] (ze zmiennym krokiem)
oraz dla wartosci y = 10" sq pokazane na rys. 2. Przy ustalonym y >0 wykresem funkcji
(22) linia krzywa zamknigta. Jezeli wartosci parametru y >0 rosna, to wykresy sa coraz
mniejszymi liniami zamknietymi. Najmniejsza linia krzywa odpowiada wartosci y = 10'°.
Z rys. 2 wynika, ze wykresy funkcji (22) nie przecinaja ujemnej potosi rzeczywistej (—o0,0]
dla kazdego y > 0. Zgodnie z twierdzeniem 7, rodzina wielomianow (12) jest wiec odpornie
stabilna w sensie Schura dla kazdego y > 0. Jest zatem spelniony warunek 2) twierdzenia 4

i wypukta kombinacja (4) dwdch wielomianow (23) i (24) jest odpornie stabilna w sensie
Hurwitza-Schura.
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1.5

imag

-2.5
0

real 3.5

Rys. 2. Wykresy funkcji (22) dla y €[0,40] i y =10

6. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem odpornej stabilnosci liniowego uktadu ciaggto-dyskretnego,
ktorego wielomian charakterystyczny zalezy liniowo od jednego niepewnego parametru.
Analizowany problem jest rownowazny z problemem badania odpornej stabilnosci w sensie
Hurwitza-Schura rodziny wielomianow (9). Warunki konieczne i wystarczajace odpornej sta-
bilno$ci w sensie Hurwitza-Schura tej rodziny zostaly sformutowane w twierdzeniu 4. Ich
sprawdzenie wymaga stosowania obliczen komputerowych. W pracy zostaty podane kompu-
terowe metody stuzace do sprawdzania warunkow twierdzenia 4 oraz sposob postepowania
przy badaniu odpornej stabilnosci.

Proponowane warunki 1 metody badania odpornej stabilnosci naleza do grupy warunkéw cze-
stotliwosciowych. Sg one istotnym rozszerzeniem na klas¢ rozpatrywanych uktadéw ciaglo-
dyskretnych metod podanych w monografii [6] w przypadku uktadow ciaglych oraz dyskret-
nych.

Oryginalnym osiagni¢ciem pracy jest podanie komputerowych metod stuzacych do spraw-
dzania warunkow twierdzenia 4. Warunki zawarte w twierdzeniu 4 sq podobne do zapropo-
nowanych w pracy [11]. Nie podano tam jednak metod sprawdzania tych warunkow.

k sk ok

Praca naukowa finansowana ze srodkéw Komitetu Badan Naukowych w latach 2007-2010
jako projekt badawczy nr N N514 1939 33.
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