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WYZNACZANIE REALIZACJI DODATNIEJ LINIOWEGO UK�ADU
HYBRYDOWEGO TYPU SISO W POSTACI DRUGIEGO MODELU 

FORNASINIEGO-MARCHESINIEGO
Sformu�owano problem realizacji dla hybrydowych dodatnich uk�adów liniowych 
o jednym wej�ciu i jednym wyj�ciu (SISO), w postaci drugiego modelu 
Fornasiniego-Marchesiniego. Zaproponowano metod� wyznaczania realizacji 
dodatniej dla danej transmitancji w�a�ciwej w oparciu o schemat zmiennych 
stanu. Podano warunki wystarczaj�ce na istnienie realizacji dodatniej dla danej 
transmitancji w�a�ciwej. Sformu�owano równie� procedur� wyznaczania realizacji 
dodatniej, któr� zilustrowano przyk�adem numerycznym. 

COMPUTATION OF POSITIVE REALIZATION OF HYBRID LINEAR  
SISO SYSTEMS DESCRIBED BY THE SECOND FORNASINI-MARCHESINI 

MODEL
The realization problem for positive linear hybrid systems with single input and 
single output (SISO), described by the second Fornasini-Marchesini model is 
formulated. The method based on the state variable diagram for finding a positive 
realization of a given proper transfer function is proposed. Sufficient conditions 
for the existence of a positive realization of a given proper transfer function are 
established. A procedure for computation of a positive realization is proposed and 
illustrated by a numerical example. 

1. WST�P
W uk�adach dodatnich wymuszenia, zmienne stanów oraz odpowiedzi przyjmuj� tylko 
warto�ci nieujemne. Taka sytuacja jest spotykana w wielu dziedzinach techniki, biologii, 
ekonomi, medycyny, itp. Przyk�adem mog� by� wymienniki ciep�a, kolumny destylacyjne, 
modele populacji, modele epidemiologiczne, modele zanieczyszczenia �rodowiska.
Ze wzgl�du na podane ograniczenia, w odró�nieniu od uk�adów standardowych, teoria 
uk�adów dodatnich opiera si� na przestrzeniach sto�ków. Teoria takich uk�adów jest 
trudniejsza i mniej zaawansowana. Uk�ady hybrydowe ��cz� w swojej strukturze zarówno 
cz��� ci�g�� jak i cz��� dyskretn� a zmienne stanu w takim uk�adzie zale�� jednocze�nie od 
chwil czasu ci�g�ego t oraz dyskretnych stanów i. Dziadzina dodatnich uk�adów hybrydowych 
jest dziedzin� bardzo m�od�. Literatura dotycz�ca uk�adów dodatnich jest do�� bogata [2, 9]. 
Problem realizacji dla ci�g�ych i dyskretnych uk�adów dodatnich z opó�nieniami jak i bez 
opó�nie	 by� rozpatrywany w pracach [1, 2, 9-14]. Nowa klasa dwuwymiarowych liniowych 
hybrydowych uk�adów dodatnich zosta�a zaproponowana w pracy [14]. Problem realizacji 
dodatniej dla tej klasy uk�adów zosta� rozpatrzony w pracy [6, 15] oraz dla uk�adów
z opó�nieniami w [5, 7]. Wspomniane uk�ady hybrydowe mia�y struktur� zbli�on� do 
struktury uk�adu Roessera [22].
G�ównym celem tej pracy jest zaprezentowanie metody rozwi�zania zadania realizacji 
dodatniej dla hybrydowych uk�adów liniowych których struktura jest oparta na drugim 
modelu Fornasinego-Marchesniego. Zostan� podane warunki wystarczaj�ce istnienia 
realizacji dodatniej dla danej transmitancji w�a�ciwej. Zaproponowana zostanie te� procedura 
wyznaczania tej realizacji, wraz z ilustruj�cym j� przyk�adem numerycznym. 
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2. INFORMACJE PODSTAWOWE I SFORMU�OWANIE ZADANIA 
Rozwa�my uk�ad hybrydowy opisany równaniami [9] 
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Warunki pocz�tkowe dla (1a) i (1b) maj� posta�
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elementami oraz 1�
�� �
nn RR , oraz Mn b�dzie zbiorem macierzy Metzlera o wymiarach  nn� .

Definicja 1. [9] Uk�ad hybrydowy (1) jest nazywany (wewn�trznie) dodatnim, gdy 
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Twierdzenie 1. [9] Uk�ad hybrydowy (1) jest (wewn�trznie) dodatnim wtedy i tylko wtedy, 
gdy
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Transmitancja uk�adu (1) jest dana zale�no�ci�
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Definicja 2. Macierze (3) s� nazywane realizacj� dodatni� danej transmitancji ),( zsT , je�li
spe�niaj� równanie (4). 
Problem realizacji mo�na sformu�owa� nast�puj�co.
Dana jest w�a�ciwa transmitancja ),(),( zsRzsT mp�� , nale�y wyznaczy� jej realizacj�
dodatni� (3).

3. ROZWI�ZANIE ZADANIA 
Istot� proponowanej metody przedstawimy na pocz�tek na nast�puj�cym przyk�adzie
transmitancji operatorowej uk�adu hybrydowego 
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Mno��c licznik i mianownik tej transmitancji przez 22 �� zs  otrzymamy 
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z (6) otrzymamy  
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Na podstawie zale�no�ci (8) rysujemy schemat zmiennych stanu przedstawiony na rys. 1. 

Rys. 1. Pomocniczy schemat zmiennych stanu dla transmitancji (5) 
Za zmienne stanu wybieramy wielko�ci wyj�ciowe cz�onów ca�kuj�cych ( ),(),,( 21 itxitx )
i opó�niaj�cych ( ),(),,(),,(),,( 6543 itxitxitxitx ). Na podstawie schematu zmiennych stanu 
(rys. 1.) wypisujemy nast�puj�ce równania
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Zwi�kszaj�c zmienn� i o 1 w równaniach ró�niczkowych (9) oraz ró�niczkuj�c równania 
ró�nicowe (9), a nast�pnie podstawiaj�c  (10) do (9) otrzymamy 
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mo�emy równania (11) napisa� w postaci 
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Z zale�no�ci (14) wynika nast�puj�cy wniosek 
Wniosek. Realizacja dodatnia dla podanej transmitancji (5) uk�adu hybrydowego istnieje 
wtedy, gdy wszystkie wspó�czynniki licznika i mianownika transmitancji (5) s� nieujemne.
Uogólniaj�c powy�szy przyk�ad na dowoln� transmitancj� otrzymamy 
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Mno��c licznik i mianownik tej transmitancji przez 21 nn zs ��   otrzymamy 
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Schemat zmiennych stanu w tym przypadku ma posta� jak na rys. 2. 
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Rys. 2. Pomocniczy schemat zmiennych stanu dla transmitancji (16) 
Za zmienne stanu wybieramy wielko�ci wyj�ciowe cz�onów ca�kuj�cych 
( ),(...,),,(),,(

121 itxitxitx n ) i opó�niaj�cych ( ),(...,),,(),,(
211 221 itxitxitx nnn �� ).

Na podstawie schematu zmiennych stanu (rys. 2.) wypisujemy równania ró�niczkowe 
i ró�nicowe 
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Zwi�kszaj�c zmienn� i o 1 w równaniach ró�niczkowych (dla zmiennych stanu od 1x  do 
1nx )

oraz ró�niczkuj�c równania ró�nicowe (dla zmiennych stanu od 11�nx  do 
22nx ), nast�pnie

podstawiaj�c (19) do (18) otrzymamy 
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Definiuj�c (analogicznie do (12)) wektor 
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Mo�emy równania (20) napisa� w postaci macierzowej (1a), (1b) gdzie 
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Zosta�o wi�c udowodnione nast�puj�ce twierdzenie 
Twierdzenie 2. Realizacja dodatnia uk�adu hybrydowego o danej transmitancji w�a�ciwej
(15) istnieje wtedy, gdy wszystkie wspó�czynniki tej transmitancji s� nieujemne. 
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Realizacj� dodatni� dla danej transmitancji w�a�ciwej uk�adu hybrydowego mo�na wyznaczy�
korzystaj�c z nast�puj�cej procedury 
Procedura
Krok 1. Dan� transmitancj� o postaci (15) sprowadzamy do postaci (16) i wyznaczamy 

zale�no�ci (17). 
Krok 2. Na podstawie równa	 (17) rysujemy schemat zmiennych stanu jak na rys. 2.
Krok 3. Wybieramy zmienne stanu i wypisujemy równania (18), (19) nast�pnie

przekszta�camy je do postaci (20). 
Krok 4. Na podstawie równa	 (20) wyznaczamy poszukiwan� realizacj� transmitancji (15) 

o postaci (23). 

4. PRZYK�AD LICZBOWY 
Dana jest transmitancja w�a�ciwa o postaci 
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nale�y wyznaczy� jej realizacj� dodatni� (23). W tym przypadku 2�n  i 1�m .
Stosuj�c procedur� otrzymamy. 

Krok 1. Mno��c licznik i mianownik transmitancji (24) przez 12 �� zs  otrzymujemy 
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    oraz
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Krok 2. Schemat zmiennych stanu ma posta� jak na rys. 3 

Rys. 3. Pomocniczy schemat zmiennych stanu dla transmitancji (24) 
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Krok 3. Na podstawie schematu zmiennych stanu (rys. 3) wypisujemy równania stanu  

),(6),(),(6),(6.1),(2,3),(
),(5),(5),(),(2)1,(

),(5.0),(5,0),(1,0),(2.0)1,(
),(),(),(4.0),(2.0),(

),(),(

4321

3214

3213

3212

21

ituitxitxitxitxity
ituitxitxitxitx

ituitxitxitxitx
ituitxitxitxitx

itxitx

�����
�����

�����
����

�
�
�

                      (27) 

 które po przekszta�ceniu i zapisaniu w postaci macierzowej maj� posta�

� � ),(6

),(
),(
),(
),(

166.12.3),(

)1,(

0
0
1
0

),(

5
5.0

0
0

)1,(
)1,(
)1,(
)1,(

0000
0000
014.02.0
0010

),(
),(
),(
),(

0512
05.01.02.0
0000
0000

)1,(
)1,(
)1,(
)1,(

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

itu

itx
itx
itx
itx

ity

ituitu

itx
itx
itx
itx

itx
itx
itx
itx

itx
itx
itx
itx

�

�
�
�
�

	




�
�
�
�

�



�

�

�
�
�
�

	




�
�
�
�

�



�

�
�
�
�

	




�
�
�
�

�



�

�
�
�
�

	




�
�
�
�

�



�
�
�
�

�
�
�
�

	




�
�
�
�

�


�

�

�
�
�
�

	




�
�
�
�

�



�
�
�
�

	




�
�
�
�

�



�

�
�
�
�

	




�
�
�
�

�



�
�
�
�

�

�
�
�
�

�
�
�
�

 (28) 

Krok 4. Poszukiwana realizacja ma posta�
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Otrzymana realizacja (29) jest realizacj� dodatni� gdy� spe�nione s� warunki twierdzenia 1. 

5. PODSUMOWANIE 
Zosta�a zaproponowana metoda wyznaczania realizacji dodatniej hybrydowych uk�adów
liniowych o strukturze drugiego modelu Fornasiniego-Marchesiniego. Sformu�owane zosta�y
warunki wystarczaj�ce istnienia dodatniej realizacji dla danej transmitancji w�a�ciwej uk�adu 
hybrydowego. Zaproponowano procedur� wyznaczania realizacji dodatniej oraz zilustrowano 
t� procedur� przyk�adem numerycznym. Problemem otwartym jest sformu�owanie warunków 
koniecznych i wystarczaj�cych istnienia realizacji dodatniej dla uk�adów hybrydowych. 
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