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WZGLEDNA PUNKTOWA ZUPELNOSC
DODATNICH UKEADOW CIAGLO-DYSKRETNYCH

W pracy sformulowano definicje oraz podano warunki konieczne i wystarczajqce
punktowej zupelnosci oraz wzglednej punktowej zupetnosci dodatnich liniowych
dwuwymiarowych uktadow ciqglo-dyskretnych. Podano tez metode wyznaczania
nieujemnych warunkow brzegowych, dla ktorych trajektoria stanu ukladu
wzglednie punktowo zupefnego przechodzi przez dowolny zadany nieujemny stan
koncowy. Rozwazania zilustrowano przyktadem.

RELATIVE POINTWISE COMPLETENESS OF POSITIVE
CONTINUOUS - DISCRETE TIME SYSTEMS

The paper considers a class of linear 2D positive continuous-discrete time
systems. The definitions of pointwise completeness and relative pointwise
completeness are introduced and necessary and sufficient conditions are given.
The considerations are illustrated by numerical example.

1. WSTEP

W uktadach dodatnich skladowe wektordéw wymuszen, warunkdéw poczatkowych, stanu
i wyjscia przyjmuja tylko wartosci nieujemne. Przyklady dodatnich uktadéw liniowych sa
podane w monografii [5] oraz cytowanej tam literaturze.

W teorii uktadéw dodatnich zamiast przestrzeni liniowych korzystamy z teorii stozkow.
Teoria uktadow dodatnich jest wiec dziedzing znacznie trudniejszg i mniej zaawansowang od
klasycznej teorii uktadow liniowych. Problem analizy i syntezy dodatnich uktadéw liniowych
z opoznieniem od stanu jest tematem wielu publikacji w ostatnich kilku latach, np. [1, 5, 8, 9].

Ostatnio, nowa klasa dwuwymiarowych liniowych hybrydowych (ciagto-dyskretnych)
uktadéw dodatnich zostata zaproponowana w pracy [4], a w pracy [6] podano warunki
wzglednej sterowalnosci stacjonarnych uktadéw hybrydowych.

Pierwszy raz pojgcie punktowej zupelnosci oraz punktowej degeneracji ciagltych uktadow
z opoznieniami wprowadzil Weiss (np. [ 10]). Sformulowany przez Weissa problem byt
rozpatrywany w wielu pracach, np. [3, 7].

Problem punktowej zupetnosci oraz punktowej degeneracji dyskretnych ogdlnych uktadow z
opOznieniami zostat sformutowany i1 rozwiazany w pracy [2], za§ w pracach [1, 9] zostat
rozwigzany dla uktadéw dodatnich.

W niniejsze] pracy, wykorzystujac rezultaty prac [1, 9], rozpatrzymy problem punktowej
zupetlosci oraz wzglednej punktowej zupeilnosci dodatnich liniowych dwuwymiarowych
uktadéw ciaglo-dyskretnych, dla ktoérych rozwiazanie analityczne réwnan stanu zostaty
podane w pracy [4]. Najpierw, uwzgledniajac specyfike dodatnich uktadéw
dwuwymiarowych, zostana wprowadzone definicje punktowej zupelosci 1 wzglednej
punktowej zupetlosci. Nastgpnie zostang podane warunki konieczne i1 wystarczajace
punktowej zupetnosci takich uktadéw oraz prosta metoda wyznaczania nieujemnych
warunkow brzegowych, dla ktorych trajektoria stanu uktadu wzglednie punktowo zupetlnego
przechodzi przez dowolny zadany nieujemny stan koncowy.
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2. DODATNI UKLAD CIAGLO-DYSKRETNY

Niech R™" bedzie zbiorem macierzy o wymiarach nxm o rzeczywistych elementach oraz
R =N™'. Zbiér macierzy o wymiarach nxm, ktérych elementami sq liczby rzeczywiste
nieujemne, bedziemy oznaczaé przez R, przy czym R” =R"'. Zbiér liczb catkowitych
dodatnich bedziemy oznaczaé przez Z,, zas$ zbidr liczb rzeczywistych nieujemnych przez
R, =[0,+c0).

Wezmy pod uwage dwuwymiarowy ukiad ciagto-dyskretny liniowy stacjonarny opisany
roOwnaniami stanu

x,(t,0)=A,,x,(t,i)+ A,x,(t,i), teR_, (1a)
X, (ti+1)=A4,x,(,i)+ A,yx,(2,i), ieZ,, (1b)
Ox, (t,1)

przy czym x,(t,i)= , X () eR", x,(t,i)eR™ oraz A4,eR"™, A4,eR"",

A, R, A, e R,
Uktad (1) ma struktur¢ podobna do modelu 2W Roessera [5], gdzie x,(z,i)eR™ jest

odpowiednikiem wektora horyzontalnego, zas x,(#,i) € R™ wektora wertykalnego. W pracy
[4] uktady ciaglo dyskretne sa nazywane dwuwymiarowymi uktadami hybrydowymi.

Warunki brzegowe dla uktadu (1) maja postaé
x,(0,i)=x,(i), ie Z, oraz x,(t,0)=x,(¢), teR,. (2)

Definicja 1. [4] Uklad ciaglo-dyskretny (1) nazywamy 2W modelem wewng¢trznie dodatnim,
jezeli dla dowolnych dodatnich warunkow brzegowych
x,(i)eR",ieZ, oraz x,(t)eR>,teR, 3)

zachodzi x,(¢,i)e R 1 x,(t,i) e R’ dlawszystkich teR_i1ieZ,.

Twierdzenie 1. Rozwiazanie uktadu (1) spetniajace warunki brzegowe (2) ma postaé

_ , (1), (0)+P@)x,(f) dla i=0
%= D(0)x, (0) + EP(t)(AzlP(t)+A22)""‘“A21<D(t)x1(k)+ PO PO+ A, x5,() dla i=12,. (4a)

x,(t,0) = g(AZIP(t) + A,,) T A, O()x, (k) + (A, P(t) + A)) ' x,(¢) dla i=1.2,.. (4b)

At

przy czym ®(t)=e™",a P(t) jest operatorem okreslonym zalezno$cia

P(t)x = [®(f - 7) A,y x(7)d. (5)

Dowéd. Rozwigzanie ukladu (1) jest przypadkiem szczegdlnym rozwiazania uktadu
hybrydowego, zaproponowanego w pracy [4], tzn. przy macierzach wejs¢ B, =B, =0.
Dowdéd przeprowadza si¢ podobnie jak w twierdzeniu 1 pracy [4].
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Twierdzenie 2. [4] Uktad ciagto-dyskretny (1) jest dodatni wewngtrznie, wtedy 1 tylko wtedy,
gdy
1. A,, jest macierza Metzlera, (6a)
2. A, RV A,, eRPM, A, e R (6b)
Dowéd. Dowdd przeprowadzimy podobnie jak w twierdzeniu 2 pracy [4].
Dostateczno$é. Ogélnie wiadomo, ze macierz ®(¢) =e™ e R wtedy i tylko wtedy, gdy
A,, jest macierza Metzlera. Jezeli A, jest macierza Metzlera, za§ pozostale macierze maja
elementy nieujemne (6b) i warunki brzegowe spetiaja (3), to z (4a) mamy x,(¢,i)eR,az
réwnania (4b) x,(¢,i)e R, ieZ ,teR,.
Konieczno$¢. Niech x,(#)=0, 1€ R, 1 x,(0) =¢, (i-ta kolumna macierzy jednostkowej 7, ).
Z (la)ydlai=0, teR, 1(4a) mamy x,(2,0)= A4, P(t)e,. Zauwazmy, ze aby trajektoria nie
wyszia z ¢wiartki R musi by¢ x,(0,0) = 4,¢, e R, co implikuje a, >0 dla i # j. Macierz
A1 musi by¢ macierza Metzlera. Zas z (4b) dlai=1, t € R, mamy x,(z,1) = 4,,®(¢)x,(0) >0,
co implikuje 4,, e R™™, gdyz x,(0)eR" moze by¢ dowolne. Podobnie, dla x,(0)=0, z
(la) mamy x,(0,0)=4,,x,(0)e R", co implikuje 4, R, gdyz x,(0) moze by¢
dowolne. Zas z (4b) dla i = 1, t € R, mamy x,(¢,1) =(4,,P(¢)+ 4,,)x,(t) 20, co implikuje
A,, e R, gdyz x,(t) e R'> moze by¢ dowolne.

m
3. WZGLEDNA PUNKTOWA ZUPELNOSC

Wykorzystujac pojecia punktowej zupetlnosci, zdefiniowanej dla ukladéw ciaglych z
opoznieniami [3, 7, 10] oraz dla uktadéw dyskretnych [2], w tym dodatnich [1, 9], mozna
sformutowac nastgpujace definicje.

Definicja 2. Dodatni uktad ciagto-dyskretny (1) nazywamy punktowo zupelnym w punkcie
(t,))eR xZ , t=t,>0, i=k21, jezeli dla kazdego wektora

x= xlf _ |:xl (t’ l):| c SR:I_IMZ (7)
x2f xz (ta l)
. . x,(1,,k)
mozna tak dobra¢ warunki brzegowe (3), ze x = .
X, (k)

Definicja 3. Dodatni uklad ciaglo-dyskretny (1) bedziemy nazywaé wzglednie punktowo
zupelnym dla stanu x,(z,i) € R w punkcie (t,i)eR xZ, , t= i,>0, i= k=1, jezeli dla
kazdej sktadowe;j

X, =x,(t,i) e R} (8)
wektora stanu (7) mozna tak dobra¢ warunki brzegowe (3), ze x,, = x,(¢,,k).
Definicja 4. Dodatni uktad ciaglo-dyskretny (1) bedziemy nazywaé wzglednie punktowo zu-
petnym dla stanu x,(#,i) e R w punkcie (¢,i)e R, xZ,, t=t, >0, i=k2>1, jezeli dla kaz-
dej sktadowe;j
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Xy, =X,(t,i) € R ©)
wektora stanu (7) mozna tak dobra¢ warunki brzegowe (3), ze x,, = x,(7,,k).
Poszukiwa¢ bedziemy rozwiazania, przy zatozeniu x,(7):=x, dla 0<7<¢,, tzn. x, jest stale

w catym przedziale.

Rozwiazanie (4) rownan stanu uktadu ciaglo-dyskretnego z warunkami brzegowymi (3) dla
t=1,>0, i=k=1 mozna napisa¢ w postaci

X1y D,
xX= = x, = Dx,, (10)
Y| LD;
gdzie
Xo =[%,(0),2,(1),..., %, (k), x, (1)]" € RED"™, (11a)
_ D1 _ D1 (0) D1 (1) D1 (k) DI (k+l) c iR(nl+nz)x[(k+l)nl+n2] (llb)
D,| |D,0) D,(1) -~ 0 D,(k+]) *
przy czym
D, (j)=P(t,) D" 4, ®(t,), D,(j) =D 4, ®(t,), dla j=0,,....,k-1,  (12a)
D, (k) =2(t,), (12b)
D,(k+1)=P(t,)D*, D,(k+1)=D", (12¢)
zas
D=4, P(t,)+ A4, e R}>™. (13)

Z definicji 2 1 wzoru (10) wynika nastgpujacy warunek konieczny punktowej zupetnosci.

Lemat 1. Warunkiem koniecznym, aby dodatni uktad ciaglo-dyskretny byt punktowo zupetly
w punkcie (4,i))e R, xZ , t=1,>0, i=k2>1, musi by¢ spetniony warunek
rankD =n, +n,. (14)

Nalezy zauwazy¢, ze powyzszy warunek jest takze warunkiem koniecznym i wystarczajacym
punktowej zupetnosci standardowych uktadéw ciaglo-dyskretnych (1), tzn. o dowolnych
clementach macierzy 4,,, A4,, 4,,, A4,,.

Niech Im, D bedzie dodatnim obrazem macierzy (11b), tzn. zbiorem wszystkich dodatnich
kombinacji liniowych kolumn tej macierzy

Im, D={xeR"™ : x=Dx,, x, e RV} (15)
Twierdzenie 3. Dodatni uklad ciaglo-dyskretny (1) jest punktowo zupelny w punkcie
(t,)eR xZ, , t=t,>0, i=k=>1, wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest spetniony jeden z nizej
podanych rownowaznych warunkow:

1) Im, D=R""", gdzie macierz D jest okreslona przez (11b),
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~

2) z macierzy D mozna wybra¢ n, + n, liniowo niezaleznych kolumn takich, ze macierz D
utworzona z tych kolumn jest uogolniona macierza permutacji, zwang tez macierza
monomialng (w kazdym wierszu 1 kazdej kolumnie tylko jeden element jest dodatni, a
wszystkie pozostate sa zerowe),

3) z macierzy D mozna wybra¢ n, +n, liniowo niezaleznych kolumn takich, Zze macierz

odwrotna (D)™' macierzy utworzonej z tych kolumn ma elementy nieujemne.
Dowdd. Z definicji 2 i wzoru 10, przy zatozeniu x, ()= x, dla 0<7<¢,, wynika, ze dodatni

uktad (1) jest punktowo zupelny w punkcie (7,,k) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego

+ny

xeR"™™ istnieje warunek brzegowy x, € R czyli gdy jest spetiony warunek 1)
twierdzenia 3. Jezeli jest spetniony warunek 1) twierdzenia 3, to z macierzy D mozna wybraé
n, +n, kolumn liniowo niezaleznych, ktore tworzg bazg przestrzeni R7'™ wtedy i tylko

wtedy, gdy w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie tylko jeden element jest dodatni, a
pozostate sa zerowe, czyli gdy jest spetniony warunek 2) twierdzenia 3. Macierz utworzona z
tych kolumn jest macierza monomialnag. Macierz odwrotna macierzy o nieujemnych
elementach jest tez macierza o nieujemnych elementach wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona
macierza monomialng [5]. Zatem warunki 2) 1 3) sq rownowazne.

m

Przy spetnieniu ktoregokolwiek z warunkéw twierdzenia 3 na podstawie wzoru (10) mozna
wyznaczy¢ warunki brzegowe (3) dla dowolnego zadanego stanu (7) w punkcie
(tL,DeR xZ , t=1,>0, i=k=1.

Lemat 2. Jezeli rankD = n, + n, oraz

DT[DDT]—I c m[(k+1)nl+n2]x(nl+n2) (16)
to dodatni uktad ciaglo-dyskretny (1) jest punktowo zupelny w punkcie (¢,i)eR, xZ,,
t=t,>0, i=k>1 i wektor warunkow brzegowych x, (1la), dla ktérego rozwiazanie
rownan (1) dla t=t,>0, i=k>1 jest  réwne  zadanemu  stanowi
X || xty.k) i+ . ,
x= = e R, mozna wyznaczy¢ ze wzoru
x,(t,,k)

x, =D'[DD"]"'x. (16)

Dowéd. Jezeli uktad (1) jest punktowo zupetny, to rankD =n, +n,, det(DD")#0 i macierz

xl (tf’k):| c mnl+n2

X
DT[DDT]"l jest dobrze zdefiniowana. Jezeli zachodzi (16) 1 x = Vo=
'x2 (tf’k)

X,
to wted RUFDm+m
y x, € R oraz

X
x=Dx,=DD"[DD" " x :{ Vv } 0(17)
xzf

Z definicji 3 1 4 oraz wzoru (10) wynika nast¢pujacy warunek konieczny wzglednej
punktowej zupetnosci.
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Lemat 3. Aby dodatni uklad ciagto-dyskretny byt wzglednie punktowo zupetny w punkcie
(tL,DeR xZ, , t=1,>0, i=k=],
1) dla stanu x, (z,7) € K" musi by¢ spetniony warunek

rankD, = n,, (18)
2) dla stanu x,(#,i) € R"* musi by¢ spetniony warunek

rankD, =n,, (19)
gdzie macierze D, 1 D, dane sa zaleznoscia (11b).

Latwo wykazaé, ze twierdzenie 3 jest prawdziwe dla wzglednej punktowej zupelnosci, przy
czym dla przypadku 1) nalezy wzia¢ pod uwage macierz D,, o postaci (11b), oraz »n, liniowo

niezaleznych kolumn.
Jezeli ktorykolwiek z warunkdw twierdzenia 3 jest spetniony, to ze wzoru
%, =D, (20)

mozemy wyznaczyé warunki brzegowe x, e RV takie, ze x, s=x(t,k) e Ry
Wowcezas dla otrzymanych warunkéw brzegowych i punktu(z,i)e R, xZ , t=t,>0,
i=k>1, wartos¢ skladowej x,, =x,(7,,k) € R}? wektora stanu (7) uktadu (1) wyznacza sig
Ze wzoru

X, =D,x,. @01
Powyzsze rozumowanie jest rowniez prawdziwe dla przypadku 2), przy czym w twierdzeniu
3 nalezy wzia¢ pod uwage odpowiednio macierz D,, o postaci (11b), oraz n, liniowo
niezaleznych kolumn, za$ warunki brzegowe x, € R"“*""*" wyznacza sie ze wzoru (21), a
nastegpnie wartos¢ sktadowej x,, =x,(¢,,k) e R} wektora stanu (7) uktadu (1) wyznacza sig
ze wzoru (20).
Uwzgledniajac powyzsze rozwazania i1 definicje 3 1 4 otrzymamy ponizsze lematy.

Lemat 4. Jezeli rank D, = n, oraz

DlT [DlDlT ]71 c E]:{[Jikﬂ)nl-#nz]xn] , (22)

to dodatni uktad ciagto-dyskretny (1) jest wzglednie punktowo zupelny dla stanu x,(7,i) € R”
w punkcie (¢,i)e R, xZ_, t=t,>0, i=k>1.
Jezeli jest spetniony warunek (22), to wektor warunkéw brzegowych x, (11a), dla ktérego

rozwigzanie rownania (la) dla 7=7,>0, i=k=>1 jest réwne zadanemu stanowi

X, =x(t,,k)eR’;

+

mozna wyznaczy¢ ze Wzoru
X, =D![DD1"x,,, (23)

za$ wartos¢ skfadowej x,, = x,(7,,k) e R wektora stanu (7) ukfadu (1) wyznacza si¢ ze

wzoru
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%, = Dyx,. (24)
gdzie macierze D,, D, sa odpowiednimi wierszami macierzy D o postaci (11b).
Lemat 5. Jezeli rankD, = n, oraz

D,[D,D;]" e Rlk+hmimbn (25)
to dodatni uklad ciaglo-dyskretny (1) jest wzglednie punktowo zupelny dla stanu
x,(t,i) e R* wpunkcie (t,))eR xZ, , t=t,>0, i=k=>1.
Jezeli jest spetniony warunek (25), to wektor warunkow brzegowych x, (11a), dla ktérego
rozwigzanie rownania (Ib) dla 7=¢,>0, i=k=>1 jest rowne zadanemu stanowi
X,, =X,(t,,k) € R}? mozna wyznaczy¢ ze wzoru

x,=D)[D,D,]" X, s (26)

za$ wartos¢ sktadowej x,, = x,(¢,,k) e R}, wektora stanu (7) ukfadu (1) wyznacza si¢ ze
wzoru
X, =Dx,, 27

gdzie macierze D,, D, sa odpowiednimi wierszami macierzy D o postaci (11b).

Dowod powyzszych lematow przeprowadza si¢ podobnie jak lematu 2.
4. PRZYKLAD
Nalezy zbada¢ punktowa zupetnos¢ w punkcie(t,))eR,xZ, , t=1,=1, i=k=2
dodatniego uktadu ciagto-dyskretnego (1) o macierzach:
Ay :{_1 ’ } 4, = F} Ay = [1 2]’ Ay = [21 (24)
0 -2 0

Dla rozpatrywanego uktadu macierz podstawowa ma postac

9
o= =" 7| (25)
0 e |
operator (5)
t/ tf Tt ] _ =ty
P(t,)= [®(1, —7)A,d7 = j{e {1 ¢ }eﬂ%i (26)
' o o 0 | 0
jest wektorem kolumnowym, za$ macierz (13)
D=4,P(t,)+ A4, =3-¢ " eR, (27)

Jest skalarem. Dla 7, =1 1 k =2 ze wzoru (11b) otrzymamy macierz
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D_{Dl}_{am) D) D) D@)}

D,| |D,(0) D) 0 D,

0.6121 0.4503 02325 0.1711 03679 0  4.3794 (28)
= 0 0 0 0 0 01353 0

0.9683 0.7124 03679 02707 0 0  6.9281

Latwo sprawdzi¢, ze macierz (28) ma n, +n, =3 liniowo niezalezne kolumny, przy czym

tylko dwie z nich s monomialne. Zatem nie jest spelniony warunek 2) twierdzenia 3, co
oznacza, ze rozpatrywany uklad nie jest punktowo zupelny w badanym punkcie.

Natomiast z lematu 3 wynika, ze uktad (1) o macierzach (24) jest wzglgdnie punktowo
zupetny w badanym punkcie dla stanu x, (¢,i) € R>.

Poniewaz macierz

[0.0306 0
0.0225 0
00116 0
D/[DD/ 1" =|00086 0 |eR (29)
0.0184 0
0  7.3891
102192 0 |

ma nieujemne elementy, warunek (22) jest spelniony i warunki brzegowe (3) mozna
wyznaczy¢ ze wzoru (23)

[x,,(0)] [0.0306x,,, |
x,,(0) 0.0225x,,,
x,, (1) 0.0116x,,,
x,=| x,(1) |=D/[D,D]"x,, =] 0.0086x,,, | e R]. (30)
x,(2) 0.0184x,,,
x,(2) 7.3891x,,,
| X, () | 10.2192x,,,

Przyjmijmy, ze w punkcie (7,,k)=(1,2) skladowa x,, =x (1,2) e R> wektora stanu (7)

Xy, 1
X, =x(,2)= ¥ 1l (31
12/

Wartos¢ sktadowej x, , = x,(1,2) € R’ wektora stanu (7) uktadu (1), ktéra bedzie osiagnigta w

uktadu (1) jest rowna

punkcie (7,,k) =(1,2) dla powyzszych warunkéw brzegowych, jest rowna

X,, =D,x, =1.5713. (32)
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W celu sprawdzenia otrzymanych wynikéw wyznaczymy rozwigzanie réwnan (1) o macier-
zach (24) w punkcie (¢,,k) = (1,2) dla wektora warunkow brzegowych (30).

Z ogolnego rozwigzania rdGwnania (1a), o postaci
x,(t,i) = D(t)x, (i) + P(t)x,(2,i), (33)

oraz rownania (1b) dla i = 0,1,2, odpowiednio otrzymamy

0.2192-0.1886¢™
x,(2,0)= 34
150) { 0.0225¢™ } G4
X, (1,1)=0.6577—-0.1886¢ " +0.045¢ >, (35a)
. —0.8347¢" +0.2336e > —0.045¢
5 (D)= 0.6577—0.8347¢™" +0 3236e 0.045¢ , (35b)
0.0086¢
%, (1,2)=1.9731-1.2119¢ ™" +0.3408¢ > —0.045¢ ™, (362)
1.9732-3.1 " 4+1.5527¢7 —0. 2 40.045¢7Y
xl(z,z){ 9732-3.1667¢ " +1.5527¢ > —0.3858¢ > +0.045¢ } (36b)
73891

Z powyzszych rozwigzan obliczamy wartosci wektora stanu w punktach (¢,,k)e R, xZ, dla

t, =1 oraz k=0,1,2, odpowiednio dla sktadowej x,(z,i) € R

(10) 0.1498 () 0.3800 (12) 1 37)
X N = 5 X )= , X , =X =
‘ 0.0030 ‘ 0.0012 ‘ Yo
oraz dla sktadowej x,(#,i) e R, :
x,(1,1)=0.5944, x,(1,2)= x,, =1.5713. (38)

5. UWAGI KONCOWE

W pracy rozpatrzono problem punktowej zupetnosci i wzglednej punktowej zupelnosci
dodatnich liniowych dwuwymiarowych uktadow ciagto-dyskretnych, opisanych réwnaniami
stanu (1) przy zatozeniach (3) i (6).

Sformutowano podstawowe definicje oraz podano warunki konieczne i1 wystarczajace
punktowej zupetosci 1 wzglednej punktowej zupelnosci. Podano prosta metod¢ wyznaczania
nieujemnych warunkow brzegowych, dla ktérych trajektoria stanu ukladu wzglednie
punktowo zupelnego przechodzi przez dowolny zadany nieujemny stan koncowy.

Powyzsze rozwazania mozna latwo uogdlni¢ na dodatnie dwuwymiarowe uktady ciaglo-
dyskretne utamkowego rzg¢du.
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