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ALGORYTM WYZNACZANIA REALIZACJI DODATNIEJ
UKLADOW DWUWYMIAROWYCH Z OPOZNIENTAMI

W artykule przedstawiono metode wyznaczania realizacji dodatniej ukladu
dwuwymiarowego z opoznieniami opisanego za pomocq modelu ogolnego. Do
wyznaczania realizacji uzyto teorii wielowymiarowych grafow skierowanych
oddzialywan. Zaproponowanq metode zilustrowano prostymi przykladami
numerycznymi.

ALGORITHM OF DETERMINATION REALIZATION OF POSITIVE
TWO DIMENSIONAL SYSTEMS WITH DELAYS

In this paper a method for determination positive realization of two dimensional
systems described by general model with delays using multidimensional digraphs
theory is presented. The proposed method is illustrated by numerical examples.

1. WSTEP

Uktady dodatnie spotykamy w biologii, medycynie, bioinformatyce, naukach spotecznych,
ekonomii i w wielu innych dziedzinach. Przyktadem ukladéw dodatnich sa: procesy
zachodzace w reaktorze chemicznym, kolumna destylacyjna, model pogody, obwody
elektryczne itp. Kazdy uklad rzeczywisty mozemy opisa¢ rownaniami rdézniczkowymi
zwyczajnymi lub réwnaniami rézniczkowymi czastkowymi. Nastepnie poddajac taki model
linearyzacji 1 dyskretyzacji otrzymujemy uktad opisany za pomoca liniowego modelu
jednowymiarowym lub wielowymiarowym. Cel, do ktérego dazymy jest nast¢pujacy. Majac
opis uktadu dynamicznego za pomoca macierzy transmitancji nalezy znalez¢ realizacjg¢ tego
modelu, czyli wyznaczy¢ jego macierze. Jako narzedzie postuza nam w tym celu
wielowymiarowe grafy skierowane oddziatywan.

W artykule zaproponowano metod¢ wyznaczania realizacji dodatniej ukladu rzeczywistego,
ktdra nastepnie zilustrowano przyktadem numerycznym.

2. WPROWADZENIE

2.1 Opis ukladu dwuwymiarowego z opoznieniami

Niech begdzie dany uktad dwuwymiarowy z opdznieniami opisany modelem ogdlnym
z opOznieniami [9] opisany réwnaniami
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gdzie x;eR”, u;eR™ , y,;eR” jest wektorem stanu, wymuszenia i odpowiedzi,
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A;IIIER"X", B;zlzeRnxm, CeR”™, DeR”™,

t=0,1,2; k=0,L...q; [,=0,1,...q,; k,=0,1,...p;; 1, =0,1,...p,; )
Warunki brzegowe dla (1) maja postac
Xy, X s K =0L...g5 [=01..q9; i,j€Z, :{0,1,...} 3)

Definicja 1. Uklad opisany rownaniem (1) nazywamy dwuwymiarowym ukladem ogolnym
z(q1, q2) opdznieniami w wektorze stanu oraz (p\; p2) opoznieniami w wektorze wymuszenia.

Definicja 2. Ukiad opisany zaleznosciq (1) nazywamy wewnetrznie dodatnim modelem
0golnym z opdznieniami, jezeli dla wszystkich warunkow brzegowych
X €RL x,  €RL k=01..9; [=0L..q9; i,jeZ, = {0,1,... 4
oraz kazdego ciqgu wymuszen u;eR.", i = -p\;-pi+1,...; j=-pa,-p> + 1,...; mamy x;eRy" oraz
yl‘jER+p a'la i,’jEZ+.
Twierdzenie 1. Model (1) jest modelem dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy
A;I,l e R™ B;zlz eR"™, CeR"™, DeR™,

+ b

t=0,1,2; k=0,1,...q;; [,=0,1,...q,; k,=0,1,...p; [, =0,1,...p,;

Dowod tego twierdzenia mozna znalez¢ w pracy [9].

)

2.2 Wielowymiarowe Grafy Skierowane Oddzialywan

W istniejacej literaturze mozna spotka¢ wiele roznych definicji grafu. Obserwowane
dynamiczne zmiany sposobu definiowania grafu wynikaja z potrzeby obejmowania teoria
graféw coraz szerszej klasy struktur. W naszych rozwazaniach taka klasa struktur sa dodatnie
uktady dwuwymiarowe opisane modelem ogdlnym (1).

Definicja 3. Wielowymiarowym grafem skierowanym oddziatywarn D™ nazywamy

(S, V, Ay, Ag,...; By, Ba,...;), gdzie S = {s1, $2,...,Sm} jest zrodlem, V = {vi, va,...,v,} jest zbio-
rem wierzchotkow, Ay, R,,...; sq podzbiorami V<V ktorych elementy nazywamy A-tukami,
DPo-tukami,... oraz By, Ba,...; sq podzbiorami SxV, ktorych elementy nazywamy B-tukami, B;-
tuakmi, ...;

Wielowymiarowy graf skierowany oddziatywan mozemy wyznaczy¢ za pomoca jego
macierzy sasiedztwa [3]. W sytuacji kiedy mamy do czynienia z wielowymiarowym
digrafem, ktéry opisuje dodatni uklad dwuwymiarowy (1) macierza sasiedztwa sa pary
(AO, B]), (A], B]), (Az, Bz).

Definicja 4. Sumq prostq dwoch wielowymiarowych grafow skierowanych oddziatywan
D, = (Sj, Vo, a0 B/, B,,...) oraz Dg(n)Z(SI, v, a0, B, ... B/, Bg],...) nazywamy
wielowymiarowy graf skierowany oddzialywan p™ =(S,V, Aj, By,...; By, By,...) gdzie
S = SIUSZ, V= VJUVZ, A= A]IUAjz, Ay = AQIUAZZ, B; = B11UB12, By, = BZIUBZZ
i oznaczamy p™ = p,™@®D,™.

Nalezy zauwazy¢, ze powyzsza definicja jest sluszna rowniez, gdy mamy do czynienia
z wigcej niz dwoma digrafami wielowymiarowymi.
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Z powyzszych rozwazan wynika, iz kazdy digraf mozna w dowolny sposob zdekomponowaé
na wiele poddigraféw bez utraty informacji na temat struktury takiego digrafu.

Definicja S. Trasq w danym grafie skierowanym oddzialywan nazywamy skonczony ciqg
krawedzi (typu tuki lub petle), w ktorym kazde dwa kolejne wierzchotki v;, i =1, 2,... sq albo
sqsiednie albo identyczne co zapisujemy (vi, vis1)x, gdzie v; jest poczqtkiem tuku, v, jest
koncem tuku, X jest tukiem powstatym od odpowiedniej macierzy.

Definicja 6. Trasq nazywamy Sciezkq prostq, jezeli wszystkie wierzcholki sq rozne.

Definicja 7. Trase <vi, va,...,vi> nazywamy cyklem, jezeli poczatkowy i koncowy wierzcholek
w trasie jest taki sam v\ = vy i trasa zawiera co najmniej jednq krawedz (typu tuki lub petle).

Definicja 8. Cykl nazywamy prostym jezeli wierzchotki <v, v,,...,vi> sq rozne.

3. SFORMULOWANIE ZADANIA

Niech bedzie dany uktad dwuwymiarowy z opdznieniami opisany modelem ogélnym o
postaci (1). Jego macierz transmitancji dana jest zaleznoscia

-1
L& ki ] 0 1 2
_ _ K =4
T(ZI,ZZ)—C Iz z, ZZZI z, (Ak1,1+A,qllzl+Aklllzz) X
ky=04=0

(6)
{i iszzzglz (Bg:l2 +Bic21221 +B1§21222 )]"D e RY™ (anz)

ky=01,=0

przy czym R”"(zy,z5) jest zbiorem macierzy wymiernych o wspotczynnikach rzeczywistych.
Macierz transmitancji (6) mozemy zapisa¢ w postaci

-1

4 D P P Nl(z.z
k- k- 1242
T(Zlazz):C Ilez_ZZ Az k12211 ZZ B,z kzzzl2 +D= ( ’ )‘ (7
11 2'2 d
k=01,=0 ky=01,-0 (21722)
o+ >=2 ey +1,>-2
gdzie
_ Al _ A2 _ Al A2
A—l,O - AOO’ AO,—I - AOO A—l,l - AOI’ Al,—l - AlO’
_ 0 1 2 _ . _ .
Ak.,ll _Akl,l, +Ak1+u1 +Ak1,ll+1’ k =0,1..9,-1 [=0,1..9,-1
_ A0 1 A0 2 _ A0
Aq| -Lg, Aq| -Lg, +A‘I|s‘]z 2 A‘In‘]z—l - A‘Il"]z‘l + A‘Il"]z 2 A‘Il a0 Aqls‘h ? (8)
_nl 2 _pl 2
B—I,O =B, B0,71 =By, B—l,l =B, B,_ =B,
o 1 2 _ . _ .
B,{Z,,2 —B,{ZJ2 +Bk2+l,/2 +Bk2!12+1, k,=0,1,...p,-1, [,=0,1,...p,—1;
1o 1 o 2 o
n-Lp Bprl,pz +Bpl,pz ’ Bpl,prl - Bppprl + Bpl,pz > Bpl,pz - Bp]-pz
oraz
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nll(zlﬂzz) nlm(zl’ZZ)
N(ZI,ZZ)Z : . : ,
n,(z,2,) ... n,(z,z)
l 2 t I
i _
ZI’ZZ ZZ ngyzyz, = €))
k=01=0
k+I<N;+N,
— 3,0 Ny N, ij Ny-1 ij N, -1 N7 ij ij
=Ny v,Z1 25 +an’N2_]Z Z," Ay +...+nlz +nlz, +nl,
nq, nq
nq, ”‘h
d(z,z,)=2"z zz d,zz)
k=0 1=0
k+l£n(ql+q2) (9)
— SN S Nqy ng, ,ng, -1 _ ng, —1_nq, _ _ _ _
=214 dnql,nquzl 2 dnql—l,nqzzl Z o= dyz, —dyz, = dy,

Mnozac licznik i mianownik zaleznosci (3.51) przez z, "' z,™% otrzymujemy

-1 _-1 -1 _-1
I I’lll(Z1 ,22 ) nlm (Z1 ,22 )
L4 N(zl »Z, ) 1 . . .
T(z1 22, ): T = T : . : , (10)
(z".2") d(z'.2") L L
npl(zl ,22 ) l’lpm (Z1 ,22 )
gdzie
-1 -1\ _ —nq, —nq, ij -nq, _ N,—nq,—1 ij N,—nq,~1 _N,-ngq,
I’ZI-J»(Z1 ,Z2 )—I’ZN N221 Z +nNN7121 Z +7’ZN lNZI Z2 +...
i 1= "ql ’7‘12 "‘Zl 1=nq, 11 ’7‘]1 —nq;
1z, +n) 2z )z "z (11)
-1 -1 -1 -1 _ _ l-nq, —nq, _ -ng l-nq, -nq, _—nq,
d(zl 52 )_1 dnq gy 122 dnql—l,nqzzl leZl Z, dyz, "z, dyyz, "'z,

Macierz transmitancji T(z;, z;) uktadu dwuwymiarowego z opdznieniami (1) dana jest
wzorem (7).
Dla danych macierzy
A,, B,, C, D,
ki, kyl, (12)
k=-10,1,...q;; 1, =-1,0,1,...q,; k,=-1,0,1,...p;; L, =-1,0,1,...p,;

istnieje tylko jedna macierz transmitancji (7), natomiast dla danej macierzy wtasciwej T(z,z2)
istnieje wiele r6znych macierzy (12) spetniajacych rownosc (7).

Definicja 3.13. Macierze (12) spelniajqce zaleznos¢ (7) nazywamy realizacjq macierzy
transmitancji. Realizacje te oznaczac¢ bedziemy R(T).

Definicja 3.14. Realizacje R(T) nazywamy realizacjq minimalng, jezeli macierz stanu ma
najmniejszy wymiar sposrod wszystkich realizacji macierzy T(z1,z2). Realizacje minimalng
oznaczac bedziemy Ryin(T).

Macierz D dla danej macierzy wtasciwej T(z),z;) wyznaczamy z zaleznosci
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-1

Py

4 D 2!
— _ _ _ k-1 —ky _—1,
T, (z.2,)=T(z,z,)-D=C|Izz, ZZ Az 'z, Zz B, .z "z, (13)
k=0 1,=0 ky=01,=0
ky+h>=2 ky+1,>=2
Majac macierz wiasciwa T(z1,z2) 1 korzystajac z zaleznosci (13) mozemy wyznaczy¢ macierz
$cisle wiasciwa T, (z1,22).

Problem realizacji mozna sformutowac nastgpujaco. Dana jest macierz scisle wilasciwa
Ts(z1,22) wyznaczy¢ realizacje R(7,,) tej macierzy. Dana jest macierz $ciSle wlasciwa
Tsw(z1,22) wyznaczy¢ realizacj¢ minimalng R,,;(75,) te] macierzy.

Problem wyznaczania realizacji oraz realizacji minimalne] mozna podzieli¢ na dwa
podzadania.

Podzadanie pierwsze sprowadza si¢ do wyznaczenia elementoéw macierzy stanu A.

Podzadanie drugie sprowadza si¢ do wyznaczenia elementéw macierzy B 1 C. Wyznaczenie
elementow tych macierzy dokonuje si¢ przez wyznaczenie réwnan za pomocg grafow
skierowanych oddziatywan a nastgpnie rozwigzania ich znanymi metodami.

4. ROZWIAZANIE ZADANIA

4.1 Podzadanie 1 — Wyznaczanie elementow macierzy stanu A
Niech begdzie dany uktad dwuwymiarowy z wieloma opoznieniami (g;, ¢2) W wektorze stanu
opisany rownaniem (1).Wielomian charakterystyczny takiego uktadu ma posta¢

-1 -1\ _ _ —l_ —1_ _ 1-ng, -nq, __ —ngq, l—nqz_ —nq, _—nq,
a’(zl »2, )—1 d z, —d z, —...—d,yz, "z, dyz, "z, dyz, "z, (14)

nqy,ngq; — nqy=1,nq,

Dla uktadéow dwuwymiarowych z wieloma opdznieniem w wektorze stanu ¢; i ¢» do
wyznaczania elementdéw macierzy stanu Ay,;, k=-1,0,1,...,91; [,=-1,0,1,...,q» bedziemy
uzywali teorii wielowymiarowych grafow skierowanych oddziatywan D).

Metoda polega na dekompozycji wielomianu charakterystycznego opisanego rownaniem (14)
na odpowiednig liczb¢ jednomianéw oraz na odpowiednim doborze wag tukow i1 petli w
digrafie.

Wielomian charakterystyczny (14) mozemy przedstawi¢ w postaci
d(zl_l,zz_l)zl—c?1 (zl_l,zz_l)—gz (zl_l,zz_l)—...—c?l(Zl_',zgl), 1=1,2,... (15)

Kazdemu z powstalych jednomianéw w (15) mozemy przypisa¢ odpowiedni
wielowymiarowy graf skierowany oddziatywan D™, przypisujac kazdemu tukowi lub petli
odpowiednia wage W(Vj,Vj)A.],()Zz-l gdy tuk lub petla nalezy do macierzy Ao, wage w(v;v))ao-
1z gdy huk lub petla nalezy do macierzy Ao_;, wage w(vl-,y]-)zs,oozl'l 2" gdy tuk lub petla
nalezy do macierzy Ago,..., wage w(v, vj)A_l,qzzz'qz‘l gdy tuk lub petla nalezy do macierzy A.
Ligese -5 WAZE w(vl-,v,-)Aq,,.lz"“'1 gdy tuk lub petla nalezy do macierzy Agi.1,..., wage
Wi, vf)aggz1 " 2% gdy tuk lub petla nalezy do macierzy A, . lloczyn wszystkich wag w
cyklu daje informacje na temat jednomianu. Zgodnie z Definicja 4 mozemy dokonaé
sumowania prostego wyznaczonych wielowymiarowych grafow skierowanych oddziatywan,
otrzymujac digraf odpowiadajacy szukanemu wielomianowi charakterystycznemu (14).

Nalezy zauwazy¢, ze jezeli po dokonaniu sumowania prostego wszystkich wielowymiaro-
wych digrafow w powstatym digrafie pojawia si¢ dodatkowe cykle proste, wowczas jest to
réwnoznaczne z pojawieniem si¢ dodatkowego jednomianu w wielomianie charakterystycz-
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nym. A zatem taki wielowymiarowy graf skierowany oddziatywan nie spelnia wielomianu
charakterystycznego (14).

Gléwnym problemem pojawiajacym si¢ podczas wyznaczania wielowymiarowych digrafow
odpowiadajacym jednomianom  wielomianu charakterystycznego jest znalezienie
odpowiedniej liczby tukow lub petli powstatych od macierzy A n, ki=-1,0,1,...,q1; /1= -
1,0,1,...,6]2.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze jednomiany P I e LA C N [ CR o [
'z7% sa peltami w wielowymiarowym grafie skierowanym oddziatywan natomiast
nietrywialny jednomiany o pozostalych potegach tworza cykle proste. Nalezy zauwazy¢, iz
dla kazdego jednomianu tworzacego cykl prosty istnieje wiele mozliwo$ci wyrysowania
wielowymiarowego digrafu.

1_ -g,-1

4.2 Podzadanie 2 — Wyznaczanie elementow macierzy stanu B i C

Niech bedzie dana macierz transmitancji $cisle wiasciwa (13) uktadu (1).Wielomian (11)
mozemy przedstawi¢ w postaci

n(z{l,zgl)zﬁl(z{l,zgl)+ﬁ2(z{l,z;)+...+ﬁk (Zfl,zgl), k=12,... (16)

Majac dany wielowymiarowy graf skierowany oddziatywan, wyznaczony za pomocg metody
zaprezentowanej w Podzadaniu 1, dorysowujemy zrédlo, ktére zgodnie z Definicja 4
odpowiada macierzy Bjp, ko=-1,0,1,...,p1; L=-1,0,1,...,p>. Nastgpnie rysujemy odpowiednie
tuki ze zrédta s, p=1,...,m do wierzchotka vi,v,, ..., v, przypisujac im: wage w(s,, Vvi)B.10z2 ",

i=12,..,n gdy luk pochodzi od macierzy B.jo; wage w(sp,vi)BO_lzl’l, i=12,..,n gdy tuk
pochodzi od macierzy By.i; wage w(s,, V)Booz1 'z, i = 1,2,...,n gdy tuk pochodzi od macierzy
Boo,..., wage w(sp,v,-)Bpl,_lzl'p"l, i=1,2,..,n gdy tuk pochodzi od macierzy B,i_i,..., wage
W(Sp, Vi)B.1 p2 zz'pz’l, i=1,2,...,n gdy tuk pochodzi od macierzy B.i,..., wage w(s,, Vi)ep1 21
Pizy Pl i =1,2,...,n gdy tuk pochodzi od macierzy B, 0.

W kolejnym kroku dekomponujemy digraf na czg¢sci sktadowe, tak zeby kazdy z powstatych
digrafow zawieral droge skonczong ze zrédta s, do wierzchotka koncowego vy, gdzie vy jest
wskazywany przez macierz C. Wierzchotek koncowy zostaje wybrany jako ten, ktéry jest
czgscia wspolng dla wszystkich cykli prostych. Iloczyn wag w drodze skonczonej daje
informacj¢ o jednomianie w wielomianie (16).

Poréwnujac wspotczynniki wielomianu (11) z (16) otrzymujemy uklad réwnan, ktérego
rozwiazanie pozwala wyznaczy¢ elementy macierzy By, k=-1,0,1,...,p1; L=-1,0,1,...,p>.

Zatem macierze B 1 C bgda miaty postac.

w(s Vv ) W(S V ) W(S v ) W(S v )
p> 71 B_j p27l B P2l B oo P B o,
B = W(Sp,vz)B,m B = W(SP,Vz)Bofl B = W(Sp,vz)Boo B = W(Sp’vz)Bm-pz
10 = . ) 0-1 — . > 00 — . Ly . (17)
W(S % ) W(S v ) W(S v ) W(S v )
| p>inlg | L p>°n Boat | L P> )B4y | L p>on B |

C=[.. 0 v, 0 ..]

gdzie vy jest ustalany indywidualnie w kazdym zadaniu.

490



Pomiary Automatyka Robotyka 2/2009

Dokonaj podziatun wielomiam
charakterystycznego na jednomiany

a5t i=12

I

Uszupelnij graf skierowany oddzialywai o
#rédlo s, p= 1.2, ._m i huki laczace frodio z
kazdym wierzcholkiem

i

Wyznacz potegi za_p?x_m;a ktérych mozaa ‘Wyznacz wierzcholki bedace czedcia wsplng
zrealizowad jednomian wszystlich cykli prostych i wybierz jeden z

nich v,

o

=5 ) -

Dokonaj dekompozycji grafu skierowanego
oddziatywan na odpowiednia liczbe digrafow
posiadajacych dokiadnie jedna droge

Wyenacz jedna z mozliwych realizacyi
kazdego z jednomiandw

l | [ |
' CLL |
I |
| ] |
! SN |
| [
in l I
! - |
| T |
! Lo |
| | |
| d )= [ I skoiczona do wieszcholka v |
| T
| ! [ |
[ ]
| | Okreslamy liczbe wierzchotkow | Zwieksz liczbe l | Wyznacz iloczyn wag dla kazdej drogi |
wierzcholkdw i | : simﬁczonej )
przenumensie kazdy
| I |
I wierzholek | I $ I
| I ] | Wyznacz wielomian n(zy 7. z). i=12,
| Wyrysuj wielowymiarowy digraf | l poprzez zsumowanie wszystkich drog |
I l | I skofczonych I
[ ] | #
|
| Dokonaj sumowania prostego digraféw | | l [ | |
I | l ‘ Poréwnaj wspolezynniki wielomiandw ‘ I
| : [ l |
‘Zy powstaly* Olredl 16 I ]
| dodatkome cykle >—TAK— 00 B | | ‘ Sprawdz warucek istuienia dodataizgo ‘ |
I proste uczestnicza w | rozwiazania
powstalym | l |
| NE dodatkowym cyklu I I
¥
| = _ _ ] l | Wyznacz inna |
| Wyznacz wspélczynnili wag tukéw i petli | | | mosliva realizacie |
I
| I I
—_———

1
S T Napisz macierz B

Napisz macierze stanu A

Schemat 1. Algorytm wyznaczania realizacji

5. PRZYKLAD NUMERYCZNY
Niech bedzie dana transmitancja Scisle wlasciwa o postaci

-1 -1 -2 -2 -1_-2 -1,,-3 2.3
7 (5 o _37 +4z +3z, +z, +z, 2, +2,2, +27,°Z, (18)
sw\“l 272 3 -6

—1_-1 -1_-3 2 _-4 2_-6
1-2z,'2, -z, 'z, —z,7z, —2z,°2z, —z, 2,

Nalezy wyznaczy¢ realizacj¢ uktadu.

Rozwiazanie. Na podstawie wielomianu charakterystycznego (5.74) okreslamy liczbg opdz-
nien. Zatozmy, ze uktad bedzie rozmiaru 3x3 a opdznienia q;=1 1 g;=2. Wielomian charakte-
rystyczny d(zi™',z,") ztozony jest z pieciu nietrywialnych jednomiandéw oraz jednomianu o
wartosci rownej 1. Kazdy nietrywialny jednomian wielomianu charakterystycznego mozna
zrealizowac za pomoca pOthI Zz-l, 22_2, 22-3, 21-1, 21-2, 21-122-1, 21-122-2, 21_122-3, 21_222_1, 21_222_2, Z1-
%2, Wyznaczamy jedng z mozliwych realizacji kazdego zjednomianéw oraz okreslamy
liczbe wierzchotkéw w wielowymiarowym digrafie oraz okreslamy informacj¢ jakie symbo-
liczne wagi sa przypisane tukom. Na rys. 1 pokazano wielowymiarowe grafy skierowane od-
dziatywan odpowiadajace poszczegdlnym jednomianom wielomianu charakterystycznego.
W kolejnym etapie dokonujemy sumowania prostego wszystkich wielowymiarowych digra-
fow z rys. 1. Wynik sumowana pokazano na rys. 2.
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Rys. 2. Wielowymiarowy graf skierowany oddziatywan powstaly w wyniku sumowania
digrafow z rys. 1

W wyniku sumowania prostego w wielowymiarowym grafie skierowanym oddziatywan
z rys. 2 nie powstat zaden dodatkowy cykl prosty a zatem istnieje jednoznaczne rozwigzanie
w postaci macierzy stanu. Nastgpnie wyznaczamy wspolczynniki wag poszczegolnych tukow
1 piszemy macierze stanu w nastgpujacej postaci

00 wlviw), o' To 0 1 wav), z'z 0 0 [2 0 0
=10 0 0 =0 0 0|, Ay,= 0 0 0|=|0 0 0],
00 0 000 0 0 0] [0 00O
_w(vl,vl )A z'z> 0 0 1 0 0 (20)
A, = 0 0 0|=|0 0 0,
0 0 0] [0 0O
0 wv,v), 7'z wlvw), 7'z 0 1 1
Ay = w(vl,vz)A0 7'z} 0 0 =1 0 0],
0 w(v,, v )A 7'z} 0 010
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Rys. 3. Uzupehiony wielowymiarowy graf skierowany oddziatywan

Zgodnie z Procedura 2 uzupetniamy wielowymiarowy graf skierowany oddziatywan o zrédto
sp, p=0,1,2,...,m 1 tuki taczace zrodlo z kazdym wierzchotkiem vi,v,,...,v, (rys. 3). Wyznacz
macierz C tak, zeby niezerowy element znajdowat si¢ na wierzchotku vi, ktdry jest czescia
wspolng dla wszystkich cykli prostych w wielowymiarowym digrafie. Wierzchotkiem
wspolnym dla wszystkich cykli prostych jest wierzchotek v;.

C=[1 0 0] (21)

(a-1) @-2) (&) B (1-3)
® ® ® @ & O
£ r:ﬁ' W) /\ \I '/;::‘- /.n ,l‘.\.:
3 Wy
(a-3) (a-4) () _ (&)

~ o - o
® ® © ® ® , /
| - ® ©® ® ® ©® (¢

= P - ~
LY : {5} - 5 ) e
|E W 3 ALV =

Rys. 4. Dekompozycja digrafu z rys. 3
Dokonujemy dekompozycji digrafu na odpowiednig liczb¢ wielowymiarowych digrafow tak,
zeby kazdy z nich posiadal doktadnie jedng droge skonczona do wierzcholka v;. Czg$ciowa

dekompozycje pokazano na rys. 4. Nastgpnie dla kazdej drogi skonczonej wyznaczamy
iloczyn wag.

Tabela 1. lloczyn wag drogi skonczonej

Rysunek Waga Rysunek Waga

rys. 4 (a-1) w(s1,v1)B.1022"

rys. 4 (a-2) w(s1,v1)Bo.121" rys. 4 (f-2) w(s1,v3)Bo.1 21z 2

rys. 4 (a-3) w(s1,v1)Boozi 'z, rys. 4 (£-3) w(s1,V3)Boo 272z 12,2

rys. 4 (a-4) w(s1,v1)B 1217 rys. 4 (f-4) W(s1,v3)B 1 2170z 207
rys. 4 (-5) W(s1,v3)Bio 2120 'z 'z
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Wyznaczamy n(z;”,z2™") poprzez zsumowanie wszystkich wag drog skoficzonych a nastepnie
poréwnujemy wspotczynniki wielomianéw. W wyniku otrzymujemy liniowy uktad réwnan.

Tabela 2. Uktad rownan

Potega Réwnanie Potega Roéwnanie Potega Roéwnanie
z" wisiv)eoa=4 | zi'zmt | wisiva)ea0=0 2727 | wisiva)erat
+w(s1,v3)81,.1=0
7 w(siv)e =3 | 27z W(s1,V)e10tW(s1, Ve =0 | 217227 | w(s1,va)mi0tw(s),v)e) -
1+ +w(s1,3)810=0
z! wisiv)ee=S | 217z | wlsiva)eoat 27zt | wisiva)eiot
FW(s1,V3)80,-1 FW(s1,V2)80,.1=0
+w(s1,v3)210=0
2,2 w(s1,v3)B.1,0=1 21722, w(s1,V2)Bo0tW(S1,V2)B0 1T 22,7 W(s1,V2)800=0
FW(s1,v3)800=1
z 2! w(s1,V1)Boot 22z, W(s1,v2)B00=0 274z, w(s1,V2)81,1=0
+w(s1,v3)80,-1=0
212,72 w(s1,v3)B00=1 2%, w(s1,V2)8.1,0=0 z7z? w(s1,v2)B10=0
2z, w(s1,V2)B-1 01 217z, w(s1,v3)B10=0

+W(s1,v3)8.10=1

Rozwiazujemy powstaly uktad rownan. W wyniku otrzymujemy nastgpujace macierze B.

W(Sv"l)s,,,‘, 5 W(Sl’vl)soﬁl 4 W(Sl’vl)BOO 0
B, = w(suv)s  [=[0] Boo=|{w(suva)g,  [=|0] By =|w(siv)y, |=|0],
w(sl,v3)ELL0 1 W(SI,V3)B(H 0 W(Sv"s)am :
w(sl,vl)BH 3 w(sl,vl)Bm 0
B, =| w(svy)g  |=[0] Bo=|w(s.m),, [=]0 (22)
w(s,n), | LO wisam)g, | L

1,-1

Transmitancja $cisle wlasciwa (18) ma realizacj¢ dodatnia Scisle wiasciwa R(7,), gdzie
macierze dane sa (20), (21) 1 (22).

Z powyzszych rozwazan wynika bardzo wazny wniosek. Nie zawsze istnieje realizacja
dodania mino, iz jeste$my w stanie wyznaczy¢ elementy macierzy stanu. Zeby realizacja byta
zawsze mozliwa do wyznaczenia nalezatoby skonstruowa¢ ja w postaci kanoniczne;.
W postaci kanonicznej realizacji tracimy na rozmiarze uktadu.

6. WNIOSKI I SPOSTRZEZENIA

Problem realizacji mozna podzieli¢ na dwa podzadania. Podzadanie pierwsze zwiazane jest
z wyznaczeniem macierzy stanu uktadu opisanego za pomocg macierzy transmitancji. Mozna
je rozwiaza¢ uzywajac teorii wielowymiarowych grafow skierowanych oddziatywan, ktora
zostala zaprezentowana w Punkcie 2.2. Podzadanie drugie zwiazane jest z wyznaczeniem
pozostalych macierzy uktadu. W zadaniu tym wielowymiarowe grafy skierowane
oddziatywan stuza do wyznaczenia uktadu rownan, ktory nastgpnie moze zosta¢ rozwigzany
za pomocg znanych metod numerycznych.
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Nalezy zauwazy¢, iz sila tej metody jest to, iz uzyskany uktad réwnan’ nie jest zalezy od
iloczynu wspélczynnikéw wielomianu n(z, " ,z2™"), a zatem jest to uktad liniowy. Istnieje wiele
metod numerycznych, ktére w efektywny i szybki sposdb wyznaczaja rozwigzanie takiego
uktadu rownan.

Najwigkszym problemem z punktu widzenia uzytkownika, ktory chcialby "recznie"
rozwiaza¢ zadanie, jest duza ilo$¢ wielowymiarowych grafow skierowanych oddziatywan,
uzyskiwanych w wyniku dekompozycji digrafu wyjsciowego. Problem ten znika w przypadku
zastosowania metody jako algorytmu komputerowego. Wowczas dekompozycja
wielowymiarowego digrafu jest zagadnieniem bardzo prostym, a analiza digrafow nie
posiadajacych cykli ani obwoddéw jest bardzo szybka. Kolejng zaleta jest to, iz algorytmy
grafowe sa z punktu widzenia obliczen komputerowych algorytmami bardzo prostymi, a
zarazem bardzo szybkimi, a zatem rozmiar uktadu nie bedzie miat wielkiego wplywu na
szybkos$¢” wyznaczenia uktadu réwnan badz” wielu ukladéow réwnolegle. Trzeba réwniez
doda¢, iz macierze rozpatrywanych uktadow liniowych sa macierzami rzadkimi, co
zdecydowanie skraca czas pracy algorytmu komputerowego i powoduje mniejsze wymagania,
jezeli chodzi o moc obliczeniowa komputera.
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