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ALGORYTM WYZNACZANIA REALIZACJI DODATNIEJ
UK�ADÓW DWUWYMIAROWYCH Z OPÓ�NIENIAMI

W artykule przedstawiono metod� wyznaczania realizacji dodatniej uk�adu
dwuwymiarowego z opó�nieniami opisanego za pomoc� modelu ogólnego. Do 
wyznaczania realizacji u�yto teorii wielowymiarowych grafów skierowanych 
oddzia�ywa�. Zaproponowan� metod� zilustrowano prostymi przyk�adami
numerycznymi.

ALGORITHM OF DETERMINATION REALIZATION OF POSITIVE 
TWO DIMENSIONAL SYSTEMS WITH DELAYS 

In this paper a method for determination positive realization of two dimensional 
systems described by general model with delays using multidimensional digraphs 
theory is presented. The proposed method is illustrated by numerical examples. 

1. WST�P
Uk�ady dodatnie spotykamy w biologii, medycynie, bioinformatyce, naukach spo�ecznych,
ekonomii i w wielu innych dziedzinach. Przyk�adem uk�adów dodatnich s�: procesy 
zachodz�ce w reaktorze chemicznym, kolumna destylacyjna, model pogody, obwody 
elektryczne itp. Ka�dy uk�ad rzeczywisty mo�emy opisa� równaniami ró�niczkowymi 
zwyczajnymi lub równaniami ró�niczkowymi cz�stkowymi. Nast�pnie poddaj�c taki model 
linearyzacji i dyskretyzacji otrzymujemy uk�ad opisany za pomoc� liniowego modelu 
jednowymiarowym lub wielowymiarowym. Cel, do którego d��ymy jest nast�puj�cy. Maj�c
opis uk�adu dynamicznego za pomoc� macierzy transmitancji nale�y znale�� realizacj� tego 
modelu, czyli wyznaczy� jego macierze. Jako narz�dzie pos�u�� nam w tym celu 
wielowymiarowe grafy skierowane oddzia�ywa�.
W artykule zaproponowano metod� wyznaczania realizacji dodatniej uk�adu rzeczywistego, 
któr� nast�pnie zilustrowano przyk�adem numerycznym. 

2. WPROWADZENIE 
2.1 Opis uk�adu dwuwymiarowego z opó�nieniami
Niech b�dzie dany uk�ad dwuwymiarowy z opó�nieniami opisany modelem ogólnym 
z opó�nieniami [9] opisany równaniami 
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gdzie xij� n , uij� m , yij� p jest wektorem stanu, wymuszenia i odpowiedzi, 
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Warunki brzegowe dla (1) maj� posta�
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Definicja 1. Uk�ad opisany równaniem (1) nazywamy dwuwymiarowym uk�adem ogólnym 
z (q1; q2) opó�nieniami w wektorze stanu oraz (p1; p2) opó�nieniami w wektorze wymuszenia. 

Definicja 2. Uk�ad opisany zale�no�ci� (1) nazywamy wewn�trznie dodatnim modelem 
ogólnym z opó�nieniami, je�eli dla wszystkich warunków brzegowych

� �
1 1 1 1, , 1 1 1 2, , 0,1, ; 0,1, ; , 0,1,n n

i k l k j lx x k q l q i j� � � � � � �� � � � � �� � �� � � (4)
oraz ka�dego ci�gu wymusze� uij� m, i = -p1;-p1+1,…; j=-p2,-p2 + 1,…; mamy xij� n oraz 
yij� p dla i; j� +.

Twierdzenie 1. Model (1) jest modelem dodatnim wtedy i tylko wtedy, gdy 
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Dowód tego twierdzenia mo�na znale�� w pracy [9]. 

2.2 Wielowymiarowe Grafy Skierowane Oddzia�ywa�
W istniej�cej literaturze mo�na spotka� wiele ró�nych definicji grafu. Obserwowane 
dynamiczne zmiany sposobu definiowania grafu wynikaj� z potrzeby obejmowania teori�
grafów coraz szerszej klasy struktur. W naszych rozwa�aniach tak� klas� struktur s� dodatnie 
uk�ady dwuwymiarowe opisane modelem ogólnym (1). 

Definicja 3. Wielowymiarowym grafem skierowanym oddzia�ywa� D(n) nazywamy 
( , , A1, A2,…; B1, B2,…;), gdzie  = {s1, s2,…,sm} jest �ród�em,  = {v1, v2,…,vn} jest zbio-
rem wierzcho�ków, A1, A2,…; s� podzbiorami 
 których elementy nazywamy A1-�ukami,
A2-�ukami,… oraz B1, B2,…; s� podzbiorami 
 , których elementy nazywamy B1-�ukami, B2-
�uakmi,…;

Wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa� mo�emy wyznaczy� za pomoc� jego 
macierzy s�siedztwa [3]. W sytuacji kiedy mamy do czynienia z wielowymiarowym
digrafem, który opisuje dodatni uk�ad dwuwymiarowy (1) macierz� s�siedztwa s� pary 
(A0, B1), (A1, B1), (A2, B2).

Definicja 4. Sum� prost� dwóch wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa�
D1

(n) = ( 1, 1,A1
1, A2

1,…; B1
1, B2

1,…) oraz D2
(n)=( 1, 1, A1

1, A2
1,…;B1

1, B2
1,…) nazywamy 

wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa� D(n)=( , , A1, A2,…;B1, B2,…) gdzie 
 = 1� 2,  = 1� 2, A1 = A1

1�A1
2, A2 = A2

1�A2
2, B1 = B1

1�B1
2, B2 = B2

1�B2
2

i oznaczamy D(n) = D1
(n)�D2

(n).

Nale�y zauwa�y�, �e powy�sza definicja jest s�uszna równie�, gdy mamy do czynienia 
z wi�cej ni� dwoma digrafami wielowymiarowymi. 
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Z powy�szych rozwa�a� wynika, i� ka�dy digraf mo�na w dowolny sposób zdekomponowa�
na wiele poddigrafów bez utraty informacji na temat struktury takiego digrafu. 

Definicja 5. Tras� w danym grafie skierowanym oddzia�ywa� nazywamy sko�czony ci�g
kraw�dzi (typu �uki lub p�tle), w którym ka�de dwa kolejne wierzcho�ki vi, i = 1, 2,… s� albo
s�siednie albo identyczne co zapisujemy (vi, vi+1)K, gdzie vi jest pocz�tkiem �uku, vi+1 jest
ko�cem �uku, K jest �ukiem powsta�ym od odpowiedniej macierzy.

Definicja 6. Tras� nazywamy �cie�k� prost�, je�eli wszystkie wierzcho�ki s� ró�ne.

Definicja 7. Tras� <v1, v2,…,vk> nazywamy cyklem, je�eli pocz�tkowy i ko�cowy wierzcho�ek 
w trasie jest taki sam v1 = vk i trasa zawiera co najmniej jedn� kraw�d� (typu �uki lub p�tle).

Definicja 8. Cykl nazywamy prostym je�eli wierzcho�ki <v1, v2,…,vk> s� ró�ne.

3. SFORMU�OWANIE ZADANIA 
Niech b�dzie dany uk�ad dwuwymiarowy z opó�nieniami opisany modelem ogólnym o 
postaci (1). Jego macierz transmitancji dana jest zale�no�ci�
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przy czym p
m(z1,z2) jest zbiorem macierzy wymiernych o wspó�czynnikach rzeczywistych. 
Macierz transmitancji (6) mo�emy zapisa� w postaci 
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Mno��c licznik i mianownik zale�no�ci (3.51) przez z1
-nq1 z2

-nq2 otrzymujemy 

� � � �
� � � �

� � � �

� � � �

1 1 1 1
11 1 2 1 1 21 1

1 21 1
1 2 1 1 1 1

1 2 1 2 1 1 1 1
1 1 2 1 2

, ,
, 1, ,
, ,

, ,

m

p pm

n z z n z z
z z

z z
d z z d z z

n z z n z z

� � � �

� �
� �

� � � �
� � � �


 �
� �

� � � �
� �
� �� �

N
T

�

� � �

�

(10)

gdzie

� �

� �

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 11 1
1 2 , 1 2 , 1 1 2 1, 1 2

1 1
10 1 2 01 1 2 00 1 2

1 1 1 1
1 2 , 1 2 1, 1

,

, 1

N nq N nq N nq N nq N nq N nqij ij ij
ij N N N N N N

nq nq nq nq nq nqij ij ij

nq nq nq nq

n z z n z z n z z n z z

n z z n z z n z z

d z z d z d z d

� � � � � � � �� �
� �

� � � � � �

� � � �
� �

� � � �

� � �

� � � � �

�

�

� 1 2 1 2 1 21 1
10 1 2 01 1 2 00 1 2

nq nq nq nq nq nqz z d z z d z z� � � � � �� �

(11)

Macierz transmitancji T(z1; z2) uk�adu dwuwymiarowego z opó�nieniami (1) dana jest 
wzorem (7). 

Dla danych macierzy  
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1 1 1 2 2 1 2 2

, , , ,
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k l k l
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(12)

istnieje tylko jedna macierz transmitancji (7), natomiast dla danej macierzy w�a�ciwej T(z1,z2)
istnieje wiele ró�nych macierzy (12) spe�niaj�cych równo�� (7). 

Definicja 3.13. Macierze (12) spe�niaj�ce zale�no�� (7) nazywamy realizacj� macierzy 
transmitancji. Realizacj� t� oznacza� b�dziemy R(T).

Definicja 3.14. Realizacj� R(T) nazywamy realizacj� minimaln�, je�eli macierz stanu ma
najmniejszy wymiar spo�ród wszystkich realizacji macierzy T(z1,z2). Realizacj� minimaln�
oznacza� b�dziemy Rmin(T).

Macierz D dla danej macierzy w�a�ciwej T(z1,z2) wyznaczamy z zale�no�ci



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2009

489automation 2009automation 2009

� � � �
1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2
1 1 2 2

1 1 2 2

1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
0 0 0 0

2 2

, ,
q q p p

k l k l
sw k l k l

k l k l
k l k l

z z z z z z z z z z

�

� � � �

� � � �
� �� � ��


 � 
 �
� � � �� � � �� � � �
� � � �� � � �

		 		T T D C I A B (13)

Maj�c macierz w�a�ciwa T(z1,z2) i korzystaj�c z zale�no�ci (13) mo�emy wyznaczy� macierz 
�ci�le w�a�ciw� Tsw(z1,z2).
Problem realizacji mo�na sformu�owa� nast�puj�co. Dana jest macierz �ci�le w�a�ciwa
Tsw(z1,z2) wyznaczy� realizacj� R(Tsw) tej macierzy. Dana jest macierz �ci�le w�a�ciwa
Tsw(z1,z2) wyznaczy� realizacj� minimaln� Rmin(Tsw) tej macierzy. 
Problem wyznaczania realizacji oraz realizacji minimalnej mo�na podzieli� na dwa 
podzadania. 
Podzadanie pierwsze sprowadza si� do wyznaczenia elementów macierzy stanu A.
Podzadanie drugie sprowadza si� do wyznaczenia elementów macierzy B i C. Wyznaczenie 
elementów tych macierzy dokonuje si� przez wyznaczenie równa� za pomoc� grafów 
skierowanych oddzia�ywa� a nast�pnie rozwi�zania ich znanymi metodami. 

4. ROZWI�ZANIE ZADANIA 

4.1 Podzadanie 1 – Wyznaczanie elementów macierzy stanu A 
Niech b�dzie dany uk�ad dwuwymiarowy z wieloma opó�nieniami (q1, q2) w wektorze stanu 
opisany równaniem (1).Wielomian charakterystyczny takiego uk�adu ma posta�

� � 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 11 1 1 1
1 2 , 1 2 1, 1 10 1 2 01 1 2 00 1 2, 1 nq nq nq nq nq nq

nq nq nq nqd z z d z d z d z z d z z d z z� � � � � �� � � �
� �� � � � � � �� (14)

Dla uk�adów dwuwymiarowych z wieloma opó�nieniem w wektorze stanu q1 i q2 do 
wyznaczania elementów macierzy stanu Ak1,l1, k1=-1,0,1,…,q1; l1=-1,0,1,…,q2 b�dziemy 
u�ywali teorii wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa� D(n).
Metoda polega na dekompozycji wielomianu charakterystycznego opisanego równaniem (14) 
na odpowiedni� liczb� jednomianów oraz na odpowiednim doborze wag �uków i p�tli w 
digrafie.
Wielomian charakterystyczny (14) mo�emy przedstawi� w postaci

� � � � � � � �1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2, 1 , , , , 1, 2,ld z z d z z d z z d z z l� � � � � � � �� � � � � �

� � �
� � (15)

Ka�demu z powsta�ych jednomianów w (15) mo�emy przypisa� odpowiedni 
wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa� D(n), przypisuj�c ka�demu �ukowi lub p�tli
odpowiedni� wag� w(vi,vj)A-1,0z2

-1 gdy �uk lub p�tla nale�y do macierzy A-1,0, wag� w(vi,vj)A0,-

1z1
-1 gdy �uk lub p�tla nale�y do macierzy A0,-1, wag� w(vi,vj)A00z1

-1 z2
-1 gdy �uk lub p�tla 

nale�y do macierzy A00,…, wag� w(vi,vj)A-1,q2z2
-q2-1 gdy �uk lub p�tla nale�y do macierzy A-

1;q2,…, wag� w(vi,vj)Aq1,-1z-q1-1 gdy �uk lub p�tla nale�y do macierzy Aq1,-1,…, wag�
w(vi,vj)Aq1,q2z1

-q1-1z2
-q2-1 gdy �uk lub p�tla nale�y do macierzy Aq1,q2. Iloczyn wszystkich wag w 

cyklu daje informacje na temat jednomianu. Zgodnie z Definicj� 4 mo�emy dokona�
sumowania prostego wyznaczonych wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa�,
otrzymuj�c digraf odpowiadaj�cy szukanemu wielomianowi charakterystycznemu (14). 
Nale�y zauwa�y�, �e je�eli po dokonaniu sumowania prostego wszystkich wielowymiaro-
wych digrafów w powsta�ym digrafie pojawi� si� dodatkowe cykle proste, wówczas jest to 
równoznaczne z pojawieniem si� dodatkowego jednomianu w wielomianie charakterystycz-
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nym. A zatem taki wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa� nie spe�nia wielomianu 
charakterystycznego (14). 
G�ównym problemem pojawiaj�cym si� podczas wyznaczania wielowymiarowych digrafów 
odpowiadaj�cym jednomianom wielomianu charakterystycznego jest znalezienie 
odpowiedniej liczby �uków lub p�tli powsta�ych od macierzy Ak1,l1, k1=-1,0,1,…,q1; l1= -
1,0,1,…,q2.
Z powy�szych rozwa�a� wynika, �e jednomiany z1

-1z2
-1, z1

-1, z2
-1,…,z1

-q1-1z2
-q2-1, z1

-q1z2
-q2-1, z1

-q1-

1z2
-q2 s� peltami w wielowymiarowym grafie skierowanym oddzia�ywa� natomiast 

nietrywialny jednomiany o pozosta�ych pot�gach tworz� cykle proste. Nale�y zauwa�y�, i�
dla ka�dego jednomianu tworz�cego cykl prosty istnieje wiele mo�liwo�ci wyrysowania 
wielowymiarowego digrafu. 
4.2 Podzadanie 2 – Wyznaczanie elementów macierzy stanu B i C 
Niech b�dzie dana macierz transmitancji �ci�le w�a�ciwa (13) uk�adu (1).Wielomian (11) 
mo�emy przedstawi� w postaci 

� � � � � � � �1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 1 2 2 1 2 1 2, , , , , 1, 2,kn z z n z z n z z n z z k� � � � � � � �� � � � �� � �� � (16)

Maj�c dany wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa�, wyznaczony za pomoc� metody 
zaprezentowanej w Podzadaniu 1, dorysowujemy �ród�o, które zgodnie z Definicj� 4 
odpowiada macierzy Bk2l2, k2=-1,0,1,…,p1; l2= -1,0,1,…,p2. Nast�pnie rysujemy odpowiednie 
�uki ze �ród�a sp, p=1,…,m do wierzcho�ka v1,v2,…,vn przypisuj�c im: wag� w(sp,vi)B-10z2

-1,
i = 1,2,…,n gdy �uk pochodzi od macierzy B-10; wag� w(sp,vi)B0-1z1

-1, i = 1,2,…,n gdy �uk
pochodzi od macierzy B0-1; wag� w(sp,vi)B00z1

-1z2
-1, i = 1,2,…,n gdy �uk pochodzi od macierzy 

B00,…, wag� w(sp,vi)Bp1,-1z1
-p1-1, i = 1,2,…,n gdy �uk pochodzi od macierzy Bp1,-1,…, wag�

w(sp,vi)B-1,p2 z2
-p2-1, i = 1,2,…,n gdy �uk pochodzi od macierzy B-1,p2,…, wag� w(sp,vi)Bp1,p2z1

-

p1z2
-p2-1, i = 1,2,…,n gdy �uk pochodzi od macierzy Bp1,p2.

W kolejnym kroku dekomponujemy digraf na cz��ci sk�adowe, tak �eby ka�dy z powsta�ych
digrafów zawiera� drog� sko�czon� ze �ród�a sp do wierzcho�ka ko�cowego vk, gdzie vk jest 
wskazywany przez macierz C. Wierzcho�ek ko�cowy zostaje wybrany jako ten, który jest 
cz��ci� wspóln� dla wszystkich cykli prostych. Iloczyn wag w drodze sko�czonej daje 
informacj� o jednomianie w wielomianie (16). 
Porównuj�c wspó�czynniki wielomianu (11) z (16) otrzymujemy uk�ad równa�, którego 
rozwi�zanie pozwala wyznaczy� elementy macierzy Bk2l2, k2=-1,0,1,…,p1; l2=-1,0,1,…,p2.

Zatem macierze B i C b�d� mia�y posta�.
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gdzie vk jest ustalany indywidualnie w ka�dym zadaniu. 
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Schemat 1. Algorytm wyznaczania realizacji 

5. PRZYK�AD NUMERYCZNY 
Niech b�dzie dana transmitancja �ci�le w�a�ciwa o postaci 

� �
1 1 2 2 1 2 -1 3 2 3

1 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 1 1 3 2 4 2 6 3 6

1 2 1 2 2 2 2 2 2 2

5z 4z 3z z z z z z z z,
1 2z z z zswT z z

z z z z z z

� � � � � � � � �
� �

� � � � � � � � � �

� � � � � �
�

� � � � �
(18)

Nale�y wyznaczy� realizacj� uk�adu. 
Rozwi�zanie. Na podstawie wielomianu charakterystycznego (5.74) okre�lamy liczb� opó�-
nie�. Za�ó�my, �e uk�ad b�dzie rozmiaru 3
3 a opó�nienia q1=1 i q2=2. Wielomian charakte-
rystyczny d(z1

-1,z2
-1) z�o�ony jest z pi�ciu nietrywialnych jednomianów oraz jednomianu o 

warto�ci równej 1. Ka�dy nietrywialny jednomian wielomianu charakterystycznego mo�na
zrealizowa� za pomoc� pot�g: z2

-1, z2
-2, z2

-3, z1
-1, z1

-2, z1
-1z2

-1, z1
-1z2

-2, z1
-1z2

-3, z1
-2z2

-1, z1
-2z2

-2, z1
-

2z2
-3. Wyznaczamy jedn� z mo�liwych realizacji ka�dego z jednomianów oraz okre�lamy 

liczb� wierzcho�ków w wielowymiarowym digrafie oraz okre�lamy informacj� jakie symbo-
liczne wagi s� przypisane �ukom. Na rys. 1 pokazano wielowymiarowe grafy skierowane od-
dzia�ywa� odpowiadaj�ce poszczególnym jednomianom wielomianu charakterystycznego. 
W kolejnym etapie dokonujemy sumowania prostego wszystkich wielowymiarowych digra-
fów z rys. 1. Wynik sumowana pokazano na rys. 2.
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Rys. 1. Wielowymiarowe grafy skierowane oddzia�ywa�

Rys. 2. Wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa� powsta�y w wyniku sumowania  
digrafów z rys. 1 

W wyniku sumowania prostego w wielowymiarowym grafie skierowanym oddzia�ywa�
z rys. 2 nie powsta� �aden dodatkowy cykl prosty a zatem istnieje jednoznaczne rozwi�zanie
w postaci macierzy stanu. Nast�pnie wyznaczamy wspó�czynniki wag poszczególnych �uków
i piszemy macierze stanu w nast�puj�cej postaci 
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Rys. 3. Uzupe�niony wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa�
Zgodnie z Procedur� 2 uzupe�niamy wielowymiarowy graf skierowany oddzia�ywa� o �ród�o
sp, p=0,1,2,…,m i �uki ��cz�ce �ród�o z ka�dym wierzcho�kiem v1,v2,…,vn (rys. 3). Wyznacz 
macierz C tak, �eby niezerowy element znajdowa� si� na wierzcho�ku vi, który jest cz��ci�
wspóln� dla wszystkich cykli prostych w wielowymiarowym digrafie. Wierzcho�kiem
wspólnym dla wszystkich cykli prostych jest wierzcho�ek v1.

           � �1 0 0�C
                                                                 

(21)

               
Rys. 4. Dekompozycja digrafu z rys. 3 

Dokonujemy dekompozycji digrafu na odpowiedni� liczb� wielowymiarowych digrafów tak, 
�eby ka�dy z nich posiada� dok�adnie jedn� drog� sko�czon� do wierzcho�ka vi. Cz��ciow�
dekompozycj� pokazano na rys. 4. Nast�pnie dla ka�dej drogi sko�czonej wyznaczamy 
iloczyn wag.

Tabela 1. Iloczyn wag drogi sko�czonej 

Rysunek Waga Rysunek Waga 
rys. 4 (a-1) w(s1,v1)B-1,0z2

-1 … … 

rys. 4 (a-2) w(s1,v1)B0,-1z1
-1 rys. 4 (f-2) w(s1,v3)B0,-1 z1

-1�z1
-1z2

-2

rys. 4 (a-3) w(s1,v1)B00z1
-1z2

-1 rys. 4 (f-3) w(s1,v3)B00 z1
-1z2

-1�z1
-1z2

-2

rys. 4 (a-4) w(s1,v1)B1,-1z1
-2 rys. 4 (f-4) w(s1,v3)B1,-1 z1

-2�z1
-1z2

-2

… … rys. 4 (f-5) w(s1,v3)B10 z1
-2z2

-1�z1
-1z2

-2
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Wyznaczamy n(z1
-1,z2

-1) poprzez zsumowanie wszystkich wag dróg sko�czonych a nast�pnie
porównujemy wspó�czynniki wielomianów. W wyniku otrzymujemy liniowy uk�ad równa�.
Tabela 2. Uk�ad równa�

Pot�ga Równanie Pot�ga Równanie Pot�ga Równanie 
z1

-1 w(s1,v1)B0,-1=4 z1
-1z2

-4 w(s1,v2)B-1,0=0 z1
-3z2

-2 w(s1,v2)B1,-1+
+w(s1,v3)B1,-1=0 

z1
-2 w(s1,v1)B1,-1=3 z1

-2z2
-1 w(s1,v1)B10+w(s1,v3)B1,-1=0 z1

-3z2
-3 w(s1,v2)B10+w(s1,v2)B1,-

1+ +w(s1,v3)B10=0
z2

-1 w(s1,v1)B-1,0=5 z1
-2z2

-2 w(s1,v2)B0,-1+
+w(s1,v3)B0,-1 
+w(s1,v3)B10=0 

z1
-3z2

-4 w(s1,v2)B10+
+w(s1,v2)B0,-1=0 

z2
-2 w(s1,v3)B-1,0=1 z1

-2z2
-3 w(s1,v2)B00+w(s1,v2)B0,-1+

+w(s1,v3)B00=1
z1

-3z2
-5 w(s1,v2)B00=0

z1
-1z2

-1 w(s1,v1)B00+
+w(s1,v3)B0,-1=0

z1
-2z2

-4 w(s1,v2)B00=0 z1
-4z2

-4 w(s1,v2)B1,-1=0

z1
-1z2

-2 w(s1,v3)B00=1 z1
-2z2

-5 w(s1,v2)B-1,0=0 z1
-4z2

-5 w(s1,v2)B10=0
z1

-1z2
-3 w(s1,v2)B-1,0+

+w(s1,v3)B-1,0=1
z1

-3z2
-1 w(s1,v3)B10=0

Rozwi�zujemy powsta�y uk�ad równa�. W wyniku otrzymujemy nast�puj�ce macierze B.
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Transmitancja �ci�le w�a�ciwa (18) ma realizacj� dodatni� �ci�le w�a�ciw� R(Tsw), gdzie 
macierze dane s� (20), (21) i (22).
Z powy�szych rozwa�a� wynika bardzo wa�ny wniosek. Nie zawsze istnieje realizacja 
dodania mino, i� jeste�my w stanie wyznaczy� elementy macierzy stanu. 	eby realizacja by�a
zawsze mo�liwa do wyznaczenia nale�a�oby skonstruowa� j� w postaci kanonicznej. 
W postaci kanonicznej realizacji tracimy na rozmiarze uk�adu. 

6. WNIOSKI I SPOSTRZE	ENIA 
Problem realizacji mo�na podzieli� na dwa podzadania. Podzadanie pierwsze zwi�zane jest 
z wyznaczeniem macierzy stanu uk�adu opisanego za pomoc� macierzy transmitancji. Mo�na
je rozwi�za� u�ywaj�c teorii wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa�, która 
zosta�a zaprezentowana w Punkcie 2.2. Podzadanie drugie zwi�zane jest z wyznaczeniem 
pozosta�ych macierzy uk�adu. W zadaniu tym wielowymiarowe grafy skierowane 
oddzia�ywa� s�u�� do wyznaczenia uk�adu równa�, który nast�pnie mo�e zosta� rozwi�zany 
za pomoc� znanych metod numerycznych.  



Pomiary Automatyka Robotyka  2/2009

495automation 2009automation 2009

Nale�y zauwa�y�, i� si�� tej metody jest to, i� uzyskany uk�ad równa�´ nie jest zale�y od 
iloczynu wspó�czynników wielomianu n(z1

-1,z2
-1), a zatem jest to uk�ad liniowy. Istnieje wiele 

metod numerycznych, które w efektywny i szybki sposób wyznaczaj� rozwi�zanie takiego 
uk�adu równa�.
Najwi�kszym problemem z punktu widzenia u�ytkownika, który chcia�by "r�cznie" 
rozwi�za� zadanie, jest du�a ilo�� wielowymiarowych grafów skierowanych oddzia�ywa�,
uzyskiwanych w wyniku dekompozycji digrafu wyj�ciowego. Problem ten znika w przypadku 
zastosowania metody jako algorytmu komputerowego. Wówczas dekompozycja 
wielowymiarowego digrafu jest zagadnieniem bardzo prostym, a analiza digrafów nie 
posiadaj�cych cykli ani obwodów jest bardzo szybka. Kolejn� zalet� jest to, i� algorytmy 
grafowe s� z punktu widzenia oblicze� komputerowych algorytmami bardzo prostymi, a 
zarazem bardzo szybkimi, a zatem rozmiar uk�adu nie b�dzie mia� wielkiego wp�ywu na 
szybko��´ wyznaczenia uk�adu równa� b�d�´ wielu uk�adów równolegle. Trzeba równie�
doda�, i� macierze rozpatrywanych uk�adów liniowych s� macierzami rzadkimi, co 
zdecydowanie skraca czas pracy algorytmu komputerowego i powoduje mniejsze wymagania, 
je�eli chodzi o moc obliczeniow� komputera. 
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