
Pomiary Automatyka Robotyka  2/2009

732 automation 2009automation 2009

dr in�. Stanis�aw Popowski, mgr in�. Witold D�browski
Instytut Lotnictwa 

ESTYMACJA PRZECHY�KI TORÓW KOLEJOWYCH
PODCZAS RUCHU Z DU�� PR�DKO�CI�

W pracy przedstawiono metody estymacji przechy�ki torów kolejowych podczas 
ruchu z du�� pr�dko�ci�. Realizowane jest to dwutorowo. Raz poprzez pomiar 
odpowiedniej sk�adowej przyspieszenia ziemskiego, na platformie umieszczonej 
na poje�dzie, przy uwzgl�dnieniu dzia�aj�cego przyspieszenia bocznego 
wynikaj�cego z ruchu po �uku. A drugi raz poprzez ca�kowanie zmierzonej 
pr�dko�ci k�towej. W procesie estymacji nast�puje integracja obu pomiarów. 

ESTIMATION OF TRACK CROSS INCLINATION
IN HIGH SPEED MOTION 

The article presents methods for track cross inclination estimation, performed 
during high speed motion of the vehicle. The process is realized in two phases. 
The first phase is the measurement of the appropriate gravity vector component, 
performed on vehicle located platform, while the transversal acceleration resulted 
from the motion along curved trajectory is taken into account. The second phase 
is the integration of the measured angular velocity. The estimation process is 
finalized by the fusion of the results of both phases.

1. WST�P
Jednym z g�ównych parametrów geometrii torów kolejowych jest przechy�ka. Wyst�puje ona 
w �ukach i jest to wzniesienie górnej powierzchni g�ówki szyny toku zewn�trznego wzgl�dem 
górnej powierzchni g�ówki szyny toku wewn�trznego. Przechy�k� mierzy si� w milimetrach. 
Na prostych odcinkach torów przechy�ka powinna by� poni�ej 20 mm. Na �ukach mo�e
dochodzi� do 150 mm. Przechy�k� stosuje si� w �ukach, aby skompensowa� pojawiaj�ce si�
przyspieszenie do�rodkowe. Pozwala to na pokonanie �uku z wi�ksz� pr�dko�ci� przy 
dopuszczalnym przyspieszeniu niezrównowa�enia ni� bez przechy�ki. Warto�� przechy�ki
w torach na szlakach, w torach g�ównych na stacjach oraz w rozjazdach �ukowych
po�o�onych w tych torach, powinna by� zawarta w przedziale wyznaczonym warto�ciami 
granicznymi [1]: 
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gdzie: rozstaw osi szyn w torze ( �s 1500 mm), 
  g – przyspieszenie ziemskie (9,81 2sm ),

minh – najmniejsza dopuszczalna warto�� przechy�ki dla poci�gów pasa�erskich,

maxv – najwi�ksza pr�dko�� poci�gów pasa�erskich (km/h), 
R  – promie� �uku,

dopa – przyspieszenie niezrównowa�one dla poci�gów pasa�erskich (tab. 1), 
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maxh – najwi�ksza dopuszczalna warto�� przechy�ki dla poci�gów towarowych, 

tv  –najmniejsza pr�dko�� poci�gu towarowego (km/h), 

ta – przyspieszenie niezrównowa�one dla poci�gów towarowych (tab. 2), 
h – warto�� przechy�ki przyjmowana dla danego �uku.

W tabeli 1 podano dopuszczalne warto�ci przyspieszenia niezrównowa�onego dopa .

Tab. 1 

Pomiar przechy�ki mo�e by� dokonany w prosty sposób w warunkach statycznych. Do tego 
celu s�u�� specjalne toromierze. Jednak�e, aby przeprowadzi� pomiary na d�ugich odcinkach 
toru w krótkim czasie stosuje si� specjalne drezyny pomiarowe (w Polsce, EM120), które 
umo�liwiaj� pomiary przechy�ki podczas jazdy z du�� pr�dko�ci�. W niniejszej pracy 
przedstawiono systemy pomiarowe stosowane do tego celu. 
Tab. 2 

*(1 Tg/rok = 109 kg/rok) 

2. POMIAR PRZECHY�KI W SYTUACJI BRAKU PRZYSPIESZE� BOCZNYCH 
Pomiar przechy�ki w sytuacji braku przyspiesze� bocznych mo�na sprowadzi� do pomiaru 
k�ta przechylenia osi kó� wózka ustawionego na torach, nieruchomego lub poruszaj�cego si�
ruchem prostoliniowym (rys. 1). Taka sytuacja zachodzi w przypadku prostych torów oraz 
w sytuacji pomiarów statycznych (np. toromierzem). 
K�t przechylenia mo�na zmierzy� za pomoc� przyspieszeniomierza liniowego o osi 
pomiarowej le��cej w p�aszczy�nie k�ta przechylenia 	 i skierowanej w kierunku 
horyzontalnym przy 	 = 0 (rys. 1). W tym przypadku sygna� wyj�ciowy przyspieszeniomierza 

aU  jest proporcjonalny do sk�adowej ya  przyspieszenia ziemskiego w kierunku osi y .

�singkakU agyaga ��      (2) 
gdzie: agk  – wspó�czynnik skali (np. [Vs2/m]). 

Rodzaj uk�adu torowego � �2smadop


uki i pojedyncze krzywe przej�ciowe 0,60 

uki w torach zwrotnych rozjazdów 0,65 

uki o promieniach: 200 m < R < 250 m 0,50 

uki o promieniach: R < 200 m 0,45 
Poszerzenia mi�dzytorzy w trudnych warunkach terenowych 0,45 
Poszerzenia mi�dzytorzy w dogodnych warunkach 
terenowych

0,30

Obci��enie przewozami [Tg/rok]* � �2/ smat

50 �� Q 0,6
105 �� Q 0,5
1510 �� Q 0,4
2015 �� Q 0,3

20	Q 0,2
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Rys. 1. Pomiar przechy�ki jako k�ta przechylenia za pomoc� przyspieszeniomierza  
przy braku przyspiesze� bocznych

Dla dostatecznie ma�ych warto�ci k�ta przechylenia �  sygna� wyj�ciowy przyspieszenio-
mierza mo�na traktowa� jako proporcjonalny do tego k�ta. Przechy�k� obliczamy z 
zale�no�ci (3): 

gk
sUsh

ay

a��� sin .     (3) 

3. POMIAR PRZECHY�KI PRZY ISTNIENIU PRZYSPIESZE� BOCZNYCH  
Podczas jazdy pojazdu szynowego po torze podlega on dzia�aniu si� bocznych wywo�uj�cych
przyspieszenia boczne nak�adaj�ce si� na sk�adow� wynikaj�c� z przechylenia pojazdu 
(sk�adowe przyspieszenia grawitacyjnego). Jednym z prostszych systemów, które 
eliminowa�y wp�yw przyspiesze� bocznych jest tzw. wahad�o giroskopowe. 

3.1. Uk�ad pomiarowy wahad�a giroskopowego stosowany w wagonie pomiarowym 
typu Matisa-Amslera [1] 

Uk�ad pomiarowy wahad�a giroskopowego przedstawia sob� elektromechaniczny system 
pomiarowy (rys. 2). Uk�ad jest ustawiony na pod�odze wagonu pomiarowego, dok�adnie na 
jego �rodku. O� x skierowana jest wzd�u� osi wagonu. Wzgl�dem osi x przebiega o� obrotu 
wahad�a, które tworzy giroskop (1) w ramie (2) oraz mimo�rodowo (e – mimo�ród)
umieszczona masa (m nr 3 na rys. 2). O� wirowania giroskopu jest prostopad�a do osi obrotu 
wahad�a. Giroskop jest tak skonstruowany, �e jego pr�dko�� obrotowa (
) jest 
proporcjonalna do pr�dko�ci liniowej wagonu pomiarowego. 

kv�
        (4) 

gdzie: 
  - pr�dko�� wirowania giroskopu, 
v  - pr�dko�� liniowa wagonu, 

 k – wspó�czynnik proporcjonalno�ci.
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Rys. 2. Uk�ad pomiarowy wahad�a giroskopowego (1 – wirnik giroskopu, 2 – rama,  
3 – masa wahad�a, 4 – obudowa) 

Podczas jazdy w �uku o promieniu R  z pr�dko�ci� k�tow� r  pojawia si� przyspieszenie 
do�rodkowe, które dzia�a na powsta�e wahad�o momentem o warto�ci:

R
vmeM d

2
�        (5) 

Je�eli wahad�o ma nie reagowa� na przyspieszenie do�rodkowe, to moment giroskopowy 
pojawiaj�cy si� w zakr�cie powinien by� równy, co do wielko�ci, ale z przeciwnym znakiem 
do momentu dM .

R
vmeJ

2
�
r       (6) 

gdzie: J  - moment bezw�adno�ci wirnika giroskopu wzgl�dem osi obrotu y .

Po podstawieniu (4) do (6) otrzymamy warunek równowagi w postaci: 

meJk � .      (7) 

Je�li spe�niony jest ten warunek, to k�t wychylenia wahad�a b�dzie zale�e� tylko od warto�ci
sk�adowej przyspieszenia grawitacyjnego, która pojawi si� wzd�u� osi y . Tym samym uk�ad
pomiarowy b�dzie dzia�a� identycznie jak opisany powy�ej dla przypadku braku dzia�ania
przyspiesze� bocznych. Zamiast przyspieszeniomierza u�yli�my wahad�a fizycznego, które 
ma tak� cech� szczególn�, �e samo kompensuje przyspieszenia boczne wynikaj�ce z ruchu po 
�uku. K�t wychylenia wahad�a jest miar� przechy�ki zgodnie z (3). 

3.2. Uk�ad pomiarowy przechy�ki z kompensacj� przyspiesze	 bocznych i filtracj�
komplementarn�

Sygna� przyspieszenia mierzony przez przyspieszeniomierz w osi y (rys. 3) podczas ruchu po 
torze w �uku pa  jest równy sumie: 

ndyp aagaa ����� sin .     (8) 
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Dwa ostatnie sk�adniki w tym wyra�eniu oznaczaj�:
da  – przyspieszenie do�rodkowe pojazdu wynikaj�ce z krzywizny toru, 

vad �� ,        (9) 

na  – przyspieszenie boczne pojazdu wynikaj�ce z nierówno�ci toru, porywów wiatru, drga�
silnika, itp. 

Kompensacja przyspieszenia do�rodkowego da  dokonuje si� stosuj�c pomiar po�redni tego 
przyspieszenia zgodnie z zale�no�ci� (9). Pr�dko�� k�tow� odchylenia �mierzy giroskop 
pr�dko�ciowy o osi pomiarowej skierowanej wzd�u� osi z (rys. 3). Sygna� pr�dko�ci liniowej 
wagonu v  otrzymywany jest z oddzielnego systemu pomiarowego powi�zanego z licznikiem 
drogi. Sygna� ten jest otrzymywany z pomiarów pr�dko�ci k�towej kó� jezdnych. Oba te 
sygna�y s� mno�one, a nast�pnie wynik tego mno�enia jest odejmowany od sygna�u
wyj�ciowego przyspieszeniomierza pa  (rys. 4). 

giroskop w osi x
p

przyspieszeniomierz
w osi y

giroskop w osi z
r

ya

Rys. 3. Pr�dko�ci k�towe i przyspieszenie w systemie pomiaru przechy�ki

Eliminacji wp�ywu przyspieszenia na  na pomiar k�ta przechylenia �  dokonano korzystaj�c
z faktu, �e przyspieszenie to jest szumem o cz�stotliwo�ci le��cym z regu�y, powy�ej 2 Hz, 
który daje si� odfiltrowa� za pomoc� filtru dolnoprzepustowego. W tym celu sum� algebra-
iczn� sygna�u przyspieszeniomierza pa  i uk�adu kompensacji przyspieszenia do�rodkowego

rvad �  wprowadza si� na wej�cie filtru dolnoprzepustowego G(s) (rys. 4). Filtr dolnoprze-
pustowy oprócz eliminacji z sygna�u przyspieszeniomierza sk�adowej na , co jest dzia�aniem 
po��danym z punktu widzenia dok�adno�ci pomiaru k�ta � , wyt�umia równie� i powoduje 
opó�nienia fazowe szybkozmiennych sygna�ów k�ta �  mierzonych przez przyspieszenio-
mierz. Aby skompensowa� to szkodliwe dzia�anie filtru dolnoprzepustowego zastosowano 
drugi giroskopowy czujnik pr�dko�ci k�towej o osi skierowanej wzd�u� osi x uk�adu wspó�-
rz�dnych zwi�zanego z drezyn� i mierz�cy pr�dko�� k�tow� przechylenia p . Sygna� ten jest 
ca�kowany w celu otrzymania przebiegu k�ta przechylenia �  oraz filtrowany za pomoc� fil-
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tru górnoprzepustowego. Sk�adowe szybkozmienne k�ta przechylenia wyci�te przez filtr dol-
noprzepustowy z sygna�u przyspieszeniomierza s� dostarczane do uk�adu poprzez sygna�
wyj�ciowy czujnika pr�dko�ci k�towej przechylenia. 

r
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Rys. 4. Schemat blokowy uk�adu pomiarowego przechy�ki w warunkach dzia�ania
przyspiesze� bocznych 

Jak napisano powy�ej, pomiary k�tów za pomoc� przyspieszeniomierzy i giroskopów 
wykazuj� odmienne charakterystyki b��dów w zale�no�ci od cz�stotliwo�ci zak�óce�. Proces, 
w wyniku, którego otrzymamy z dwóch takich wielko�ci, które przedstawiaj� ten sam 
parametr zmierzony ró�nymi metodami, jedn� optymaln� pod wzgl�dem dok�adno�ci
wielko�� nazwiemy integracj� pomiarów. Na rys. 4 transmitancje filtrów uzupe�niaj� si� do 
jedno�ci tworz�c tzw. filtr komplementarny. 
Sygna� k�ta otrzymany z ca�kowania pr�dko�ci k�towej ulega degradacji w stosunkowo 
krótkim okresie czasu przede wszystkim na skutek ca�kowania b��dów giroskopu zwanych 
dryfami. Im lepszy giroskop, tym dryf mniejszy i b��dy w czasie narastaj� wolniej. K�ty
otrzymane z giroskopów charakteryzuj� si� wolnozmiennymi, narastaj�cymi z czasem 
b��dami.  
Przeciwie�stwem tego s� k�ty otrzymane z przyspieszeniomierzy. Same czujniki posiadaj�
do�� szerokie pasmo pomiarowe (od kilkudziesi�ciu do kilkuset herców). Z racji tego 
dominuj�ce b��dy przyspieszeniomierzy to szumy w zakresie wy�szych cz�stotliwo�ci.
Na rys. 5 przedstawiono dzia�anie takiego filtru integruj�cego dwa sygna�y k�ta z ró�nych
�róde�, o ró�nych charakterystykach b��dów. K�t g�  pochodzi z pomiarów giroskopowych i 
charakteryzuje si� niskocz�stotliwo�ciowymi b��dami wynikaj�cymi z ca�kowania b��dów
giroskopu (10), 

1������g ,     (10) 

gdzie: �  – dok�adna warto�� k�ta,

1�� – niskocz�stotliwo�ciowe b��dy pomiaru k�ta,

g�  – k�t zmierzony za pomoc� giroskopu. 
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Rys. 5. Schemat integracji sygna�ów z dwóch �róde� o komplementarnych w�a�ciwo�ciach
b��dów ( � �sH – transmitancja filtru dolnoprzepustowego, � �sH�1  – transmitancja filtru 

górnoprzepustowego)

Podobnie mo�na zapisa� warto�� k�ta zmierzon� za pomoc� przyspieszeniomierza (11). 

2������ p .      (11) 

gdzie: 1�� – wysokocz�stotliwo�ciowe b��dy pomiaru k�ta,

g�  – k�t zmierzony za pomoc� przyspieszeniomierza. 

Im bardziej s� rozdzielone b��dy niskocz�stotliwo�ciowe giroskopu od b��dów
wysokocz�stotliwo�ciowych przyspieszeniomierza (w zakresie cz�stotliwo�ci), tym �atwiej
zbudowa� skuteczny filtr komplementarny. Filtr ten sk�ada si�, z co najmniej dwóch filtrów 
(rys. 5), których transmitancje musz� uzupe�nia� si� do jedno�ci. W przypadku wi�kszej
ilo�ci �róde� informacji, co za tym idzie wi�kszej liczby filtrów, warunek komplementarno�ci
pozostaje ten sam. Suma transmitancji wszystkich filtrów powinna wynosi� 1. 

� � 1
1

��
�

n

i
i sH        (12) 

gdzie: � �sHi  – transmitancja i-tego filtru, 
n – ilo�� filtrów, 2	n .

Dla sytuacji jak na rysunku 5 warto�� estymowana k�ta wynosi: 

� � � �� � � � � � � � � �� �
� �� � � �.1

11ˆ

21

12

sHsH

sHsHsHsH gp

��������

������������������
 (13) 

B��dy niskocz�stotliwo�ciowe 1��  zostan� wyt�umione filtrem górnoprzepustowym 
o transmitancji � �� �sH�1 , a b��dy wysokocz�stotliwo�ciowe 2��  zostan� wyt�umione 
filtrem niskocz�stotliwo�ciowym � �sH . Problemem, który trzeba rozwi�za� w takim filtrze 
jest dobór cz�stotliwo�ci rozdzielaj�cej prac� filtrów przy zachodzeniu na siebie zakresów 
cz�stotliwo�ci zak�óce� 1��  i 2�� , co ma najcz��ciej miejsce w przypadku stosowania 
tanich czujników. W takiej sytuacji konstrukcja odpowiedniego filtru jest bardzo utrudniona. 
Najcz��ciej w roli filtru integracyjnego stosuje si� odpowiednio skonfigurowany filtr 
Kalmana. W pracach [2] i [3] mo�na znale�� przyk�ady rozwi�za� tego problemu.  
W przypadku wyst�pienia nierówno�ci w p�aszczy�nie torów w kierunku poprzecznym do 
kierunku jazdy (rys. 6) na pojazd szynowy b�d� dzia�a�y si�y poprzeczne, w kierunku osi y, 
wywo�uj�ce oscylacje pojazdu w p�aszczy�nie xy wokó� jego �rodka geometrycznego.  
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czujniki systemu
 pomiaru przechy�ki

Rys. 6. Kompensacja wp�ywu nierówno�ci toru 

Poniewa� sk�adowa przyspieszenia do�rodkowego wywo�ana przez te oscylacje skierowana 
jest do �rodka geometrycznego pojazdu, tj. w kierunku osi x, zatem nie wp�ywa ona na 
pomiar k�ta przechylenia �  przyspieszeniomierzem. Jednak�e sygna� korekcji przyspieszenia 
do�rodkowego proporcjonalny do rv  w dalszym ci�gu jest odejmowany od sygna�u
przyspieszeniomierza. W tym przypadku korekcja jest niepo��dana, a jej obecno�� zwi�ksza
b��d pomiaru k�ta przechylenia. Dla unikni�cia tego wp�ywu korekcji stosuje si�
kompensacj� sygna�u korekcji poprzez dodatkowe sprz��enie z sygna�em pr�dko�ci k�towej
odchylenia r  (na schemacie 4, nieuwidocznione). 

4. PRZYK�AD REALIZACJI OBLICZE�
Na rysunku 7 przedstawiono przyk�adowe przebiegi sygna�ów czujników pomiarowych 
systemu do pomiaru przechy�ki ze schematu 4, podczas przejazdu przez �uk d�ugo�ci ok. 
900 m. Wykres górny, lewy przedstawia przebieg pr�dko�ci k�towej wzgl�dem osi z, górny 
prawy, sygna� z przyspieszeniomierza, �rodkowy, lewy, sygna� pr�dko�ci k�towej wzgl�dem 
osi x, a �rodkowy prawy, sygna� pr�dko�ci liniowej. W wyniku przeprowadzonych oblicze�
zgodnych ze schematem 4 otrzymano k�t przechylenia pokazany na wykresie dolnym 
prawym. W trakcie pokonywania �uku pr�dko�� pojazdu zwi�ksza�a si� od 5 km/h do 
warto�ci 80 km/h. Jak wida� po przebiegu przyspieszenia ya  i pr�dko�ci k�towej p , wraz ze 
wzrostem pr�dko�ci wzrasta� poziom zak�óce�. Mimo to ko�cowy wynik (wykres dolny 
prawy) nie odbiega w znacz�cy sposób od wzorcowego przebiegu (dolny lewy), który zosta�
wyznaczony r�cznym toromierzem. 
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r [deg/s] � �2/ smya

p [deg/s]

v [m/s]

*140

� �degwz� � �deg]ob�

droga [m]

czas [s]czas [s]

czas [s] czas [s]

droga [m] *100*100

Rys. 7. Wykresy mierzonych parametrów i obliczonego k�ta przechylenia 

5. WNIOSKI KO�COWE
W przedstawionym powy�ej opisie pomiaru przechy�ki nie poruszono zagadnienia uwzgl�d-
nienia k�tów przechylenia pud�a drezyny wzgl�dem uk�adu jezdnego. Z regu�y zestawy czuj-
ników pomiarowych (giroskopy i przyspieszeniomierz) montuje si� w cz��ci amortyzowanej, 
a wzgl�dne ruchy pud�a drezyny wzgl�dem podwozia mierzy si� dodatkowym uk�adem po-
miarowym, najcz��ciej zbudowanym w oparciu o transformatory ró�nicowe du�ych prze-
mieszcze�. Zmierzone wzajemne przemieszczenia s� uwzgl�dniane w ko�cowym przelicza-
niu przechy�ki Takie rozwi�zanie ma na celu ochron� modu�u pomiarowego od nara�e� me-
chanicznych (udary, wibracje), które na podwoziu maj� znacz�co wi�kszy poziom. Jakkol-
wiek s� rozwi�zania, które zak�adaj� umieszczenie czujników wprost na osi kó� podwozia [4], 
to jednak takie rozwi�zania s� wyj�tkiem. We wszystkich opisach, które jako wynik ko�cowy
przedstawiaj� k�t � , mo�na za pomoc� zale�no�ci (3) przej�� na wymiar przechy�ki w mm. 

Dobór czujników pomiarowych pod konkretne zastosowanie wynika z zak�adanej dok�adno-
�ci przechy�ki. Na torach do 20 mm przechy�ki dopuszczalne b��dy powinny by� mniejsze ni�
2÷3 mm. Dla przechy�ek wi�kszych dopuszczalny b��d powinien by� mniejszy ni� 5 mm. 
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