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OBSZARY STABILNO CI UK ADU REGULACJI  
Z REGULATOREM U AMKOWYM DLA NIESTABILNEGO 

OBIEKTU PIERWSZEGO RZ DU Z OPÓ NIENIEM 
Rozwa ono problem doboru warto ci regulatora u amkowego rz du 
zapewniaj cego zadany zapas stabilno ci uk adu regulacji z obiektem 
niestabilnym pierwszego rz du z opó nieniem. Transmitancja operatorowa 
regulatora wynika z zastosowania idealnej transmitancji Bodego jako wzorca dla 
uk adu otwartego z regulatorem. Podano komputerow  metod  syntezy regulatora 
u amkowego rz du. Ponadto wykorzystuj c klasyczn  metod  podzia u D podano 
prost  analityczn  metod  wyznaczania obszarów stabilno ci w przestrzenie 
parametrów regulatora, uwzgl dniaj c zadane warto ci zapasu fazy i modu u 
Rozwa ania zilustrowano przyk adem liczbowym i wynikami bada  
symulacyjnych. 

DESIGN OF FRACTIONAL ORDER CONTROLLER  
FOR A FIRST ORDER UNSTABLE PLANT WITH DELAY 

The paper presents the design problem of fractional order controller satisfying 
gain and phase margin of the closed-loop system with time-delay first order 
unstable plant. The transfer function of the controller follows directly from the 
use of Bode's ideal transfer function as a reference transfer function of the open 
loop system. Computer method for synthesis of fractional controller is given. 
Using the classical D-partition method a simple analytical method for 
determining stability regions respecting phase and gain margins in the controller 
parameters space is given. The considerations are illustrated by numerical 
example and results of computer simulation. 

 
1. WST P 
Ostatnie lata przynios y intensywny rozwój teorii analizy i syntezy liniowych uk adów 
u amkowego rz du, patrz np. monografie [1 6] i cytowana tam literatur . Praca [7] jest 
przegl dem wybranych zagadnie  rachunku u amkowego rz du oraz teorii ci g ych uk adów 
liniowych u amkowego rz du. 
Problem badania stabilno ci oraz odpornej stabilno ci liniowych uk adów u amkowych by  
rozpatrywany w pracach [8 16]. Do pierwszych prac naukowych, w których zacz to 
rozpatrywa  regulatory rz du u amkowego, nale  prace Podlubnego, m.in. [15]. Problemowi 
doboru warto ci nastaw regulatorów PI D  s  po wi cone mi dzy innymi prace [10 16]. 
Podano w nich ró ne metody syntezy regulatorów, mi dzy innymi bazuj ce na klasycznej 
metodzie Zieglera-Nicholsa, np. [17], jak i inne metody, np. optymalizacyjne [10]. 
Zastosowanie regulatora u amkowego rz du poprawia wska niki jako ci regulacji. W pracach 
[8 11] synteza regulatora opiera si  na takim dobraniu transmitancji u amkowego regulatora, 
aby transmitancja operatorowa uk adu otwartego  mia a tzw. idealn  posta  Bodego [17]. 
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W niniejszej pracy rozpatrzony zostanie problem doboru warto ci parametrów regulatora 
u amkowego rz du zapewniaj cego zadany zapas stabilno ci uk adu regulacji z obiektem 
inercyjnym pierwszego rz du z ca kowaniem i opó nieniem. Ponadto podane zostan  
analityczne metody wyznaczania obszarów stabilno ci w przestrzeni parametrów 
rozpatrywanego regulatora, uwzgl dniaj ce zadane zapasy stabilno ci modu u i fazy. 
Proponowane metody oparte s  na klasycznej metodzie podzia u D oraz podej ciu 
zaproponowanym w pracach [18 20]. 
 

2. SFORMU OWANIE PROBLEMU 
We my pod uwag  uk ad regulacji automatycznej o schemacie blokowym pokazanym na 
rys. 1, sk adaj cy si  z obiektu o transmitancji operatorowej 
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Rys. 1. Rozpatrywany uk ad regulacji automatycznej 
 
Posta  transmitancja operatorowa u amkowego regulatora C(s) wynika z doboru jego postaci 
w taki sposób, aby transmitancja operatorowa uk adu otwartego mia a tzw. idealn  posta  
Bodego [9] opisan  równaniem (2). Szersza analiza uk adu otwartego o idealnej postaci 
Bodego (w tym w dziedzinie czasu) jest podana w pracy [17]. Synteza regulatora 
wykorzystuj ca powy sze podej cie zosta a przedstawiona w pracach [8 11]. 
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W celu uzyskania transmitancji operatorowej uk adu otwartego o postaci (2) (bez 
uwzgl dniania cz onu opó niaj cego she ) zastosowano uproszczenie: 
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Dobieraj c transmitancj  regulatora o postaci: 
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gdzie  jest liczb  rzeczywist , otrzymano transmitancj  uk adu otwartego: 

.)()()(
s

ekk
sGsCsK

sh
c      (5) 

Zauwa my, e uzyskana posta  transmitancji uk adu otwartego (5) ró ni si  od idealnej 
transmitancji Bodego (2) cz onem opó niaj cym she . Przeanalizujmy teraz proces 
projektowania regulatora u amkowego rz du o transmitancji operatorowej (4). Ze wzgl du na 
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zadany zapas modu u mA  i zadany zapas fazy m , poszukiwane parametry regulatora to 
warto  wzmocnienia ck  oraz rzeczywista liczba . 
Uwzgl dniaj c wzór 2/||)( jej  obliczamy modu  i faz  transmitancji (5): 

,1|)(| ckk
jK .

2
)(arg)( hjK    (6) 

Dla pulsacji odci cia modu u g  oraz fazy p  zachodz  nast puj ce zale no ci: 
,1|)(| gjK .)(arg)( pp jK     (7) 

Uwzgl dniaj c wzory (6) mo emy napisa : 
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Po przekszta ceniu wzorów (8) otrzymujemy: 
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Z drugiego wzoru (9) wynika, e aby pulsacja p  by a liczb  dodatni  musi by  spe niony 
warunek .2  Przy zadanym zapasie stabilno ci, tj. zapasie modu u mA  i zapasie fazy m  
zachodz  poni sze zale no ci: 
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Po przekszta ceniu wzorów (10) mamy: 
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Uwzgl dniaj c pierwsze wzory (9) i (10) otrzymamy: 
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Podstawiaj c drugie ze wzorów (9) i (11) do (12) otrzymamy: 
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Nieliniowe równanie (13) wi e ze sob  zapasy modu u i fazy ( mA  i m ) z u amkowym 
rz dem  regulatora (4). 

Warto  parametru  mo emy obliczy  rozwi zuj c nieliniowe równanie (13). Warto  
wzmocnienia ck  regulatora wyznaczamy z pierwszych wzorów (8) lub (10): 

,
m

pg
c kAk
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na podstawie znajomo ci wzmocnienia k obiektu i obliczonej pulsacji odci cia modu u 
z drugiego ze wzorów (11) lub pulsacji odci cia fazy z drugiego ze wzorów (9). 
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Wyznaczenia warto ci parametru  wymaga znajomo ci tylko zadanego zapasu stabilno ci 
(zapasu modu u mA  i zapasu fazy m ). Warto  wzmocnienia ck  regulatora wymaga 
natomiast znajomo ci dodatkowo pulsacji odci cia modu u g  (lub pulsacji odci cia fazy 

p ) i wzmocnienia k  oraz sta ej czasowej  obiektu. 
Rozwa my uk ad regulacji automatycznej pokazany na rysunku 2, sk adaj cy si  z obiektu 
regulacji opisano transmitancj  operatorow  (1),oraz regulatora u amkowego (4). Na rys. 2 
w tor g ówny sterowania zawiera tzw. tester zapasu modu u i fazy Aexp( j ), gdzie A  zapas 
modu u i   zapas fazy. Tester ten wykorzystuje si  tylko przy syntezie parametrycznej 
regulatora, nie wyst puje on w rzeczywistym uk adzie regulacji. Warto ci parametrów 
regulatora dobiera si  tak, aby uk ad regulacji charakteryzowa  si  okre lonymi zapasami 
stabilno ci modu u i fazy. Zapasy te zwi zane s  ze wska nikami jako ci. 

 

- 
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Rys. 2. Rozpatrywana struktura uk adu regulacji automatycznej 

z testerem zapasu fazy i modu u 

Zapiszmy quasi-wielomian charakterystyczny rozpatrywanego uk adu regulacji: 

 shj
c eesAkksTsw 1)(     (15) 

Rozpatrywany uk ad regulacji automatycznej jest stabilny, wtedy i tylko wtedy gdy jego 
quasi-wielomian charakterystyczny u amkowego stopnia (15) jest stabilny, tzn. wszystkie 
jego zera maj  ujemne cz ci rzeczywiste [21]. 

Celem pracy jest podanie prostej metody syntezy regulatora u amkowego rz du 
zapewniaj cego zadany zapas stabilno ci (tj. zapas modu u mA  i zapas fazy m ) uk adu 
zamkni tego z regulatorem u amkowym i obiektem niestabilnym u amkowego rz du. 
Dodatkowo wykorzystuj c metod  podzia u D zostanie podana metoda wyznaczenia warto ci 
wzmocnienia kc regulatora oraz parametru , dla których rozpatrywany uk ad regulacji 
automatycznej ma zadane zapasy stabilno ci, tj. zapas modu u A i zapas fazy .  

 
3. ROZWI ZANIE PROBLEMU 
Wykorzystuj c klasyczn  metod  podzia u D [22] mo emy wyznaczy  obszary stabilno ci 
w przestrzeni parametrów regulatora (2). Wyznaczone obszary definiuj  zbiór warto ci 
parametrów regulatora zapewniaj cych stabilno  rozpatrywanego uk adu regulacji 
automatycznej. Granice stabilno ci dla metody podzia u D odpowiadaj  warto ciom 
parametrów regulatora, dla których quasi-wielomian charakterystyczny (15) rozpatrywanego 
uk adu ma przynajmniej jedno zero po o one na osi urojonej. Mo e to by  zero rzeczywiste 
lub para zer urojonych sprz onych. Zatem granice podzia u D rozdzielamy na granice zer 
zespolonych i rzeczywistych, dziel c przestrze  parametrów regulatora na obszary D(k) 
o sko czonej liczbie zer quasi-wielomianu (15) o dodatniej cz ci rzeczywistej. Dowolnie 
wybrany punkt w D(k) odpowiada takim warto ciom parametrów regulatora, dla których 
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quasi-wielomian (15) ma dok adnie k zer o dodatniej cz ci rzeczywistej. Stabilno  quasi-
wielomianu (15) dla jednego punktu z tego obszaru mo na zbada  stosuj c np. kryterium 
Michaj owa [21]. 

Dowolnemu punktowi na granicy zer rzeczywistych odpowiada quasi-wielomian (15), który 
ma zero s  0. Na p aszczy nie ( , kc) granic  zer rzeczywistych quasi-wielomianu (15) jest 
linia prosta kc  0.  

Granic  zer zespolonych wyznacza si  rozwi zuj c wzgl dem  i kc równanie 

 0)( 1 hjj
c eejAkkTjjw    (16) 

Przyrównujemy do zera quasi-wielomian (15) przy s  j . Równanie zespolone (16) jest 
spe nione, gdy odpowiednio jego cz ci rzeczywiste Re[w(j )] i urojone Im[w(j )] s  równe 
zero: 

,0)](Re[ jw   (17) 

.0)](Im[ jw      (18) 

Rozwi zuj c uk ad równa  (17), 186) wzgl dem   i kc otrzymujemy: 

,2 p        (19) 

,
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gdzie ./)(2 hp  

Wykre laj c funkcji  lini  o opisie parametrycznym (19), (20), otrzymamy przestrzeni 
( , kc) granic  zer zespolonych rozpatrywanego quasi-wielomianu (15). 

Otrzymane opisy granic stabilno ci (podzia u D) umo liwiaj  wyznaczenie obszarów 
stabilno ci uwzgl dniaj c zadane zapasy modu u i fazy. Wyznaczaj c obszary stabilno ci, dla 
zadanego zapasu modu u A nale y przyj    0, za  dla zadanego zapasu fazy  nale y 
przyj  A  1.  
 

Przyk ad 1. We my pod uwag  uk ad regulacji automatycznej o schemacie pokazanym na 
rys. 1, przy czym obiekt regulacji jest opisany transmitancj  operatorow  

.
621
55.0)( 10se

s
sG      (21) 

Nale y wyznaczy  parametry transmitancji regulatora (4) tak, aby uk ad zamkni ty mia  
zapas modu u 4mA  (ok. 12 dB) i zapas fazy 55m  (ok. 0,96 rad). W rozpatrywanym 
przypadku mamy: ;55,0k  ;62  .10h  
Post puj c zgodnie z metod  syntezy regulatora [8 11]  wzory (9 14)  bazuj c  na 
transmitancji operatorowej uk adu otwartego zbli onej do tzw. idealnej postaci Bodego, 
otrzymujemy: 

13385.0

2.9358)(
s

sC      (22) 

Na rys. 3 pokazano charakterystyki skokowe uk adu regulacji z obiektem (21) 
i wyznaczonym regulatorem C(s) o transmitancji operatorowej (22), wyznaczone dla kilku 
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warto ci wzmocnienia obiektu k . Dla 55,0k  charakterystyka skokowa ma przeregulowanie 
oko o 100 %, za  czas regulacji wynosi oko o 300 s. Mniejsze warto ci wzmocnienia uk adu 
otwartego powoduj  wzrost przeregulowania, dla k=0,4 nawet do ok. 130 %, wyd u a si  te  
czas regulacji. Nie obserwujemy natomiast wzrostu przeregulowania dla warto ci 
wspó czynnika wzmocnienia obiektu wi kszych od 0,55 (badano zmian  warto ci 
wzmocnienia do 1k ), w tym te  przypadku czas regulacji zmniejsza si . Uzyskano stabiln  
odpowied  skokow  uk adu zamkni tego. 

Wyznaczony regulator C(s) opisany transmitancj  (22), ma ujemn  warto  
wzmocnienia. Powoduje to zmian  sprz enia zamkni tego uk adu automatycznej regulacji 
na dodatnie. 
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Rys. 3. Charakterystyki skokowe uk adu zamkni tego z obiektem (21) i regulatorem (22) 

wyznaczone dla kilku warto ci wzmocnienia k obiektu 
 

Zaprojektowany uk ad regulacji sprawdzono w dziedzinie cz stotliwo ci otrzymuj c zapas 
stabilno ci: 

.32,9208,3,5956 mmA  

Obliczone warto ci zapasu modu u i fazy s  mniejsze od zak adanych podczas syntezy 
regulatora dla uproszczonej transmitancji (3) ( 4mA , 55m ). 

Przyk ad 2. We my pod uwag  uk ad regulacji automatycznej taki jak w przyk adzie 1. 
Nale y dokona  syntezy regulatora (2), tak aby rozpatrywany uk ad regulacji mia  zapas 
modu u A  4 (oko o 12 dB) i zapas fazy 60m  

 

Wykorzystuj c obszary stabilno ci wyznaczamy warto ci parametrów regulatora 
jednocze nie dla zadanego zapasu modu u A i zapasu fazy . Aby to uzyska  na jednym 
rysunku, wykre lamy granic  zer zespolonych dla okre lonego zapasu fazy , przy A  1 oraz 
granic  zer zespolonych dla okre lonego zapasu modu u A, przy   0. Punkt przeci cia 
wyznaczonych granic jest poszukiwanym rozwi zaniem. 

Na rys. 4 pokazano obszary stabilno ci wyznaczone dla A  4 oraz  = 60 . Punkt przeci cia 
ma wspó rz dne   1,08,  kc  –3,5.  
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Rys. 4. Obszary stabilno ci quasi-wielomianu (15) dla warto ci   = 60° oraz A = 4 

 
W tab. 1 podano wyznaczone warto ci parametrów transmitancji regulatora oraz 
odpowiadaj ce im zapasy stabilno ci dla kilku zapasów stabilno ci. 

Tab. 1. Zapasy modu u i fazy i odpowiadaj ce im nastawy regulatora 
 

 Zapas modu u Zapas fazy [o] Nastawy regulatora 
1 3 40 1.245 , 68.2kc  
2 3.5 50 1.16 , 07.3kc  
3 4 60 1.08 , 5.3kc  

Na rys. 5 pokazano charakterystyki skokowe uk adu regulacji wyznaczone dla otrzymanych 
warto ci nastaw regulatora zgodnie z tab. 1. Z rysunku wynika, e dla wi kszego zapasu 
stabilno ci mammy mniejsze przeregulowanie, oraz krótszy czas regulacji. 
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Rys. 5. Odpowiedzi skokowe uk adu regulacji 
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