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1. Wprowadzenie

Rekomendowana w Suplemencie 2 [1] do Przewodnika GUM 
metoda wyznaczania niepewności pośrednich pomiarów wielo-
parametrowych powstała z potrzeby jednolitego opisu dokład-
ności wyników pomiarów stosowanych m.in. przez służby 
metrologiczne, w badaniach naukowych i w gospodarce. 
W pomiarach tych parametry wielowymiarowego menzuran-
duY uzyskuje się pośrednio z danych pomiarowych mierzonego 
menzurandu X przy użyciu wielowymiarowej funkcji przetwa-
rzania Y = F(X), zwanej też funkcją pomiaru [2]. W Suple-
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Streszczenie: W części 1. zaproponowano rozszerzoną metodę oceny niepewności 
wieloparametrowych pomiarów pośrednich i układów do tych pomiarów. W modelu matematycznym 
podanym w Suplemencie 2 Przewodnika GUM założono, że funkcja przetwarzania wielkości 
wejściowych jest dokładna. Nowy model uwzględnia niepewności i korelacje zarówno wielkości 
mierzonych bezpośrednio, jak i niepewności i korelacje parametrów układu realizującego 
funkcję przetwarzania. Może on służyć nie tylko do oceny niepewności wyników pomiarów 
wieloparametrowych, ale i do opisu dokładności systemów realizujących takie pomiary, w tym 
systemów wielosensorowych. W części 2. omawia się zastosowanie nowego modelu na przykładzie 
pomiarów pośrednich napięcia i prądu dwójnika za pomocą układu czwórnika pasywnego w postaci 
dzielnika impedancyjnego. Uwzględnia się niepewności wielkości mierzonych i parametrów dzielnika 
oraz różne możliwości ich skorelowania. Podano też przykłady obliczeniowe i wnioski końcowe oraz 
zarys kierunków dalszych prac w tej dziedzinie.  
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mencie 2 nie analizuje się jednak wpływu niedokładności tej 
funkcji. Uwzględnia się takie przypadki, w których funkcję tę 
realizuje się numerycznie z dokładnością, którą w praktyce 
można uznać za całkowicie dokładną. Metoda ta nie obejmuje 
jednak ani oceny dokładności wieloparametrowych pomia-
rów pośrednich realizowanych przez przyrządy oraz systemy 
pomiarowe i diagnostyczne – w tym wielosensorowe, ani opisu 
niepewności układu pomiarowego realizującego funkcje prze-
twarzania sygnałów i danych. Ich dokładność zależy nie tylko 
od niepewności i korelacji wielkości bezpośrednio mierzonych, 
ale i od niepewności elementów tego układu.

W części 1. [3] przedstawiono i omówiono szczegółowo zapro-
ponowany model matematyczny metody rozszerzonej. Umożliwia 
ona szacowanie niepewności pośrednich pomiarów wieloparame-
trowych wykonywanych zarówno zestawem osobnych przyrzą-
dów z zewnętrznymi, zwykle komputerowymi obliczeniami, jak 
i przyrządów i systemów do takich pomiarów z realizacją całego 
procesu pomiarów i przetwarzania w układach wewnętrznych. 
Może też służyć do jednolitego opisu dokładności tych systemów 
za pomocą niepewności wielkości wejściowych i wyjściowych 
w pełnych ich zakresach pomiarowych zamiast maksymalnych 
błędów dopuszczalnych (MPE). 
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Wpływ korelacji wielkości mierzonych bezpośrednio na wyniki 
i niepewności pośrednich pomiarów wieloparametrowych omó-
wiono szczegółowo [8–13] i podsumowano w części 1. Jako 
przykład ilustrujący zastosowanie rozszerzonej metody oceny 
dokładności pomiarów pośrednich omawia się jej zastosowanie do 
pomiarów napięcia i prądu dwójnika za pośrednictwem prostego 
czterozaciskowego układu dzielnika pomiarowego. W ocenie tej 
uwzględni się niepewności i korelację zarówno mierzonego bezpo-
średnio menzurandu dwuparametrowego, jak i wpływ niepewności 
parametrów układu pomiarowego przetwarzającego pozyskiwane 
dane. Takie ujęcie zagadnienia umożliwia analizę i optymalizację 
parametrów tego układu. Wykracza to poza metrologię trakto-
waną jako naukę o pomiarach i mieści się w szerszej dyscyplinie 
o ang. nazwie Measurement Science zaproponowanej przez lwo-
wiaka prof. Ludwika Finkelsteina z City University w Londynie 
[5]. Obejmuje ona metrologię i podstawy teoretyczne budowy 
urządzeń i systemów pomiarowych.

2. Zarys rozszerzonej metody oceny 
niepewności pośrednich pomiarów 
wieloparametrowych

Scharakteryzujemy pokrótce zasady wyznaczania niepewności wg 
przewodnika GUM [1]. Zarówno obserwacje wielkości mierzonych, 
jak i parametry układu pomiarowego mogą zmieniać się determi-
nistycznie i losowo w zależności od badanego obiektu, warunków 
pomiarów, użytych przyrządów i zastosowanej procedury pomia-
rowej. Zmiany te mogą zachodzić w trakcie wykonywania ekspe-
rymentu pomiarowego, jak i w różnej długości okresach między 
kolejnymi eksperymentami dla przyrządów o ważnej kalibracji. 
Znane zmiany deterministyczne eliminuje się z danych pomiaro-
wych przez poprawki. Rozrzut otrzymanych eksperymentalnie 
danych pomiarowych ocenia się obecnie statystycznie wg GUM 
na podstawie odchylenia standardowego uA dla wartości średniej 
ich rozrzutu. Natomiast w danych zebranych w każdym ekspery-
mencie mogą występować nieznane odchylenia o stałej lub wol-
nozmiennej wartości (np. dryft), które powstają wskutek różnych 
oddziaływań zewnętrznych i wewnętrznych lub z innych przyczyn 
zachodzą cych w procesie pomiarowym i w obiekcie badanym. 
Według rekomendacji przewodnika GUM randomizuje się je i sza-
cuje heurystycznie jako zbiór dodatkowych odchyleń o niepewno-
ści standardowej uB, którą sumuje się geometrycznie z uA  
 
otrzymując odchylenie standardowe 2 2

A Bu u u= + . Z wartości 
 
u znajduje się niepewność rozszerzoną U określającą połowę sze-
rokości symetrycznego przedziału wokół estymatora wartości mie-
rzonej, w którym z prawdopodobieństwem zadanym P znajduje 
się wartość mierzona, tzw. przedział pokrycia. Jeśli rozkład roz-
rzutu odchyleń wypadkowych jest symetryczny oraz można go 
potraktować jako normalny (wg funkcji Gaussa), to wartość 
współczynnika rozszerzenia k(P) jest znana, np. k(95%) = 2. Jeśli 
zaś dane eksperymentalne pochodzą z populacji o nieznanym 
rozkładzie prawdopodobieństwa, to niepewność rozszerzoną 
wyznacza się z danych pomiarowych metodą Monte Carlo wg 
Suplementu 1 do przewodnika GUM [1]. Dla rozkładu wypadko-
wego w pomiarach wieloparametrowych poszukuje się numerycz-
nie położenia najmniejszego obszaru pokrycia o zadanym 
prawdopodobieństwie, np. 95%. Stosuje się też estymatory war-
tości i rozrzutu danych inne niż średnia i odchylenie standardowe, 
np. środek rozpięcia dla próbki z populacji o rozkładzie równo-
miernym oraz medianę w tzw. metodach odpornych [4]. 

Pośrednie pomiary wieloparametrowe, realizowane przy uży-
ciu zestawu przyrządów lub systemu instrumentalnego opiszemy 
następującym równaniem pomiaru 

 Y = F(X, P) (3)

Estymatory wartości, niepewności i współczynników korelacji 
m-wymiarowego wyjściowego menzurandu Y zależą nie tylko od 
n-elementowego menzurandu X mierzonego na wejściu, ale i od 
parametrów pi, dla i = 1, …, k, układu realizującego w systemie 
pomiarowym funkcję przetwarzania F(X, P). Parametry tego 
układu opisuje ogólnie k-wymiarowy wektor P. Odchylenia od 
estymatorów wartości n elementów bezpośrednio mierzonego men-
zurandu X oraz m elementów wyznaczanego z nich mierzonego 
pośrednio menzurandu Y określa się jako ich przyrosty, zwane 
poprzednio błędami pozornymi. Natomiast odchylenia parame-
trów P układu pomiarowego wyznacza się od ich wartości zna-
mionowych lub od ich estymatorów znanych z innych pomiarów. 
W każdym z eksperymentów pomiarowych realizacje funkcji F(X, 
P) zwykle odbiegają od jej postaci znamionowej F(X). Wzory 
metody rozszerzonej umożliwiające ocenę dokładności pomiarów 
wieloparametrowych i ich systemów instrumentalnych z uwzględ-
nieniem niepewności funkcji F zawiera tabela 1.

Przyrosty i odchylenia od estymatora wartości Y opisuje rów-
nanie macierzowe (4). Występujące w nim macierze czułości S 
i SP o postaciach rozwiniętych (4a, b) wyrażają wpływ przyro-
stów ΔX i ΔP.

Dla menzurandu wieloparametrowego właściwości staty-
styczne zbioru odchyleń każdej wielkości opisywane są przez 
niepewność standardową u jako sumę geometryczną jej skła-
dowych uA i uB. Odpowiednikiem wariancji pojedynczej wielko-
ści u2 jest macierz kowariancji. Macierze kowariancji UY, UX 
i UP są symetryczne. Zawierają na głównej przekątnej kwadraty 
niepewności standardowych (wariancje) poszczególnych wielkości, 
a na pozostałych polach odpowiednie iloczyny współczynnika 
korelacji i obu niepewności dla skorelowanych wielkości 
menzurandu – patrz rozwinięte postacie macierzy (5c, d, e). 
Liczba współczynników korelacji dla n wielkości w macierzy 
kowariancji wynosi n(n – 1)/2 i są powiązane równaniami pro-
pagacji wariancji.

Zrandomizowane zbiory odchyleń od estymatorów wartości 
elementów menzurandu Y powstają jako wynik splotów wielo-
parametrowych rozkładów odchyleń dla wielkości menzurandu 
X i odchyleń parametrów P układu pomiarowego realizującego 
funkcję F(X, P). Przy linearyzacji tej funkcji dla małych odchy-
leń otrzymuje się macierz kowariancji UY z równania propagacji 
wariancji (3a, b) w pośrednich pomiarach wieloparametrowych. 
Kolejne rozwinięcia tego równania podają wzory (5a, b).

Niepewności i skorelowania zbiorów własnych odchyleń wiel-
kości menzurandu X i parametrów P ujęte jest w macierzach 
UX i UP. W ogólnym przypadku wielkości X mogą korelować 
też z parametrami P układu pomiarowego. Opisuje to macierz 
U o wymiarze [n × k], podana we wzorze (5f). Taka statystyczna 
zależność może pojawić się pod wpływem wspólnego zewnętrz-
nego losowego oddziaływania na X i P, np. zmiennej tempera-
tury zewnętrznej. Liczba współczynników korelacji w macierzy 
U wynosi kn.

W praktyce pomiarowej, w tym w elektrycznych układach 
pomiarowych, zwykle występuje przypadek prostszy, gdy odchy-
lenia mierzonych wielkości X oraz odchylenia parametrów P 
układu przetwarzającego pomiary nie są ze sobą skorelowane 
(np. X i P znajdują się w różnych miejscach i ich oddziaływania 
zewnętrzne nie są ze sobą powiązane). Wówczas macierz kowa-
riancyjna U nie występuje i V = VT = 0. Równanie propagacji 
wariancji (5a) ma wtedy postać dwuskładnikową wg wzoru (6). 
Składnik pierwszy zależy od niepewności i korelacji elementów 
menzurandu wejściowego X w taki sam sposób, jak w ujęciu kla-
sycznym wg GUM-S2 [1]. Składnik drugi pojawił się w metodzie 
rozszerzonej i stanowi jej istotę. Dotyczy on wpływu niepewności 
i współczynników korelacji r parametrów P układu realizującego 
funkcję przetwarzania F(X, P) analogowo lub cyfrowo. Ze wzoru 
(6) wynika też macierz kowariancyjna (7) dla niepewności względ-
nych przyrostów Y – Y0 lub dla Y, gdy niepewności wartości 
początkowych zakresów wielkości wejściowych X0 (blisko któ-
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Równanie podstawowe Y = F(X)                                                 (1)

Propagacja wariancji UY = SUXST oraz                          (2a, b)
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Rozszerzone równanie 
podstawowe 

 Y = F(X, P)                                                (3)

gdzie:    Y = [y1, y2, …, ym]T,  X = [x1, x2, …, xn]T,  P = [p1, p2, …, pk]T,    (3a, b, c)      

Odchylenia

               ΔY = ΔF(X, P) = SX,P[ΔX, ΔP]T = SXΔX + SPΔP (4)

gdzie: SX,P – macierz czułości o wymiarze [(n + k) × m] linearyzująca funkcję (3);
         SX  = S, SP – macierze czułości dla ΔX i ΔP:

                           

(4a, b)
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Tabela 1. Podstawowe wzory do oceny niepewności pośrednich pomiarów wieloparametrowych
Table 1. Basic formulas to estimate the uncertainty of indirect multi-parameter measurements
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rych nie zaleca się mierzyć) są pomijalne i macierz kowariancji 
||UX(X)|| >> ||UX(X0)|| ≈ 0.

Macierze kowariancji, podobnie jak niepewność pojedynczego 
menzurandu, są sumę dwu macierzy składowych typu A i B, tj. 
UX = UXA + UXB, UY = UYA + UYB. W części 1. [2] podano, 
że skorelowane ze sobą mogą być jedynie zbiory odchyleń o nie-
pewnościach składowych jednakowego typu, tj. uA oraz uB dla 
par wielkości tego samego lub różnych menzurandów. Dla wiel-
kości menzurandu X jedynie współczynniki korelacji rA można 
wyznaczyć eksperymentalnie prowadząc pomiary synchronicznie 
[1], zaś współczynniki rB szacuje się heurystycznie, podobnie jak 
niepewności typu B. Jeśli dwie wielkości mierzy się tym samym 
lub podobnym przyrządem i w tych samych warunkach, to dla 
uB można przyjąć współczynnik korelacji równy 1 [3]. Dla róż-
nych przyrządów i w różnych warunkach jest on bliski 0. Współ-
czynnik korelacji –1 występuje wtedy, gdy zależne od wspólnych 
oddziaływań zmiany obu wielkości mają znak przeciwny.

Niepewności składowe typu A i typu B dla poszczególnych 
wielkości menzurandu wyjściowego Y i składowe UYA, UYB jego 
macierzy kowariancji UY = UYA + UYB – wg wzoru (8) należy 
osobno wyznaczać dla odchyleń opisanych niepewnościami typu 
A i typu B. Trzeba uwzględnić, iż w trakcie eksperymentu pomia-
rowego zmiany parametrów P układu pomiarowego nie są reje-
strowane i ich wpływ nie występuje w sposób jawny. Jeśli ich 
odchylenia zmieniają się losowo w krótkim czasie trwania ekspe-
rymentu pomiarowego, to elementy ich macierzy składowej UPA 
trzeba też szacować heurystycznie (podobnie jak macierz UPB 
dla długiego okresu zmian ich wartości), na podstawie danych 
technicznych i posiadanej wiedzy. Można też w specjalnie stwo-
rzonych warunkach wpływających wykonać dodatkowe pomiary 
dla oszacowania losowych zmian parametrów P. Jeśli w czasie 
trwania pomiarów można przyjąć, że parametry P są stałe, to 
macierz UPA nie występuje.

3. Zastosowanie metody rozszerzonej 
na przykładzie dwuparametrowych 
pomiarów pośrednich

3.1.  Przypadek ogólny pomiarów pośrednich 
o menzurandach 2D

Jeśli wielowymiarową funkcję przetwarzania F(X, P) ze wzoru 
(2) realizuje liniowy lub zlinearyzowany układ pomiarowy 
o parametrach P, to otrzymuje się następujące równanie 

 Y = M(P)∙X   (9)

w którym: M(P) jest macierzą opisującą przetwarzanie mierzo-
nego bezpośrednio n-wymiarowego menzurandu X na wyzna-
czany pośrednio m-wymiarowy menzurad Y.

Dokładność pośrednio wyznaczanych estymatorów wielkości 
jako elementów yj menzurandu Y zależy od niepewności i sko-
relowań własnych zarówno wielkości xi menzurandu X jak i k 
parametrów P układu pomiarowego oraz od skorelowań skro-
śnych między X i P. Opisują to wzory (3)–(8) (tab. 1, pkt 2). 
Jeśli nie ma korelacji między elementami P układu opisanego 
macierzą M i wielkościami mierzonymi X, to macierz kowarian-
cji UY menzurandu Y wynika ze wzoru (6), tj.: 

 ( , ) ≡ + = +T T
Y YX YM X X X M M MU X M U U S U S S U S  (10a)

  (10b)

gdzie: SX, SM – macierze czułości dla wyznaczenia warian-
cji niepewności elementów menzurandu Y pochodzących od 
niepewności wielkości menzurandu X oraz od parametrów 
macierzy M układu pomiarowego będących funkcjami jego 

parametrów P,UM – jest macierzą  kowariancji układu reali-
zującego funkcję przetwarzania. 

Estymację niepewności i współczynników korelacji mierzonego 
pośrednio menzurandu Y należy przeprowadzać wg wzoru (10b), 
gdyż skorelowane mogą być zbiory odchyleń różnych wielkości 
w każdej z macierzy UX i UM, ale tylko o niepewnościach jed-
nego typu A oraz B. Dla macierzy UXA współczynniki korelacji 
rxiA można wyznaczyć z synchronicznych pomiarów. Pozostałe ich 
rodzaje, to jest rxiB, rMiA, rMiB, podobnie jak niepewności wyznacza 
się heurystycznie lub bezpośrednio z danych technicznych i badań 
statystycznych parametrów P elementów układu pomiarowego.

Prostym przykładem zastosowania metody rozszerzonej do 
wyznaczania niepewności pośrednich pomiarów wielowymiaro-
wych jest przypadek obu dwuwymiarowych (2D) menzurandów 
X i Y, z których tylko jeden jako para wielkości jest dostępna. 
 
  (11)

gdzie: 

Macierze kowariancji i macierze czułości ze wzoru (10a) są 
wówczas następujące

  (11a)
 

  (11b)

  
(11c)

 

(11d)

W pomiarach wielkości elektrycznych, np. w identyfikacji 
struktury i parametrów schematu zastępczego wnętrza badanego 
układu elektrycznego oraz w diagnostyce technicznej urządzeń 
elektrycznych, wyznacza się pośrednio napięcia i prądy wybra-
nej gałęzi układu z pomiarów na dostępnych końcówkach. Gdy 
wielkości badane, np. Y = [y1, y2]T = [U1, I1]T, bezpośrednio nie 
są dostępne do pomiaru, to ich wartości i niepewności trzeba 
wyznaczyć pośrednio z wyników pomiarów napięcia i prądu innej 
dostępnej pary końcówek tego układu, tj. X = [x1, x2]T = [U2, I2]T. 
Możliwy jest również wariant odwrotny. Dla tego rodzaju ukła-
dów schematem zastępczym jest czwórnik. Jeśli jest on liniowy 
lub linearyzowany, to opisują go ogólnie dwa równania wiążące 
napięcia i prądy dwu par zacisków (dwu wrót). Dla prądu stałego 
(DC) i przemiennego (AC) o częstotliwościach niskich i średnich 
stosuje się układ czwórnika o elementach skupionych. Skorzy-
stamy z pary jego równań (12) zwanych transmisyjnymi [14], 
lub też łańcuchowymi [15], zapisanych w postaci macierzowej: 

        

1 2

1 2

U U

I I
,

   
   = ⋅
      

A      gdzie: 
11 12

21 22

A A

A A

 
 =
  

A  (12)

Jeśli czwórnik ten jest pasywny, to elementy macierzy A speł-
niają równanie

 det(A) = A11A22 – A12A21 = 1 (13)
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W ogólnym przypadku tylko wybrane trzy z elementów macie-
rzy A są niezależne. Czwarty wyraz wynika ze wzoru (13) dla 
wyznacznika. Dotyczy to również niepewności tych elementów 
i trzech z sześciu możliwych współczynników korelacji. Jeśli sche-
mat, wartości elementów i parametry losowe (niepewność, współ-
czynniki korelacji) układu rzeczywistego są nieznane, to należy 
posłużyć się wartościami elementów macierzy A lub impedan-
cjami schematu zastępczego czwórnika pasywnego typu T lub Π. 
Można je znaleźć eksperymentalnie z synchronicznych pomiarów 
na jego zaciskach.

Celem pracy jest prezentacja zastosowania rozszerzonej 
metody oceny niepewności w pomiarach wieloparametrowych 
na przykładzie pośrednich pomiarów napięcia i prądu na niedo-
stępnym wejściu dzielnika impedancyjnego. Przypadek ogólny 
szacowania niepewności pomiarów za pośrednictwem czwórnika 
typu T opiszemy szerzej w kolejnym numerze.

3.2. Podstawowe zależności układu 
pomiarowego z dzielnikiem impedancyjnym

Ilustrację zastosowania zaproponowanego rozszerzenia metody 
podanej w S2-GUM [1] przedstawimy na prostym przykładzie 
pośrednich pomiarów napięcia i prądu występujących na nie-
dostępnych zaciskach wejściowych układu o strukturze dziel-
nika impedancyjnego (rys. 1). Takie układy stosuje się m.in. 
w pomiarach wysokonapięciowych.

3.3.  Niepewności napięcia 1 i prądu 1 na wejściu 
dzielnika przy pomijalnych niepewnościach 
funkcji przetwarzania wyników pomiarów 2 
i 2 na wyjściu (wg Suplementu 2 GUM)

3.3.1. Bez skorelowania 2 i  2,  r22 =  r( 2, 2) = 0
W tym przypadku macierz kowariancji UY jest tylko pierw-
szym składnikiem ze wzoru (9), tj.

 ( ) = T
Y X X XU X S U S

Ze wzorów (14a, b, c) otrzymuje się wariancje, czyli kwadraty 
standardowych niepewności 

1

2
U ,σ  

1

2
Iσ  jako funkcje elementów 

macierzy A, wielkości mierzonych U2, I2 i ich niepewności 
względnych 

2U ,δ  
2Iδ

 
 (15a)

 
 (15b)

i współczynnik korelacji r11 = r(U1, I1) między napięciem U1 
i prądem I1:

 
 (16)

oraz niepewności względne:

 

1

1 2 2

2 2 2 2
11 12

1

U
U U Ia a

U
σ

δ δ δ= = +  (17a)

 

1

1 2 2

2 2 2 2
21 22

1

I
I U Ia a

I
σ

δ δ δ= = +  (17b)

gdzie: 

1
2

2
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1
2 1 2

2

1

1

Z U
Z

a
Z U Z I
Z

,
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 =
 

+ + 
 

 1 2
12

1
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2

1
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Z U Z I
Z

,=
 

+ + 
 

 2
21

2 2 2

Ua
U Z I

,=
+

 2 2
22

2 2 2

Z Ia
U Z I

.=
+

3.3.2. Przy skorelowaniu 2 i  2, r22 ¹ 0
Niepewności bezwzględne w postaci rozwiniętej:

( )1 2 2 2 2

2
22 2 21 1

2 22 2 1 2 1 2
2 2

1 2 1U U U I I
Z ZU U Z I Z I
Z Z

δ δ ρ δ δ δ
   

= + + + +   
   

 

  
(18a)

1 2 2 2 2

2
2 2 22 2

22 2 2
2 2

2I U U I I
U U I I
Z Z

δ δ ρ δ δ δ
   

= + +   
   

 (18b)

oraz współczynnik korelacji r11 = r(U1, I1)

( )2 2 2 2

1 1

2 2 2 21
2 1 2 2 1 2 22 2 2

2
11

2

1 2U I U I

U I

Z U Z Z I Z Z U I
Z

Z

δ δ ρ δ δ
ρ

σ σ

 
+ + + + 

 =  (19)

Rys. 1. Układ obciążonego dzielnika impedancyjnego
Fig. 1. Scheme of loaded impedance divider circuit

Układ ten jest szczególnym przypadkiem czwórnika liniowego 
pasywnego. Z praw Kirchhoffa wynikają dwa jego równania 
transmisyjne (14a, b) wiążące ze sobą napięcia i prądy par 
końcówek 

 

( )1 2 2
1 1 2

2

Z Z U
U Z I

Z
+

= +  (14a)

 

2
1 2

2

UI I
Z

= +  (14b)

lub w postaci macierzowej (12), w której macierz A opisana 
jest następująco:

 

1
1

2

2

1

1 1

Z Z
Z

Z

 
+ 

 =  
 
  

A  (14c)

Zależności między elementami macierzy A i impedancjami 
Z1, Z2 tego układu wynikają z (14c). Oszacujemy dokładność 
estymatorów napięcia U1 i prądu I1 przez wyznaczenie macierzy 
kowariancji UY dla różnych przypadków niepewności i skorelo-
wania między mierzonymi bezpośrednio napięciem U2 i prądem 
I2 oraz obiema impedancjami układu.
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i niepewności względne: 

 1 2 2 2 2

2 2 2 2
11 22 11 12 122U U U I Ia a a aδ δ ρ δ δ δ= + +  (20a)

 1 2 2 2 2

2 2 2 2
21 22 21 22 222U U U I Ia a a aδ δ ρ δ δ δ= + +  (20b)

– niepewności bezwzględne i względne przy pełnym skorelowa-
niu napięcia i prądu (r22 = ±1):

 1 2 211 2 12 2U U IA U A Iσ δ δ= ±  (21a)

 1 2 221 22I U IA Aσ δ δ= ±  (21b)

 1 2 211 12U U Ia aδ δ δ= ±  (22a)

 1 2 221 22I U Ia aδ δ δ= ±  (22b)

Jako przykład, ze wzorów (20a,  b) obliczono niepewności 
względne 

1U ,δ  
1Iδ  oraz współczynniki korelacji r11 na wejściu 

dzielnika w funkcji prądu I2 na jego wyjściu. Przyjęto: napięcie 
wyjściowe U2 = 5 V, impedancje dzielnika Z1 = 200 Ω i Z2 = 
100 Ω oraz niepewności względne pomiaru napięcia i prądu na 
wyjściu 

2 2
0 5U I , %.δ δ= =  Wykresy podano na rysunkach 2 i 3. 

Rysunek 2 zawiera przebiegi wg wzoru (19), a na rysunku 3 
podano wykresy według wzorów (22a, b).

Przy pełnej korelacji napięcia U2 i prądu I2 mierzonych na 
wyjściu dzielnika, tj. gdy ich współczynnik korelacji r22 = 1 rów-

 -1

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

00 ,025 0,05 0,0750 ,1 0,1250 ,150 ,175 0,2

( )
Rys. 2. Współczynnik korelacji 
ρ11 = ρ(U1, I1) na wejściu 
dzielnika impedancyjnego 
w funkcji prądu wyjściowego 
I2 dla trzech wartości 
współczynnika korelacji  
ρ22 = ρ(U2, I2) = –1, 0, 1 
na wyjściu
Fig. 2. Correlation coefficient 
ρ11 = ρ(U1, I1) at the input of the 
impedance divider as a function 
of the output current I2 for three 
values of correlation coefficient 
ρ22 = ρ(U2, I2) = –1, 0, 1 at the 
output

 
0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0,4

0,45

0,5

0,55

00 ,025 0,05 0,0750 ,1 0,125 0,150 ,175 0,2

, [%] Rys. 3. Niepewności względne 
napięcia U1 i prądu I1 na 
wejściu dzielnika w funkcji 
wyjściowego prądu I2 dla 
trzech wartości współczynnika 
korelacji na wyjściu  
ρ22 = ρ(U2, I2) = –1, 0, 1
Fig. 3. Relative uncertainties of 
voltage U1 and current I1 at the 
divider input as function of an 
output current I2 for three values 
of the correlation coefficient at the 
output ρ22 = ρ(U2, I2) = –1, 0, 1

nież na wejściu otrzymuje się współczynnik r11 = 1 między U1 
i I1 w całym zakresie pomiarów prądu wyjściowego I2. Podobnie 
niepewności napięcia i prądu na wejściu są identyczne jak na 
wyjściu. Ilustrują to wykresy z rysunków 2 i 3.

Z rys. 3 wynika, że niepewności pośredniego pomiaru wartości 
napięcia U1 i prądu I1 na wejściu dzielnika przy ujemnej korelacji 
r22 = –1 na wyjściu, maleją o niewiele ponad 0,1%. Przy ujemnej 
korelacji r22 = –1 dla mierzonych wielkości występuje obszar sko-
kowej zmiany współczynnika korelacji r11 (rys. 2) z wartości  
+1 do –1, gdy niepewność pomiaru prądu I1 maleje do zera (dla 
0,05  A) i wzrost z wartości –1 do +1, gdy niepewność pomiaru 
napięcia U1 spada teoretycznie do zera (dla 0,075  A). Ze wzorów 
(21a, b) dla 

2 2U Iδ δ δ= =  wynika, że punkty o niepewności rów-
nej zeru, które wyznaczają przedział zmian współczynnika kore-
lacji r11, występują dla prądu I2I  =  A21U2/A22 = 50 mA i dla 
napięcia przy I2V = A11U2/A12  =  75 mA. Są wówczas najmniejsze 
niepewności pomiaru napięcia U1 i prądu I1. Maleją one od war-
tości 0,5% do zera, a następnie powoli rosną, by na końcu zakresu 
0,2 A osiągnąć 0,2–0,3% (dla U2 → 0, I2 → U1/Z1, a12 → 1,  
a22 → 1; 

1U ,δ δ→  
1Iδ δ→ ).

3.4.  Niepewności pomiarów pośrednich 
z uwzględnieniem niepewności układu 
dzielnika

Przetwarzanie mierzonego bezpośrednio menzurandu X w men-
zurand Y realizuje się w układzie z rysunku 1 z określonymi 
wartościami niepewności większymi od zera. Trzeba to 
uwzględnić, gdy ich wpływ nie jest pomijalny. Dla dzielnika 
(rys.  1) dotyczy to niepewności względnych 

1Zδ  i 
2Zδ  dla impe-

dancji Z1, Z2. Rozpatrzymy najpierw przypadek, gdy korelacja 
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wielkości wejściowych z parametrami układu nie występuje. 
Wówczas macierz kowariancji UY wyznacza się ze wzoru (6) 
jako sumę składowych pochodzących od niepewności wielkości 
wejściowych X i od parametrów układu P.

Niepewności występujące w wypadkowej macierzy kowarian-
cji UY wzrastają o niepewności funkcji przetwarzania realizo-
wanej w układzie pomiarowym. Będą one oznaczane indeksem 
11, a ich składowe pochodzące od funkcji przetwarzania – literą 
F w indeksie. Przy skorelowaniu U2, I2 ze współczynnikiem r22 
i skorelowaniu Z1, Z2 ze współczynnikiem rZ otrzymuje się wzory:

 11 1

2 2 2
FU U Uσ σ σ= +  (23a)

 11 1

2 2 2
FI I Iσ σ σ= +  (23b)

dla niepewności bezwzględnych na wejściu dzielnika, w których 
jako składowe występują kwadraty niepewności impedancji 
układu przetwarzania 

 
( )1 2 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2
1 2 1 1 2 12

2

1 2
FU Z Z Z Z Z Z ZI Z I Z Z Z I I

Z
σ σ σ ρ σ σ= + −  (24a)

 
2

2
2 22

2
2

FI Z
U
Z

σ σ=  (24b)

oraz dla niepewności względnych 

 11 1

2 2 2
FU U Uδ δ δ= +  (25a)

 11 1

2 2 2
FI I Iδ δ δ= +  (25b)

gdzie: 

 

1 2 2 2 1 2

2 2 2 2
1 1

1
1 11 2 12 2

2
F

F

Z Z Z Z Z Z ZU
U

I I I I
Z

U A U A I
δ δ ρ δ δσ

δ
+ −

= = ⋅
+

  (26a)

 ( )
2 2 22

1 21 2 22 22 21 2 22 2

F

F

I Z Z Z
I

U I
I A U A IZ A U A I

σ δ δ
δ = = =

++
  (26b)
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Rys. 4. a, c. Współczynnik 
korelacji ρ11 na wejściu 
układu w funkcji prądu I2 przy 
niepewnościach δ = 0,25%,  
δZ = 0,52%, współczynnikach 
korelacji ρ22(U2, I2) = (–1, 0, 1)  
i ρZ(Z1, Z2) = (–1, 0, 1); b. δ = 0,52%, 
δZ = 0,25% i współczynnikach 
korelacji ρ22(U2, I2) = (–1, 0, 1)  
i ρZ(Z1, Z2) = (–1, 0, 1)
Fig. 4. a, c. Correlation coefficient 
ρ11 at the input as function of output 
current I2 at uncertainties;  
b. δ = 0,52%, δZ = 0,25% and 
correlation coefficients  
ρ22(U2, I2) = (–1, 0, 1) and  
ρZ(Z1, Z2) = (–1, 0, 1)
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Jeśli 
2 2U I ,δ δ δ= =  

1 2Z Z Z ,δ δ δ= =  to niepewności bezwzględne pomiaru pośredniego napięcia i prądu na wejściu w funkcji  
niepewności względnych d i dZ wynoszą odpowiednio:
     

     (27a)

  
( )11 1 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 21 2 22 2 2 21 22 2 22
2

2I I Z Z Z
UI I A U U I A A I A
Z

σ δ δ δ ρ δ
 

= + = + + +  
 

 (27b)

Zaś niepewności względne dla tego przypadku pomiarów pośrednich napięcia i prądu na wejściu:

            

( )

( )
11

11 1

2 2 22 2
1 2 2

2 22
2

1 11 2 12 2

2 1 Z Z
U

U U

U UZ I I
Z Z
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 (28a)

                       
( )

11

11 1

2

2

22 2
2

1 11 2 12 2

I
I I Z
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σ
δ δ δ

 
 
 = = +

+
 (28b)

Współczynnik korelacji między U1 i I1 na wejściu układu wynosi:

  

( )2 2 2 2 2 2 1

11 11

2 2 2 21 2
2 1 2 2 1 2 22 2 2 1 2 1

2 2
11

2

1 2U I U I Z Z Z Z

U I

Z UU Z Z I Z Z U I ZU I
Z Z

Z

δ δ ρ δ δ δ δ ρ δ
ρ

σ σ

   
+ + + + + −   

   =  (29)

i dla par jednakowych niepewności względnych 
2 2U I ,δ δ δ= =  

1 2Z Z Zδ δ δ= =  upraszcza się do 

  

( )
11 11

2 2 2 21 2
2 1 2 2 1 2 22 2 2 1 2 1

2 2
11

2

1 2 Z Z

U I

Z UU Z Z I Z Z U I ZU I
Z Z

Z

δ ρ δ ρ
ρ

σ σ

    
+ + + + + −    

    =  (30)

a)

b)

Rys. 5. Niepewność 
względna napięcia na 
wejściu dzielnika w funkcji 
prądu wyjścia I2, dla 
niepewności δ = 0,5% oraz 
δZ = 0,2% i  współczynników 
korelacji ρZ = –1, 0, 1 układu 
i przy ich pominięciu 
(wg Supl. 2 GUM): a) dla 
skorelowania wyjścia ρ22 = 1; 
b) przy braku skorelowania 
ρ22 = 0
Fig. 5. Relative uncertainty of 
the voltage at the divider input 
as a function of output current 
I2, for uncertainty  
δ = 0.5%, the circuit δZ = 0.2%, 
correlation coefficients:  
ρZ = –1, 0, 1 and for their 
omission (acc. to Suppl.  2 
GUM): a) for correlation on 
the output ρ22 = 1; b) in the 
absence of correlation ρ22 = 0
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Rysunki 4a, b, c przedstawiają różne przypadki zależności r11 
od prądu I2 otrzymane ze wzoru (30).

Z rys. 4a wynika, że przy uwzględnieniu niepewności układu 
pomiarowego dZ, występujące na rys. 2 dla dZ = 0 granice 
obszaru o bardzo dużym spadku wartości współczynnika kore-
lacji r11(I2) między U1 i I1, ulegają rozmyciu, tj. zmieniają się 
bardziej płynnie i zależą od dZ. Obszar ten zwiększa się dla 
zmniejszających się wartości współczynnika korelacji r22 < 1 na 
wyjściu dzielnika. Wartości współczynnika r11 na brzegach tego 
przedziału prądu zmieniają się niewiele. 

Na rysunku 4b obserwuje się kilkukrotne zmniejszenie wartości 
r11 przy wzroście niepewności dZ funkcji przetwarzania i zmniej-
szaniu się niepewności d pomiarów napięcia i prądu na wyjściu 
dzielnika w stosunku do parametrów z rysunku 4c. Charaktery-
styki zależności współczynnika korelacji r11 od prądu na wyjściu 
wzrastają wraz ze współczynnikiem korelacji rZ.

Przy całkowitym skorelowaniu wielkości wejściowych i para-
metrów układu rZ = 1, r22 = 1 otrzymuje się następujące nie-
pewności względne napięcia U1 i prądu I1:
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2 2 2 2
11 2 12 2 1 2

11 2 12 2

Z

U

A U A I Z I

A U A I

δ δ
δ δ

 + + = ≥
+

 (31a)
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22 22
21 2 22 2 2

2

21 2 22 2

Z

I

UA U A I
Z

A U A I

δ δ
δ δ

  + +      = ≥
+

 (31b)

Na rysunku 5a, b przedstawiono wykresy niepewności względ-
nej 

11U [%]δ  opisane wzorem (28a) dla pośredniego pomiaru 
napięcia U1 (rys. 1) wyznaczone dla U1 = 5 V, Z1 = 200 Ω 
i Z2 = 100 Ω oraz d = 0,5%, dZ = 0,2%, w funkcji prądu I2 [A] 
przy skorelowaniu i braku skorelowania U2 i I2 dla trzech war-
tości współczynników korelacji parametrów układu. Dodatkowo 
zamieszczono wykres niepewności dla nieskorelowanych wielko-
ści wejściowych przy idealnej funkcji przetwarzania.

Z rysunków 5a, b wynika, że niepewność względna 
11Uδ  napię-

cia U1 wzrasta przy uwzględnieniu niepewności układu przetwa-
rzania. Dla dZ = 0,2% charakterystyki 

11 2U f I( )δ =  przebiegają 
coraz wyżej nad charakterystyką dla rZ = 0 przy zmniejszaniu 
się współczynnika skorelowania r22 dla napięcia i prądu wyjścia. 
Dla r22 = 1, 0, –1 są odległe średnio o 0,01%, a położenia ich 
płaskich minimów, występujących między 60–80 mA, niewiele 
różnią się od siebie.

Na rys 6a i b podano wykresy niepewności względnej 
11 2I I( )[%]δ  wg wzoru (28b) dla pomiaru pośredniego prądu I1 

na wejściu dzielnika przy braku skorelowania i przy skorelowaniu 
wielkości wejściowych. Na rysunku 7a nie występuje wpływ nie-
pewności i korelacji impedancji Z1, Z2 układu. Przyjęto podob-
nie, jak poprzednio dla pomiaru U2, I2 niepewności względne 

2 2
0 5U I , %δ δ δ= = =  oraz dZ = 0,2% dla impedancji Z1, Z2 i war-

tości U2 = 5 V, Z1 = 200 Ω i Z2 = 100 Ω. Rysunek 7b przedsta-
wia podobne wykresy dla trzech współczynników korelacji 
napięcia i prądu na wyjściu układu r22 = –1, 0, 1 z uwzględnie-
niem niepewności układu przetwarzania dZ = 0,2%.

a)

b)

Rys. 6. Niepewności względne 
pośredniego pomiaru prądu 
na wejściu dzielnika z rys. 1 
w funkcji prądu wyjściowego 
I2 dla skorelowania i braku 
skorelowania na wyjściu 
układu: a. dla ρ22 = 0, 1; b. dla  
ρ22 = 0, –1, 1
Fig. 6. Relative uncertainties of 
indirectly measured input current 
as a function of output current 
I2 for correlations at the circuit 
output: a. ρ22 = 0, 1; b. ρ22 = 0, 
–1, 1

0,3

0,32

0,34

0,36

0,38

0,4

0,42

0,44

0,46

0,48

0,5

0,52

0,54

0,56

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,2

[%]

[A]

,2%

0
0,04
0,08
0,12
0,16
0,2

0,24
0,28
0,32
0,36
0,4

0,44
0,48
0,52
0,56
0,6

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 0,11 0,12 0,13 0,14 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19 0,2

[%]

[A]

95

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski 



Z analizy charakterystyk na rysunkach 6a, b wynika, że nie-
pewność względna 

11 2I I( )δ  prądu I1 na wejściu układu nieznacz-
nie wzrasta przy uwzględnieniu niepewności dZ = 0,2% dla 
impedancji układu przetwarzania, tj. do 0,04% na początku 
i rzędu 0,01% w pozostałej części z zanikającymi różnicami na 
końcu przedziału. Niepewność ta wzrasta też wraz z wartością 
współczynnika korelacji między impedancjami dzielnika. Odchy-
lenia od wartości maksymalnych, bliskich 0,5 % dla dZ = 1 
wynoszą około 0,2% dla dZ = –1 i o około 0,1% dla dZ = 0.

4. Przykłady obliczeń wyników 
pośrednich pomiarów dla różnych 
wariantów niepewności układu 
pomiarowego i skorelowań

4.1.  Niepewności i współczynniki korelacji  
dla  = 0

Poniżej przedstawiono przykłady obliczeń niepewności napięcia 
i prądu mierzonych pośrednio na niedostępnym wejściu dziel-
nika impedancyjnego (rys. 1) w przypadkach, gdy parametry 
układu są nieskorelowane skrośnie z wielkościami mierzonymi, 
tj. gdy U = 0, czyli wg wzoru (5).

= +T T
Y X P P PU SU S S U S

Przyjęto następujące wartości parametrów układu: impe-
dancje: Z1 = 9Z2 = 900 Ω, Z2 = 100  Ω, obie impedancje przy 
prądzie stałym DC o niepewnościach względnych uB = 0,2%, 
wielkości mierzone bezpośrednio na wyjściu dzielnika napięcie: 

2 = 5 V, I2 = 50 mA, z niepewnością względną typu B 0,2% 
tym samym lub różnymi przyrządami. Z tych wartości wyzna-
czono prąd impedancji Z2: , ,  

1 = 0,1  A·900  Ω + 5 V = 95  V. Obliczono niepewności dla 
czterech wariantów korelacji parametrów układu i wielko-
ści mierzonych:
1. Wielkości mierzone nieskorelowane, niepewności przetwarzania 

pomijalne (wg GUM-S2)
2. Wielkości mierzone nieskorelowane z uwzględnieniem niepew-

ności układu przetwarzania
3. Wielkości mierzone skorelowane r22 = 1 bez uwzględnienia 

niepewności układu
4. Wielkości skorelowane r22 = 1 z uwzględnieniem niepewności 

i skorelowania w układzie. 
W tabeli 2 zestawiono przykłady numeryczne dla skorelowa-

nych i nieskorelowanych wielkości wejściowych i parametrów 
dzielnika z pominięciem lub uwzględnieniem niepewności prze-
twarzania i jego skorelowania. 

Największe wartości niepewności 
11Iδ  dla prądu I1 i 11Uδ  dla 

napięcia U1 otrzymano przy uwzględnieniu niepewności impe-
dancji układu realizującego funkcję przetwarzania. Niepewność 
0,14% dla idealnego przetwarzania wzrasta do 0,22% przy 
uwzględnienia niepewności przetwarzania i pełnej korelacji 
zarówno napięcia i prądu na wyjściu dzielnika, jak i obu impe-
dancji. Obserwuje się też zmniejszenie współczynnika korelacji 
na wejściu układu z 1 dla idealnego przetwarzania do 0,6 przy 
uwzględnieniu niepewności funkcji przetwarzania.

4.2.  Wpływ skorelowana impedancji układu 
z wielkościami mierzonymi  ≠ 0

W tym rzadko występującym w parktyce przypadku do wzoru 
(5) użytego dla macierzy kowariancji UY w punkcie 4.1 docho-
dzą dwa składniki i trzeba użyć pełny wzór (3) z tabeli 1, tj.:

+= + +T T T
Y X X X P P PU S U S S U S V V

gdzie: .= T
PV SUS

Układ dzielnika (rys. 1) ma dwuwymiarowe (2D) menzu-
randy X i Y i dwie impedancje Z1, Z2 jako niezależne parametry 
wewnętrzne. Liczba możliwych współczynników korelacji wynosi 
6, w tym 4 niezależne dla każdej z macierzy składowych UA i UB. 
Tylko dla macierzy UXA(U2, I2) współczynnik ten można uzyskać 
eksperymentalnie, jeśli synchronicznie przeprowadzi się pomiary. 
Pozostałe współczynniki szacuje się heurystycznie z danych tech-
nicznych lub z inne pomiarów.

W podanych przykładach obliczeń elementów macierzy UY 
przyjmie się jednakowy współczynnik korelacji rV między napię-
ciem i prądem na wyjściu dzielnika, a impedancjami dzielnika. 
Wówczas

22 1 22 2

22 1 22 2

V U Z V U Z

V I Z V I Z

.
ρ σ σ ρ σ σ

ρ σ σ ρ σ σ

 
 =
  

U

Wyniki obliczeń przy skorelowaniu impedancji z wielkościami 
mierzonymi podano w tabeli 3.

Największe wartości niepewności uzyskano przy pełnej korelacji 
r22 wielkości wejściowych, pełnej korelacji rZ =1 impedancji układu 
przetwarzania i korelacji rV wielkości wejściowych z parametrami 
układu, tj. r22 = rZ = rV = 1. Otrzymano ponad 1% dla napięcia 
i ponad 0,9% dla prądu. W stosunku do przypadku nieskorelo-
wanych wielkości, tj. dla korelacji r22 = rZ = rV = 0, niepewność 
napięcia U2 i prądu I2 wzrosła o około 0,7%. Zmiana współczynnika 
korelacji z rV = –1 na rV = 1, bez uwzględnienia innych korelacji, 
powoduje zwiększenie niepewności napięcia z około 0,6% do około 
0,8 %, a prądu z około 0,8% do około 0,6% przy stałym współ-
czynniku korelacji r11 na wejściu. 

4.3.  Wpływ warunków zewnętrznych,  
w tym nadmiernych odchyleń

W trakcie pomiarów mogą wystąpić odchylenia nadmierne, 
tzw. outliery, np. indukowane przez pole elektromagnetyczne, 
od impulsów napięcia z sieci zasilającej, a nawet od skoków 
temperatury. Jeśli nie zostaną one usunięte z danych pomia-
rowych – np. zgodnie z kryterium Rabbsa lub tzw. meto-
dami odpornymi [4], to przy estymacji niepewności pomiarów 
wg GUM, opartej obecnie na odchyleniu standardowym war-
tości średniej, mogą istotnie zniekształcić ocenę dokładności 
wyniku. Odporność na wpływ outlierów dla układu do pomia-
rów pośrednich można oszacować przez najgorszy przypadek 
przyrostów wielkości mierzonych i zmian parametrów tego 
układu, czyli przez błędy graniczne. Na przykład dla układu 
czwórnika (rys. 1), z różniczki zupełnej równań (14a, b) o jed-
nakowym znaku przyrostów ∆Z1, ∆Z2 otrzymuje się

1 2 2 2
2 1 2 2 1 22

2 2 2
T

Z Z U UU U Z I I Z Z
Z Z Z

 +∆ ≤ ∆ + ∆ + + ∆ − ∆ 
 

(32a)

 

2
2 2 2

2 2

1
T

UI U I Z
Z Z

∆ ≤ ∆ + ∆ + ∆  (32b)

Jeśli układ pomiarowy dokonuje cyklicznie zautomatyzowa-
nych pomiarów w warunkach, w których występują outliery 
lub inne krótkotrwałe zakłócenia, to do składowych niepew-
ności menzurandu Y pochodzących od niepewności pomia-
rów menzurandu X i od niepewności funkcji F spowodowanej 
przez parametry P układu, trzeba dodać geometrycznie stan-
dardowe niepewności od wpływów dodatkowych nadmiernych 
zakłóceń T występujących w warunkach pomiaru i przy naj-
mniej korzystnych wartościach współczynników korelacji. Dla 
poszczególnych wielkości yi menzurandu Y otrzymuje się sumę 
niepewności względnych

 
2 2 2 2
i i i iy y X y F y Tδ δ δ δ= + +  (33)
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Tabela 2. Wyniki przykładów obliczeń pośrednich pomiarów napięcia i prądu na wejściu dzielnika z rys. 2
Table 2. Results of examples of calculation in indirect voltage and current measurements at the divider input

Lp. Macierz SX r22 Macierz UX Macierz SP rZ

1

10 900

0 01 1, S

 Ω
 
  

0
2

8 2

0 0001 0

0 10

, V VA

VA A−

 
 
  

‒ 0

Macierz UP Macierz UY

Niepewności
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności

prądu 
11 11I I/σ δ

Współczynnik 
korelacji ρ11

‒
2 6

6 8 2

0 0181 19 10

19 10 2 10

, V VA

VA A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

134,54 mV/0,14% 0,141 mA/0,14% 0,999

2

Macierz SX r22 Macierz UX Macierz SP rZ

10 900

0 01 1, S

 Ω
 
  

0
2

8 2

0 0001 0

0 10

, V VA

VA A−

 
 
  

0 1 0 45

0 0 0005

, A , A

A , A

 −
 
 − 

0

Macierz UP Macierz UY

Niepewności
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności

prądu 
11 11I I/σ δ

Współczynnik 
korelacji r11

2 2

2 2

3 24 0

0 0 04

,

,

 Ω Ω
 
 Ω Ω 

2 6

6 8 2

0 0586 28 10

28 10 3 10

, V VA

VA A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

242,07 mV/0,25% 0,173 mA/0,17% 0,668

3

Macierz SX r22 Macierz UX Macierz SP rZ

10 900

0 01 1, S

 Ω
 
  

1
2 6

6 8 2

0 0001 10

10 10

, V VA

VA A

−

− −

 
 
  

‒ 0

Macierz UP Macierz UY

Niepewności 
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności

prądu 
11 11I I/σ δ

Współczynnik 
korelacji r11

‒
2 6

6 8 2

0 0361 38 10

28 10 4 10

, V VA

VA A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

190,00 mV/0,2% 0,2 mA/0,2% 1

4

Macierz SX r22 Macierz UX Macierz SP rZ

10 900

0 01 1, S

 Ω
 
  

1
2 6

6 8 2

0 0001 10

10 10

, V VA

VA A

−

− −

 
 
  

0 1 0 45

0 0 0005

, A , A

A , A

 −
 
 − 

1

Macierz UP Macierz UY

Niepewności 
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności 

prądu 
11 11I I/σ δ

Współczynnik 
korelacji r11

2 2

2 2

3 24 0 36

0 36 0 04

, ,

, ,

 Ω Ω
 
 Ω Ω 

2 6

6 8 2

0 0442 29 10

29 10 5 10

, V VA

VA A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

210,24 mV/0,22% 0,224 mA/0,22% 0,616
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Tabela 3. Przykłady oszacowania niepewności U1 i I1 przy występowaniu skorelowania parametrów układu pomiarowego  
i δZ = 0,1% oraz wielkości mierzonych o niepewności δ = 1%
Table 3. Examples of estimation uncertainties of U1 and I1 for the impact of correlation of measuring circuit parameters and measured quantities and their 
uncertainties δZ = 0.1%; δ = 1%

L.p. Macierz SX Macierz UX r22 rV Macierz U Macierz SP

1

10 900

0 01 1, S

 Ω
 
  

2

8 2

0 0025 0

0 25 10

, V VA

VA A−

 
 
 ⋅ 

0 0
0 0

0 0

 
 
  

‒

rZ Macierz V Macierz UY

Niepewności 
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności 

prądu 
11 11I I/σ δ

Współczynnik korelacji r11

0
0 0

0 0

 
 
  

2 5

5 7 2

0 4525 475 10

475 10 5 10

, V VA

VA A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

672,68 mV/0,71% 0,707 mA/0,71% 0,998

2

Macierz SX Macierz UX r22 rV Macierz U Macierz SP

10 900

0 01 1, S

 Ω
 
  

2

8 2

0 0025 0

0 25 10

, V VA

VA A−

 
 
 ⋅ 

0 1
0 045 0 005

0 0009 0 0001

, V , V

, V , V

 Ω Ω
 
  

0 1 0 45

0 0 0005

, A , A

A , A

 −
 
 − 

rZ Macierz V Macierz UY

Niepewności 
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności 

prądu 
11 11I I/σ δ

Współczynnik korelacji r11

0
2

8 2

0 063 0 0007

0 0007 7 5 10

, V , VA

, VA , A−

 −
 
 − − ⋅ 

2 6

6 7 2

0 0589 475 10

475 10 3 53 10

, V VA

VA , A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

767,22 mV/0,81% 0,593 mA/0,59% 1

3

Macierz SX Macierz UX r22 rV Macierz U Macierz SP

10 900

0 01 1, S

 Ω
 
  

2

8 2

0 0025 0

0 25 10

, V VA

VA A−

 
 
 ⋅ 

0 –1
0 045 0 005

0 0009 0 0001

, V , V

, V , V

 − Ω − Ω
 
 − − 

0 1 0 45

0 0 0005

, A , A

A , A

 −
 
 − 

rZ Macierz V Macierz UY

Niepewności 
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności 

prądu 
11 11I I/σ δ

Współczynnik korelacji r11

0
2

8 2

0 063 0 0007

0 00007 7 5 10

, V , VA

, VA , A−

 −
 
 − ⋅ 

2 6

6 7 2

0 337 480 10

480 10 6 53 10

, V VA

VA , A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

580,19 mV/0,61% 0,808 mA/0,808% 1

4

Macierz SX Macierz UX r22 rV Macierz U Macierz SP

10 900

0 01 1, S

 Ω
 
  

2 6

6 8 2

0 0025 25 10

25 10 25 10

, V VA

VA A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

1 1
0 045 0 005

0 0009 0 0001

, V , V

, V , V

 Ω Ω
 
  

0 1 0 45

0 0 0005

, A , A

A , A

 −
 
 − 

rZ Macierz V Macierz UY

Niepewności 
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności 

prądu 
11 11I I/σ δ Współczynnik korelacji r11

1
2

8 2

0 063 0 00007

0 0000675 7 5 10

, V , VA

, VA , A−

 −
 
 − ⋅ 

2 6

6 7 2

1 030525 945 10

945 10 8 53 10

, V VA

VA , A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

1,015 V/1,07% 0,923 mA/0,923% 1

98

Rozszerzona metoda oceny niepewności pośrednich pomiarów wieloparametrowych i układów do tych pomiarów. Część 2.

P O M I A R Y • A U T O M A T Y K A • R O B O T Y K A  NR 4/2019



L.p. Macierz SX Macierz UX r22 rV Macierz U Macierz SP

1

10 900

0 01 1, S

 Ω
 
  

2

8 2

0 0025 0

0 25 10

, V VA

VA A−

 
 
 ⋅ 

0 0
0 0

0 0

 
 
  

‒

rZ Macierz V Macierz UY

Niepewności 
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności 

prądu 
11 11I I/σ δ

Współczynnik korelacji r11

0
0 0

0 0

 
 
  

2 5

5 7 2

0 4525 475 10

475 10 5 10

, V VA

VA A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

672,68 mV/0,71% 0,707 mA/0,71% 0,998

2

Macierz SX Macierz UX r22 rV Macierz U Macierz SP

10 900

0 01 1, S

 Ω
 
  

2

8 2

0 0025 0

0 25 10

, V VA

VA A−

 
 
 ⋅ 

0 1
0 045 0 005

0 0009 0 0001

, V , V

, V , V

 Ω Ω
 
  

0 1 0 45

0 0 0005

, A , A

A , A

 −
 
 − 

rZ Macierz V Macierz UY

Niepewności 
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności 

prądu 
11 11I I/σ δ

Współczynnik korelacji r11

0
2

8 2

0 063 0 0007

0 0007 7 5 10

, V , VA

, VA , A−

 −
 
 − − ⋅ 

2 6

6 7 2

0 0589 475 10

475 10 3 53 10

, V VA

VA , A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

767,22 mV/0,81% 0,593 mA/0,59% 1

3

Macierz SX Macierz UX r22 rV Macierz U Macierz SP

10 900

0 01 1, S

 Ω
 
  

2

8 2

0 0025 0

0 25 10

, V VA

VA A−

 
 
 ⋅ 

0 –1
0 045 0 005

0 0009 0 0001

, V , V

, V , V

 − Ω − Ω
 
 − − 

0 1 0 45

0 0 0005

, A , A

A , A

 −
 
 − 

rZ Macierz V Macierz UY

Niepewności 
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności 

prądu 
11 11I I/σ δ

Współczynnik korelacji r11

0
2

8 2

0 063 0 0007

0 00007 7 5 10

, V , VA

, VA , A−

 −
 
 − ⋅ 

2 6

6 7 2

0 337 480 10

480 10 6 53 10

, V VA

VA , A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

580,19 mV/0,61% 0,808 mA/0,808% 1

4
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6 8 2

0 0025 25 10

25 10 25 10
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VA A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

1 1
0 045 0 005

0 0009 0 0001

, V , V

, V , V

 Ω Ω
 
  

0 1 0 45

0 0 0005

, A , A

A , A

 −
 
 − 

rZ Macierz V Macierz UY

Niepewności 
napięcia 

11 11U U/σ δ
Niepewności 

prądu 
11 11I I/σ δ Współczynnik korelacji r11

1
2

8 2

0 063 0 00007

0 0000675 7 5 10

, V , VA

, VA , A−

 −
 
 − ⋅ 

2 6

6 7 2

1 030525 945 10

945 10 8 53 10

, V VA

VA , A

−

− −

 ⋅
 
 ⋅ ⋅ 

1,015 V/1,07% 0,923 mA/0,923% 1

Wyznaczenie składników tego wzoru dla napięcia U2 i prądu I2 na 
wejściu dzielnika pozostawiamy Czytelnikowi jako sprawdzian, czy 
autorzy wystarczająco przejrzyście przedstawili zagadnienie.

5. Podsumowanie i wnioski

Omówiono zestawione w tabeli 1 wzory rozszerzonej metody wyznacza-
nia niepewności pomiarów pośrednich wieloparametrowych. Metoda ta 
uwzględnia niepewności i skorelowania parametrów układu realizują-
cego wielowymiarową funkcję przetwarzania. Przedstawiono przykład 
zastosowania tej metody w pośrednich pomiarach napięcia i prądu 
dwójnika dostępnego jedynie za pośrednictwem dzielnika impedan-
cyjnego. Sytuacje takie występują w pomiarach wysokonapięciowych 
oraz w diagnostyce technicznej układów elektrycznych.

Jako przykład zastosowania metody rozważono szczegółowo nie-
pewności wyznaczania napięcia i prądu na wejściu obciążonego dziel-
nika impedancyjnego na podstawie pomiarów na dostępnym jedynie 
jego wyjściu. Wyprowadzono macierzowe zależności uwzględniające 
niepewność realizacji funkcji przetwarzania przez ten układ. Ujmują 
one wzrost niepewności całkowitych estymowanego napięci i prądu 
przy uwzględnianiu niepewności funkcji przetwarzania. Wzrost ten nie 
przekracza sum niepewności pomiarów wielkości wejściowych i nie-
pewności parametrów układu.

W prezentowanych wariantach tego układu przyrost niepewności 
zmieniał się wraz z wartością i znakiem współczynników korelacji para-
metrów układu jak i wielkości wejściowych, a także w funkcji poboru 
prądu na wyjściu układu dzielnika impedancyjnego. Znaczne zmiany 
występowały w pomiarach pośrednich napięcia przy silnie skorelowa-
nych wielkości wejściowych.

Omawianą metodę można z pożytkiem stosować zarówno do oceny 
pośrednich pomiarów wieloparametrowych wykonywanych zesta-
wem przyrządów, jak i do oceny dokładności przyrządów i systemów 
pomiarowych o wbudowanym zintegrowanym układzie pomiarowym 
do takich pomiarów.

Autorzy zamierzają przeanalizować wyznaczanie niepewności kilka 
innych układów do pomiarów wieloparametrowych stosowanych w róż-
nych dziedzinach, w tym np. pomiarów składowych mocy w sieciach 
trójfazowych o przebiegach odkształconych oraz zbadać właściwości 
statystyczne układów wieloparametrowych przy niegaussowskich roz-
kładach prawdopodobieństwa zbiorów odchyleń i różnych funkcjach 
przetwarzania wielkości mierzonych. 
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