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Streszczenie: w pracy przedstawiono propozycje metody wyznaczania parametrow i pasma
niepewnosci funkcji nieliniowej dopasowanej do zmierzonych danych punktéw badanych. By jg
zlinearyzowac trzeba dokonac zamiany jednej lub obu zmiennych okreslonej funkcji nieliniowe;j.
Nastepnie metoda regresji liniowej dobrano najkorzystniejsze parametry linii prostej dopasowanej
do wartosci wspofrzednych punktdow wg wazonego ogodlnego kryterium sredniokwadratowego
WTLS. Uwzglednia sie tez wspoétczynniki autokorelacji i korelaciji wzajemnej oraz niepewnosci

obu wspétrzednych oszacowane na podstawie przewodnika GUM. Z parametrdw otrzymanej linii
prostej i jej pasma niepewnosci wynikajg poszukiwane parametry funkcji nieliniowej oraz jej pasmo
niepewnosci. Podano przyktady liczbowe wyznaczania parametréw i pasma niepewnosci dwiema
metodami dla jednej z gatezi paraboli drugiego stopnia oraz dla ztozonej funkcji wykfadnicze;j.

Stowa kluczowe: regresja liniowa funkdji nieliniowych, dopas
najmniejszych kwadratow

1. Wprowadzenie

Charakterystyki znamionowe wielu sensoréw, przetwornikéw
i przyrzadéw pomiarowych, jak i zaleznosci parametréw wielu
badanych zjawisk, wlasciwosci materiatow, charakterystyki
urzadzen i ich elementéw opisuje sie funkcjami nieliniowymi.
W praktyce metrologicznej (np. we wzorcowaniu i okresowej
kontroli przyrzadéw) wyznacza sie rzeczywiste wartosci para-
metrow badanych charakterystyk. Ich przebiegi i niepewnosci
poréwnuje sie ze znamionowymi, by stwierdzi¢, czy spelniaja
okreslone wymagania.

Podstawowym narzedziem matematycznym stosowanym
w dopasowywaniu parametréow réznych funkeji liniowych i nieli-
niowych do zmierzonych wartosci jednej lub kilku wspolrzednych
badanych punktow jest regresja liniowa. Dla dwu zmiennych
dotyczy ona wyznaczenia funkeji y = f(p,, z) o liniowe] zaleznodci
od jej m parametréw p, 7 = 1, .., m. Na przyklad, dla paraboli
y = a2’ + bx + ¢ wyznacza sie parametry a, b, c. Jako kryte-
rium wykorzystuje sie rézne warianty metody najmniejszych
kwadratéw, w tym najbardziej ogélna jej posta¢ o akronimie
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WTLS (ang. Weighted Total Least Squares), czyli wazona ogélna
metoda najmniejszych kwadratéw). Uwzglednia ona wszystkie
dane badanych punktéw, tj. zmierzone wartosci wspotrzednych,
rozktady i niepewnosci oraz autokorelacje i korelacje wzajemne
wynikéw ich pomiaréw. Wyznacza si¢ réwnanie badanej funk-
¢ji i granice jej pasma niepewnosci rozszerzonej (zwanego tez
korytarzem niepewnosci) jako przedzialu wystepowania bledéw
o okreslonym prawdopodobienstwie. Regresje liniowa stosuje sie
we wszystkich $cistych, przyrodniczych i spotecznych dyscypli-
nach naukowych, w medycynie i ochronie zdrowia, w gospodarce
i dziedzinach technicznych, w tym w sluzbie miar. Opracowne
sg metody analityczne i algorytmy numeryczne do wyznaczania
parametréw funkcji liniowych i wiele nieliniowych dopasowanych
do danych pomiarowych.

Istnieje wiele metod regresji liniowej dla dopasowywania réz-
nych funkgcji nieliniowych do danych pomiarowych. Sg one rozbu-
dowane numerycznie i zwykle nazywane nazwiskami ich tworcow.
Najstarsza jest metoda Gaussa-Newtona z 1809 r. [5-8]. Metody
quasi-newtonowskie to: metoda Davidson-a, Fletcher-a i Powell-a
[9], metody BFGS [10], Levenberga-Marquardta [11-13]
i ogdlna numeryczna metoda rozwiazywania réwnan nielinio-
wych Raphsona-Newtona. Stosuje sie tez metode Monte Carlo.

W podstawowych pracach matematycznych o metodach regre-
sji zwykle nie ocenia si¢ niepewnosci pomiaréw Scisle wedlug
zasad miedzynarodowego przewodnika wyznaczania niepewno-
$ci pomiaréw GUM [1] (ang. Guide to the expression of Uncer-
tainty in Measurement), uzywanego powszechnie w praktyce
pomiarowej. Wynika to stad, ze jego pierwsza wersja, inicju-
jaca pojecia niepewnosci pomiaréw ukazala si¢ w 1993 r., zas
wiele metod regresji powstato wezesniej. Nawet w najnowszych
pracach zwykle nie uwzglednia sie niepewnosci sktadowej typu
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B (o symbolu u,), ktéra szacuje si¢ taczny zrandomizowany
wplyw zbioru nieznanych co do wartosci btedéw systematycz-
nych przyrzadéw uzytych w eksperymencie pomiarowym. Doko-
nuje sie to na podstawie maksymalnych dopuszczalnych btedéw
przyrzadéw podawanych przez producentéw. Jesli powtarza sie
pomiary wspélrzednych badanych punktéw, to wyznacza sie

. . . ;. . 2 2
tez losowe skladowe u, i niepewnosci zlozone u = fuj +up.

Parametry poszukiwanej funkcji y = f(z) wyznacza sie metoda
regresji liniowej wedlug kryterium najmniejszych kwadratéw dla
wspotrzednych punktéw badanych z uwzglednieniem ich niepew-
nosci u, autokorelacji i korelacji wzajemnej [14]. Szacuje sie tez
pasmo niepewnosci rozszerzonej U = ku(y) dla rzednej y = f(x)
o okre$lonym prawdopodobienistwie p.

Autorzy w serii prac o stosowaniu regresji liniowej w technice
pomiarowej [15-22], w tym trzech [15, 16, 22], wezesniej opubli-
kowanych w PAR, konsekwentnie stosowali zasady przewodnika
GUM [1] do oceny niepewnosci pomiaréw punktéw badanych
i pasma niepewnosci linii prostej wyznaczanej metoda regresji.
Rozpatrzyli rézne przypadki parametréw oraz pomiaréw jednej
i obu wspélrzednych punktéw badanych przy wystepowaniu
autokorelacji dla zbioréw bledéw opisywanych przez niepew-
nosci u, oraz u, dla kazdej z obu zmiennych i z uwzglednie-
niem ich autokorelacji i korelacji wzajemnej, czyli kros-korelacji.
Uwzgledni sie to tez w proponowanej metodzie regresji liniowej
dla funkcji nieliniowych.

2. Metoda dopasowania funkji
nieliniowej do danych pomiarowych

Do wyznaczania parametréw modeli matematycznych opisu-
jacych charakterystyki urzadzen i ich elementy, w tym funkcji
nieliniowych uzywa si¢ teraz powszechnie obliczent komputero-
wych i metody najmniejszych kwadratéw. Przedtem unikano tej
metody jako bardzo uciazliwej obliczeniowo. Stosowano m.in.
wzrokowe dopasowywanie wykreséw krzywych do punktéw
pomiarowych zaznaczanych na papierze milimetrowym. Krzywe
nieliniowe linearyzowano przez dobér dla poszukiwanej funkcji
odpowiedniej podzialki na tym papierze, np. skale kwadratowa,
logarytmicznag lub wykladnicza. Byla to metoda mato doktadna.

Ponizej proponuje sie podobna numeryczna metode wyznacza-
nia parametréw okreslonej funkeji nieliniowej y = f{z) dopasowa-
nej do danych eksperymentalnych, ale realizowana komputerowo.
W metodzie tej tez dokonuje si¢ zmiany zmiennych okreslajacych
wspolrzedne punktéw pomiarowych, takiej, aby w nowym ukla-
dzie kartezjanskim uzyskaé lini¢ prosta. Nowe zmienne y i &
sa roznymi funkcjami jednej ze zmiennych pierwotnych y lub z.
Zaklada sie tez, ze sa one sparametryzowane jednym wspélnym
parametrem . Réwnanie linii prostej w nowych wspotrzednych
ma wowczas postac:

W(y7ﬁ):01§(x7ﬁ)+00 (1)

Parametry réwnania (1) zostana dopasowane metoda regresji
liniowej do danych pomiarowych wedlug uogélnionego kryterium
najmniejszych kwadratow WTLS. Z otrzymanych wartosci para-
metréw 6, 6, i f wyznaczy sie parametry funkcji nielinio-
wej. W tym ujeciu, wskutek niedoktadnosci pomiaréw, zaréwno
wspélezynnik nachylenia 6,, jak i wyraz wolny 6, beda mialy
niepewnosci u(6,)#0 i u(6,) = 0.

W rozwiazywaniu zagadnien techniki pomiarowej metodami
regresji zastosuje sie liniowe przyblizenie wartoséci btedow i nie-
pewnosci przez czlon z pierwsza pochodna. Jest to dopuszczalne,
gdy ich wartosci nie przekraczaja kilku procent zakresu i odchy-
lenia potozenia punktéw od wyznaczanej funkcji (zmienna reszt-
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kowa) nie sa zbyt duze. Dlatego tez proponowana tu metode
nazwaliSmy przyblizona.

W nowych zmiennych y i & wystepuje parametr S. Dla
kazdego zbioru danych pomiarowych ma on okreslona najko-
rzystniejsza stala warto$¢ o niepewnoéci u () ~ 0. Ograniczenie
rozrzutu do czlonu z pierwsza pochodna umozliwia minimali-
zacje funkcji kryterialnej ¢,. jako dwuargumentowej zaleznej
tylko od 6, i B. Rozwiazanie wymaga uzycia zlozonych algo-
rytmoéw numerycznych. Wieksza liczba dobieranych parametréw
znacznie skomplikowataby procedurg minimalizacji funkcji g,,.
Moglyby pojawié¢ si¢ lokalne minima, a nawet funkcja kryte-
rialna bez globalnego minimum. Zwigkszyltby si¢ tez istotnie
czas obliczen numerycznych.

Doktadnosé¢ wyniku otrzymanego omawiana metoda ocenia
si¢ przez szeroko$¢ pasma niepewnoéci wyznaczonej funkcji,
a przy znanym znamionowym jej przebiegu, przez rozbieznos$é
obu krzywych.

Jako przyktady obliczeniowe proponowanej metody rozpatrzy
si¢ dwa warianty wyznaczania parametréw paraboli drugiego
stopnia oraz zlozonej funkcji wykladniczej, uznanej w mono-
grafii N. Drapera i H. Smitha [25] za niemozliwa do linearyzacji
przez zmiane zmiennych. Parametry obu funkeji nieliniowych
zostang dopasowane do danych pomiarowych badanych punk-
téw dla réznych niepewnosci i korelacji sktadowych losowych ich
wspdlrzednych. Funkeja nieliniowa y = f(z) po zamianie zmien-
nych na ¥ i & staje si¢ linig prosta v (y,B) = 6,¢(x, B)+6,
dopasowana do punktéw M, (é,l//{) metoda regresji liniowej
(rys. 1). Wykorzystamy rozwazania dotyczace regresji liniowej
linii prostej dla pomiaréw jednej i obu zmiennych oraz réznych
przypadkéw rozrzutu wspotrzednych, ich niepewnosci, autokore-
lacji i korelacji wzajemnej zmiennych. Zawarte sa one we wcze-
$niejszych naszych pracach [15-24], w tym polskojezycznych
[15, 16, 20, 22, 23].
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Rys. 1. Wynik przeksztatcenia funkcji nieliniowej w lini¢ prosta
Fig. 1. The result of transforming the non-linear function into a straight line

Niepewnosci parametréw 6, i 6, prostej (1) zaleza od nie-
pewnosci pomiaréw wspéirzednych punktéow M(z, y,) (dla
i =1, ..., n) i od wszystkich autokorelacji i korelacji wzajem-
nych zbioréw wspélrzednych. ktore moga wystapi¢ w tych
pomiarach. Wplywy te opisuje ogdélnie macierz kowariancji

U
U, = {UTX ;Y} Sklada si¢ ona z czterech macierzy i wyste-
XYy Y

puje w funkcji kryterialnej (AX A Y) :

¢(AX,AY)=[AX, AY]{ Uy ny}l {AX

i 2
uT, U, Ay}—)mm (2)

gdzie: AX = X - XPi AY=Y- Yp to wektory odchylen jako
réznice miedzy wektorami wspoéhrzednych punktéw pomiarowych
X=[z,.,z)" Y=y, .., y]"iwektorami X, = [xp], vy :cpn]"‘

1Y,=ly,, - y,]" odpowiadajacych im wspélrzednych punk-
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téw lezacych na krzywej dopasowywanej, U,, U, i Uy, —
macierze kowariancji wspolrzednych z i y punktéow badanych
i ich korelacji wzajemnych (krzyzowych).

Dopasowanie funkcji nieliniowej y = f(z) do zmierzonych
wsp6lrzednych (z, y,) punktéw badanych wynika z dopasowa-
nia metoda regresji linii prostej y = 6, + 6, (rys. 1) do nowych
wspOtrzednych punktéow M, (é‘,b.,l//,;). Punktom tym odpowia-
daja punkty P, (fm.,y/m.) dla 7 = 1, .., n, lezace na tej prostej.
Odcinki taczace oba rodzaje punktéw, w ogdlnym przypadku
maja rézne dlugosci i nachylenia. Sa one zalezne od nachylenia
prostej regresji i od elementéw macierzy kowariancji zmierzo-
nych wspélrzednych. Przy braku korelacji, macierz ta staje si¢
diagonalna i nachylenia odcinkéw taczacych punkty zaleza tylko
od nachylenia prostej regresji i wzajemnego stosunku kwadratéw
niepewnosci obu wspélrzednych w kazdym punkcie pomiaro-
wym. W szczegélnym przypadku dla réwnych niepewnosci obu
wspolrzednych punktéw, odcinki te sa prostopadle do prostej
regresji. Punktom pomiarowym M; odpowiadaja na tej prostej
punkty P, o polozeniu zaleznym od wspoétrzednych M, oraz ich
niepewnosci i wspoltezynnikéw korelacji. Jesli wystepuja tylko
niepewnosci y, to punkty P, sa rzutami punktéw M, w kierunku
pionowym 0¥ na te¢ prosta.

Zaleznosci opisujace propagacje odchylen przy zmianie zmien-
nych mozna przedstawi¢ w postaci rozwiniecia w szereg Taylora.
Male wartosci odchylenn zmiennej resztkowej wraz z bledami
pomiaru wspélrzednych punktéw przybliza sie z wystarcza-
jaca dokladnoscia pierwszymi wyrazami tego rozwiniecia. Za
pomoca pierwszej pochodnej okredla sie¢ odchylenia y i &
jako A&~ E&'(x,B)Az 1 Ay ~y'(y,B)Ay. Zapisuje sie je
wspélnie w macierzy diagonalnej L o rozmiarze [2n x 2n]:

&'(z,8) 0 0 0
B 0 v &z, P) 0
=1y 0 v (y,8) 0 0 (3)
L 0 0 0 v'(y,,5) |

dla ktérej LL' = L'L = 1, gdzie I — jest macierza jednost-
kowa.

Niepewnosci w nowych wspélrzednych kartezjanskich wynikaja
posrednio z tego liniowego przyblizenia. Dla gaussowskich roz-
kladéw odchylert: u(y) ~ |x//’(y,ﬁ)|u(y) iu(é)= |§'(z,ﬂ)|u(1;)
i funkcja kryterialna (2) w nowych wspélrzednych kartezjaniskich
przyjmuje postac¢ nastepujaca:

¢(AX,AY)=[AX,AY |LL" { Us

U,, " AX
] )
UXY UY

AY

U, Uﬂl { A&

z[Ag,AW]{U; U, AIP}:%(Af,AY’,/}) (4)

Punkty pomiarowe i macierze kowariancji w nowych wspot-
rzednych okreslone sa odpowiednio przez wektory & i ¥ oraz
macierze Uy, Uy 1 Ugp. Jedynie nieznany jest parametr [.
Nalezy dobraé taka jego stala wartosé, aby zminimalizowaé¢ funk-
cj¢ kryterialna ¢,.. Zaklada sig, Ze niepewnosc tej operacji jest
pomijalnie mala, tzn. u () = 0. Przy przeksztalceniu wektoréw
X, X,1Y, Y, odpowiednio w wektory &, &, i ¥, ¥, z (2)
i (4) w celu dopasowania funkcji nieliniowej otrzymuje si¢ uktad
dwu réwnan: opisujace minimalizacje nowej funkcji kryterialnej
#,. 1réwnanie linii prostej. Podano je ponizej.
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{% (AE,AY¥, B) — min (5a. b)

¥, =6¢,+6,

W przypadku ogélnym, z uwzglednieniem wszystkich mozli-
wych korelacji [14, 19, 22], rozwiazanie tego ukladu w nowych
wspolrzednych kartezjanskich ¥ i & jest identyczne jak dla pro-
stej regresji metoda WTLS wraz z przypadkami szczegdlnymi
[19, 22-24]. Funkcje kryterialna #,. Wyznacza si¢ numerycz-
nie. Zalezy ona od nachylenia prostej 6, i jej przesuniecia 6,
powiazanych jednoznacznie jako relacja 6, = (S,/ - 6’1.5'1.) /S para-
metréw pomocniczych S, S i Sy, ktére sa réznymi funkcjami
wspotrzednych z, y, i efektywnej macierzy kowariancji zdefinio-
wanymi i opisanymi w [19, 22]. Korzystajac z charakterystyki
obliczonej w kilku punktach zmiennej 6,, dobiera si¢ parametr
B iznajduje minimum funkcji ¢, (91 ), by otrzymac linie prosta
dopasowana do punktéw pomiarowych. W nowych wspoétrzednych
v i & niepewnosci prostej zwiazane sa tylko z parametrami 6,
i 6,. Przy wzajemnym ich skorelowaniu, istotnym parametrem
Jest wspolezynnik korelacji p, . Elementy te mozna wyznaczy¢
z macierzy okre$lonej w (4) wykorzystujac propagacje niepew-
nosci i przyblizone wzory dla wspélczynnikéw wrazliwosci opi-
sane w [19, 22]. Granice pasma niepewnosci, jako obszaru wokot
poszukiwanej funkcji, wyznacza si¢ numerycznie w $rodowisku
programowym, np. R, MATLAB i metoda Monte Carlo.

W generacji prébek z macierzy kowariancji (4) wykorzystuje
sie metode dekompozycji Choleski-ego [3]. Metoda ta umozliwia
wygenerowanie wielowymiarowej zmiennej Z o skorelowanych
sktadowych okreslonych przez macierz kowariancji U, Rozklad
Choleski-ego polega na przedstawieniu macierzy kowariancji U,
jako iloczynu dwu macierzy trojkatnych: dolnej H i gérnej jako
jej transpozycji H". Wtedy U, = HH". W ten sposéb uzyskuje
sie losowe wielowymiarowe wektory Z o skladowych skorelo-
wanych wedlug macierzy U,. Otrzymuje si¢ to przez wygene-
rowanie wektoréw R jako nieskorelowanych probek z rozktadu
normalnego N(0, 1), a nastepnie pomnozeniu macierzy HT przez
te wektory, tj. Z = H'R + E. Wektor E =[£,¥] jest wie-
lowymiarowa wartoscia oczekiwana dla rozkladu pierwotnego.
Wygenerowane skorelowane wektory losowe stuza do wyznacze-
nia z réwnania (5b) rozkladéw wspélezynnika kierunkowego 6,
i wyrazu wolnego 6,, by znalez¢ przedzial rozszerzenia U,
o prawdopodobienstwie 0,95 dla dowolnie wybranej wartosci
zmiennej . Wyznacza si¢ numerycznie wartodci parametrow
prostej, jako oznaczone indeksami ‘min’, tj.: €., Qs s
(Gn)s (6 ) 1 WspOlezynnik korelacji Pa,- Laklada sie,
7e istnieje funkcja odwrotna ™', Dopasowana nieliniows funk-
cje mozna wtedy zapisaé jako:

y = ‘//71 (alminé(‘r’ﬂmin) + 90111111) (6)

Granice pasma niepewnosci rozszerzonej wielkosci wyjsciowej
opisuje wspolnie wzor:

= |‘//71 (‘91min§ (557 ﬂmin) + O T U) —y (glminé (w7ﬂmin) + 00min)
(7)

lub w wersji przyblizonej

U,=U/y (®)
gdzie:

U =t

y l—g,n—2
2

\/UZ (almin)éz + 2pa,91§u(91min)u(60min) +u’ (00min)
(8a)

— niepewnos¢ rozszerzona argumentu funkcji odwrotnej dla
skorelowanych rozkladéw 6, i 6,,..,a wspétczynnik t

min a
—-—n-2
2
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odpowiada odwréconej dystrybuancie rozktadu #-Studenta o n — 2
stopniach swobody i pokryciu z prawdopodobienstwem
1-a=0,95(a=0,05).

3. Dopasowanie funkgji drugiego stopnia
do punktow pomiarowych

Charakterystyki wielu rodzajéw przyrzadéw pomiarowych,
czujnikéw i przetwornikéw oraz wladciwosci badanych mate-
riatéw, wyznacza sie z pomiaréw wspotrzednych odpowiedniej
liczby punktéw badanych. Gdy sa one opisywane funkcjami
nieliniowymi, to parametry réwnania tej funkcji, wyznacza
sie stosujac metode regresji liniowej. Przy wzorcowaniu lub
kalibracji przyrzadéw wyniki poréwnuje sie z danymi znamio-
nowymi i szacuje sie ich dokladnosé. Rozpatrzymy przyklad
dopasowywania charakterystyki opisanej funkcja drugiego stop-
nia [24] jako galezi paraboli o réwnaniu:

y=As + Bz + C (9)

lub w postaci kanonicznej

B2

2
y:Az2+Ba:+C:A[:L’+B] +C0—-— (10)

24 4A

Przez odpowiednia zmiane zmiennych réwnanie to mozna
przeksztalci¢ w liniowe i dopasowaé je do nowych wspotrzed-
nych punktéw badanych [24]. Rozpatrzymy dwie metody dopa-
sowania krzywej parabolicznej.

3.1. Dopasowanie paraboli metoda |

Metoda I polega na przeksztalceniu wspé}rzgdnej T W nowa

wspOlrzedna kartezjanska & (357 ﬂ) = (a; + ,B) oraz podstawieniu
B B

6 =A, =— i 0 =C——. Za$ rzedna si¢ nie zmienia,
V= Ay A 14 e e

tj. w =y. Réwnanie (10) przeksztalci si¢ wiec do postaci:

y=0<5+0, (11)

Niepewnos¢ nowej wspétrzednej & okresla si¢ z prawa propa-
gacji niepewnoéci. Dla matych jej wartosci uwzglednia sie tylko
wyrazy z pierwsza pochodna:

u(ﬁl)z aa—{’gu(xl):2|x1+ﬂ|u(xl) i=1..,n (1la)
If
Bledy pomiaru okredla si¢ przez przyblizenia:
AE =~ s—jmi =2(x, + ) Az, (11b)

i

Jako przyklad rozpatrzymy symulowane badania rzeczywistej
charakterystyki przetwarzania przetwornika napiecia o znamio-
nowej charakterystyce parabolicznej opisanej ogdlnie wzorem
(10). Dla dziesigciu wartoci z; jego napigcia wejsciowego  zmie-
rzono wartosci y, napigeia wyjsciowego y. Pomiary obu napigé
wykonano miernikiem o standardowej niepewnoéci wzglednej
0 =2%. W tabeli 1 podano wartosci obu wsp6irzednych punk-
t6w pomiarowych i symulowane odchytki Ay od charakterystyki
znamionowej y ~ 0,133z + 0,04z + 1,003.

Przy uzyciu skoroszytu EXCEL (Dopasowanie, parabola
Lxlsx ver.1.01), na podstawie danych pomiarowych z dziesigciu
punktéw, wyznaczono wartosci funkeji ¢W§ (491). Skorzystano tu
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z wzoréw na efektywng macierz odwrotnag do macierzy kowa-
riancji i z parametréw pomocniczych [19, 22].

Minimalizacji dokonano za pomoca parametru f monitoru-
jac wyznaczona charakterystyke ¢W§ (6’1) zawierajaca lokalne
minimum. Dla dopasowania parametru £ = § = otrzymuje sig
minimum globalne. Iustruje to rysunek 2a. Dla tych samych
danych punktéw pomiarowych wyznaczono charakterystyke
¢W< (00) wykorzystujac jednoznaczna zaleznos¢ miedzy warto-
$cig wyrazu wolnego, a wartoscia wspotczynnika kierunkowego
w punkcie globalnego minimum funkcji . (rys. 2b). Dla mini-
mum funkcji kryterialnej otrzymuje sie nastepujace wzory dla
parametréw paraboli:

A=0, (12a)
B = 2Aﬂmin = 2ﬂminelmin7 (12b)
C = 901nin + ﬁ]flinglmin' (12C)

Dopasowang funkcje drugiego stopnia z pasmem niepewnosci
in (m) opisuje réwnanie:

y=0, . (x +B.. )2 +0,.. T Uy (a:) (13)

gdzie niepewnos¢ rozszerzona U, okreslaja wzory (7, 8).

Z wartosci wspolrzednych (H]min, Hﬂmin) dla punktu globalnego
minimum (rys. 2a,b) otrzymano nastepujace parametry dopa-
sowane]j paraboli drugiego stopnia: A = 0,1276, B = 0,0534,
C' = 0,9812. Wraz z pasmem niepewnosci przedstawiono ja na
rys. 3a. Po przyjeciu jednakowych wspétczynnikéw autokorelacji
+0,2 dla elementéw macierzy U,, U, i ujemnych wspétczyn-
niki —0,2 korelacji krzyzowych z, i Y dla i, j =1, .., n, tj. dla
macierzy U, otrzymano nastepujace parametry: g . = 0,24,
0,... =0,1275, ¢, . = 0,968, globalne minimum ¢W i 36,49
oraz inne réwnanie dopasowanej paraboli 2-go stopnia y =
0,12752* + 0,0612x + 0,975. Podano je wraz z pasmem niepew-

nosci na rys. 3b.

Tabela 1. Wspétrzedne badanych punktéw paraboli drugiego stopnia
o parametrach znamionowych A = 0,13333 ~ 0,133; B =0,039999 ~ 0,04;
C =1,003 i ich odchytki Ay

Table 1. Coordinates of the examined points of the 2nd degree parabola
with parameters rated A = 0.13333 ~ 0.133; B = 0.039999 ~ 0.04; C = 1.003
and their deviations Ay

AAU T O MATY KA

Wspélrzedne punktéw Btledy dopasowania
Lp. pomiarowych do znamionowe:j
charakterystyki
V] V] parabolicznej Ay [V]
1 1 1,14 -0,034
2 2 1,72 0,1
3 3 2,14 -0,18
4 4 3,26 0,04
5 5 4,66 0,12
6 6 5,71 -0,33
7 7 6,83 0,99
8 8 10,19 0,33
9 9 12,50 0,34
10 10 13,64 -1,1
RO B O T Y KA NR 3/2023
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a) 29,39

29,388

Rys. 2. Quasi-paraboliczne
charakterystyki numeryczne:

a) 6,.(6,),

b) (¢,.(6,) dla B, =021, ¢,  ~29,38
Fig. 2. Quasi-parabolic numerical:

29,386

29,384

a) characteristics ¢,,(6,),
b) (¢,:(6,) dla B, =021, ¢, .~ 29,38

29,382 \\
29,38

29,378

61[V']

29,376

0,1274 0,1275 0,1276 0,1277

b)

0,1278 0,1279

29,39

\Pyz (6)

29,388

\

29,386

\

29,384

\

29,382

AN

29,38

/

29,378

29,376

6o [V]

N

0,9745 0,975 0,9755 0,976

Wplyw korelacji na przebiegi granic pasma niepewnodci ilu-
struje rys. 4.

Dla wspoélrzednych skorelowanych w calym badanym zakre-
sie charakterystyk parabolicznej otrzymano prawie dwukrotnie
szersze pasmo niepewnosci, niz przy braku skorelowania.

Réwnania obu otrzymanych parabol i paraboli znamionowej
y = 0,1332° + 0,04z + 1,003 r6znig sie niewiele. Parabola ta
przebiega wewnatrz ich pasm niepewnosci.

3.2. Dopasowanie paraboli - metodalll
Metoda IT polega na pierwiastkowaniu réwnania (10) wykona-

2
nym po przeniesieniu wyrazu wolnego f =C A i zamianie

wspolrzednej y nowa wspolrzedna l//(y,ﬁ) =\y—pf dlay>p

oraz na podstawieniu 6, = \/Z, (A>0)i Woéwezas

B
0 =——.
e N
C=p+ e Zaklada sig, ze w calym zakresie pomiarowym

B

warto$¢ x + oA > 0 i ze modut z kwadratu po wykonaniu pier-

wiastkowania w réwnaniu (10) jest réwny tej warto$ci. Nato-
miast wspélrzedna = pozostaje niezmieniona, tzn. & (x, ﬁ) =z
i réwnanie (10) przeksztalca sie do postaci

v =0x+0 (14)

0,9765 0,977

Niepewnosci dla nowej wspélrzednej y okreslone sg z prawa
propagacji niepewnosci przy uwzglednieniu wyrazow tylko

uly,
7z pierwsza pochodna u(t//l) ~ v u(yz) = —( ") dla ¢ =1,
vy T a.% 2,'y — ﬂ
Ay.
Bledy wynikaja z ich propagacji, tj. Ay, = 6—WAyl_ 2%
6yi Ny-p

Zaklada sie tez, ze niepewnosé¢ standardowa u( p ) =~ 0.

W tabeli 2 podano wartosci y paraboli drugiego stop-
nia i niepewnosci rozszerzone pomiaréw skorelowanych

[k = tk%_wﬂ: 2,31] i nieskorelowanych, wyznaczone meto-

dami i IT dla 7, punktéw badanych. Otrzymane dane wykorzy-
stano do wyznaczenia krzywych podanych na rys. 51 6.

Na rys. 5 pokazano pasma niepewnoéci bezwzglednych
i odchylenia charakterystyki dopasowanej od nominalnej dla
metody II. Otrzymano je z uzyciem skoroszytu Excel (Dopaso-
wanie — parabola IL.xlsx ver.1.01). Natomiast na rys. 6 przedsta-
wiono wartosci niepewnosci wzglednych & [%J otrzymane dla
obu metod I i II. Przy nieskorelowanych wynikach pomiaréw
wartosci te sa bliskie siebie.
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a) 16 Rys. 3. Parabola dopasowana do
Yy [V] danych punktéw badanych X z tabeli 1
14 — linia niebieska przerywanaii jej
pasmo niepewnosci dla pokrycia 0,95
12 — linie czerwone drobno przerywane:
a) z korelacja, b) bez korelacji
10 Fig. 3. Parabola fitted to the data of
the test points X from table 1 — dashed
8 blue line and its uncertainty band for
coverage 0.95 — finely dashed red lines:
6 a) with correlation, b) without correlation
4 22385
X
S —
VVeasn====
. X ‘ x[V]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
b) 16
vVl
14 .
12
10
8
6
4
x[V]
0
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1,00 - Rys. 4. Niepewnosci rozszerzone
U [mV] P Ui odchylenie Af charakterystyki
0,80 - -~ dopasowanej od nominalnej dla
- - skorelowanych i nieskorelowanych
0,60 - _ wielkosci mierzonych jako funkcje
— = wspétrzednej x
0,40 - = — — - Fig. 4. Expanded uncertainties U and
- _—= ’/’_ - deviation Af of the fitted characteristic
0,20 - -7 from the nominal one for correlated and
e = = T —=-" uncorrelated quantities measured as
== I e — — — - - - . .
0,00 [ = ===rm———-—"—" functions of the x coordinate
——__
0,20 —<_ _
— U+ pomiary skorelowane ~ -
-0,40 . ~
— U - pomiary skorelowane ~ -
U - pomiary nieskorelowane ~ -
-0,60 . . ~
— U + pomiary nieskorelowane ~
0,80 — - odchylenie Af pomiary nieskorelowane =~ ~
! — - odchylenie Af pomiary skorelowane Vv I ~
x[V] ~
-1,00
1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00 8,00 9,00 10,00
4. Dopasowanie ztozonej funkgji wnani ‘e sic was -
. P . " ) ) Parametry réwnania (15) dopasowuje si¢ wazona metoda naj-
Wykl'adnlczel mniejszych kwadratéw (WTLS) o wartosciach
Rozwazmy dopasowywanie ztozonej krzywej wyktadniczej a =099~1 a,=0,0999~0,1 a,=0. (15a)
o dwu parametrach ¢, i a,, opisanej wzorem:
Dopasowanie krzywej (15) do punktéw pomiarowych z tabeli 2
a metode przyblizona polega na skorzystaniu z nowych zmiennych
Yy = —1[exp(—a2x) - exp(—alx)] +a, (15) ¢ 1 w opisanych jako g"(:ﬂ,al,az) = exp(—azr) - exp(—ala:)
a —a
1 2
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oraz y/(y) =y. Funkcja (15) we wspélrzednych kartezjariskich

¢ 1w przyjmuje postac:
v(y)=6¢(va,a,)+0, (15b)

gdzie dodatkowo wprowadzone parametry sa jednoznacznie okre-

slone 6, =

W tym przypadku parametr dopasowania f jest jednym
z parametréow «, lub a,, np. B =¢a,. Numeryczne dopa-
sowania zrealizowano z wykorzystaniem przygotowanego
skoroszytu Excel (Dopasowanie, wykladnicza. xlsx ver.
1.01) oraz $rodowiska R, a takze powtdérzono w $rodowisku
MATLAB (skrypt.Uab.txt). Dla zminimalizowania funkcji
kryterialnej wykreslono charakterystyke ¢(91). Dopasowa-
nie jest za$ realizowane przez parametr B =a,. Wtedy
a, =B, (1 -1/ 91min)7 %, = 0y

Jacek Puchalski, Zygmunt Lech Warsza

7 propagacji btedéw i propagacji niepewnosci otrzymuje sie:
Aé = 5'(1;) Az = [—a2 exp(—azx) +a exp(—alxﬂ Az,
(16a)

U (é‘) = |§'(:E)| U (m) = |—a2 exp (—aZ:c) +a, exp(—alx)| U (m)
(16b)

W przykladzie przyjeto, ze niepewnosci parametrow 6, i 6,,
tj. u(@l) #0 i u(@U) # 0, wynikaja z niepewnosci punktow
pomiarowych (5 = 2%) i umozliwiaja okreslenie przebiegu
granic pasma niepewnosci. Natomiast wplyw niepewnosci para-
metru S jest pomijalny. W poréwnaniu do dopasowania krzywa
paraboliczna, w tym przypadku, przy tak wybranej parame-
tryzacji krzywej dwuwykladniczej opisanej (15) otrzymuje sie
dodatkowe zaleznosci nowej wspélrzednej £ oraz jej niepewnosci

Tabela 2. Wartosci y dopasowanej krzywej drugiego stopnia i niepewnosci rozszerzone pomiaréw nieskorelowanych i skorelowanych (k = 2,31)

wyznaczone metodami lill

Table 2. The y-values of the second-order curve fit and the expanded uncertainties of uncorrelated and correlated measurements (k = 2,31)

determined by methods I and Il

Metoda I Metoda IT
Lp Dopasowanie y[V] Niepewno$¢ rozszerzona U, [V] Dopasowanie y [V] Niepewno$¢ rozszerzona U, [V]
Nieskorelowane | Skorelowane | Nieskorelowane | Skorelowane | Nieskorelowane | Skorelowane Nieskorelowane | = Skorelowane
Uy z Uy+ Uy ~ Uy+
1 1,16 1,16 0,05 0,05 1,15 1,15 0,02 0,03
2 1,60 1,61 0,04 0,07 1,62 1,63 0,03 0,05
3 2,29 2,31 0,05 0,11 2,33 2,34 0,05 0,09
4 3,24 3,26 0,08 0,18 3,28 3,30 0,07 0,14
5 4,44 4,47 0,13 0,27 447 4,51 0,11 0,20
6 5,90 5,93 0,19 0,37 5,91 5,95 0,16 0,28
7 7,61 7,65 0,26 0,50 7,59 7,64 0,22 0,38
8 9,58 9,63 0,34 0,64 9,51 9,57 0,30 0,49
9 11,80 11,85 0,43 0,81 11,67 11,74 0,39 0,62
10 14,28 14,34 0,54 0,99 14,08 14,15 0,50 0,76
0,80 Rys. 5. Niepewnosci rozszerzone
7 U paraboli i odchylenie Af
~
U [V] - ~ cr];arakterystyki dopasowanej
0,60 _ ~ - od nominalnej w metodzie
— PR // Il dla skorelowanych
0,40 _ - P - i nieskorelowanych wielkosci
' 7 . s
— - mierzonych, w funkcji
- // . .
- == wspoétrzednej x
0,20 - - Fig. 5. Expanded uncertainties
—_— - -
P —-Z-- U of the parabola and deviation
000 == ==———""_-z-Z= -~ Af of the fitted characteristic
T === S0 from the nominal in method |1
- _— for correlated and uncorrelated
-0,20 [ — U+ pomiary nieskorelowane == — measurands, as a function of
; ; ; ~— the x coordinate
odchylenie Af - pomiary nieskorelowane ~ <
-0,40 U- pomiary nieskorelowane S~ -
— U + pomiary skorelowane ~
-0,60 | — U- pomiary skorelowane >~
— - odchylenie Af - pomiary skorelowane x[V] ~.
-0,80
1,00 2,00 3,00 4,00 5,00 6,00 7,00 8,00 9,00 10,00
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Rys. 6. Niepewnos$¢ wzgledna
rozszerzona w metodzie

li Il dla skorelowanych

i nieskorelowanych wielkosci
mierzonych w funkcji
wspotrzednej x

Fig. 6. Expanded relative
uncertainty in methods | and Il for
correlated ones and uncorrelated
measured quantities as a function
of the x

Tabela 3. Wartosci y dopasowanej krzywej dwuwyktadniczej i rozszerzone niepewnosci pomiaréw nieskorelowanych i skorelowanych (k = 2,31)
Table 3. The y-values of the fitted biexponential curve and the expanded uncertainties of uncorrelated and correlated measurements (k = 2,31)

‘Wspoélrzedne punk- ‘Warto$ci poprawne ) L.
té6w pomiarowych i zasymulowane bledy Dopasowanie y [V] Niepewnos¢ rozszerzona
oy [V] dopasowania Ay [V] bezwzgledna i wzgledna Uy v, é‘y [%:|
Nieskorelowane Skorelowane
T Yy ‘Wartosci poprawne Ay Nieskorelowane | Skorelowane
U o U )
y Y y Y
1 0,64 0,63662 0,04 0,60928 0,59632 0,00386 0,63 0,00453 0,76
2 0,72 0,71933 -0,04 0,76098 0,74624 0,01005 1,32 0,01201 1,61
3 0,70 0,69781 -0,07 0,75932 0,74784 0,00996 1,31 0,01196 1,60
4 0,74 0,74445 0,02 0,71251 0,70425 0,00731 1,03 0,00896 1,27
5 0,71 0,70644 0,04 0,65512 0,64946 0,00499 0,76 0,00614 0,95
6 0,66 0,65704 0,05 0,59796 0,59443 0,00369 0,62 0,00427 0,72
7 0,48 0,48075 -0,07 0,54421 0,54252 0,00323 0,59 0,00332 0,61
8 0,52 0,51888 0,02 0,49462 0,49457 0,00313 0,63 0,00295 0,60
9 0,42 0,42161 -0,03 0,44916 0,45059 0,00309 0,69 0,00282 0,63
10 0,43 0,42870 0,02 0,40758 0,41037 0,00298 0,73 0,00271 0,66
a) 0,80 1 Rys. 7a. Krzywa dopasowana
o parametrach 9, . = 1,086
0,75 ig, =-0032a =g =15, o
a,=g,...(1-186,.)=091napoziomie
® 4gmin™ 103,5 i pasmo niepewnosci -
0,70 pomiary nieskorelowane
Fig. 7a. Fitted curve with parameters
0,65 0,min= 1,086 and 6, . =-0,032,
O = = 1,15,
0,60 O, =B (1=1/6,.)=091
atthe level of ¢, ;. ~ 103,5 and
uncertainty band — uncorrelated
0,55 measurements
0,50
0,45
0,40
1 2 3 4 5 6 7 8 10
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b) 0,80

0,75

0,70

0,65 i

0,60 [/

0,55

0,50

0,45

0,40
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Rys. 7b. Krzywa dopasowana

o parametrac 6, . =1,05
i0,..=-0013,

A, =B =11,

a,=B.(1-186, .)=0,052dla

® 4min™ 128 | pasmo niepewnosci —
pomiary skorelowane

Fig. 7b. Fitted curve with parameters
0,min= 10516, . =-0,013,

& = Boin= 1.1,

o, =B, (1-1/6,.)=0,052

for ¢~ 128 and uncertainty band —
correlated measurements

©) 0,014

0,012 ’ ~

0,010

0,008

0,006

0,004

-=--pomiary skorelowane

—pomiary nieskorelowane

Rys. 7c. Poréwnanie zmian
niepewnosci rozszerzonej U

o pokryciu p = 0,95 (gérny
fragment pasma niepewnosci)
nieskorelowanych i skorelowanych
wynikéw pomiaréw funkcji
dwuwyktadniczej (15)

Fig. 7c. Comparison of changes in
expanded uncertainty U with coverage
p = 0.95 (upper part of the band
uncertainty) of uncorrelated and
correlated results of bi-exponential
function measurements (15)

0,002

(16b) zaleznej od nachylenia prostej 6,, gdyz a, = (1 -1/ 01).
Wartosci wspotrzednych symulowanych punktéw pomiarowych
i warto$ci dopasowane podano w tabeli 3.

W wyniku dopasowania funkcji dla danych nieskorelowanych
otrzymano funkcje i jej pasma niepewnosci przedstawione na
rys. 7a. Dla poréwnania z seria danych skorelowanych przyjeto,
ze dane te charakteryzuja sie tymi samymi wspélczynnikami
korelacji dla macierzy kowariancji U, i U, réwnymi 0,2 dla
zmiennej 1 . Dopasowana krzywa wraz z pasmem niepewnosci dla
korelacji wzajemnych (macierz kowariancji U, z jednakowymi
wspo6lezynnikami korelacji — 0,2) podano na rys. 7b. Na obu tych
rysunkach podano tez znamionowa krzywa wykladnicza ozna-
czong linig ciagta z6ita. Poréwnanie przebiegéw gornej granicy
pasm niepewnosci obu tych przypadkéw przedstawiono na rys. 7c.

5. Podsumowanie

Przedstawiono metode przyblizonego dopasowania parametrow
funkcji nieliniowych do zmierzonych wspélrzednych punktéw
badanych i sprawdzono ja na kilku przyktadach. Metoda ta
polega na zastosowaniu regresji liniowej dla przeksztatconych
postaci tych funkcji przez odpowiednia zmiang¢ zmiennych.
W nowym uktadzie wspoélrzednych kartezjanskich staja sie
one liniowe. W metodzie tej wykorzystuje sie prawa propagacji
bledéw i niepewnosci dla malych odchylen od wartosci nomi-
nalnej. Jest to metoda przyblizona, gdyz do obliczen przyjeto
wartos¢ pierwszej pochodnej funkeji transformujacej zmienne.

Dopasowanie zrealizowano dla dwu przyktadéw funkcji nie-
liniowej, tj. galezi paraboli drugiego stopnia oraz dla ztozonej
funkeji wykladniczej, ktéra w monografii N. Drapera i H. Smitha

[25 str.163] uznano za niesprowadzalng do linowej przez zmiane
zmiennych. Dla funkcji kwadratowej zastosowano dwa warianty,
Ti I, omawianej metody. Otrzymano rézne uklady wspélrzed-
nych i rézne wyniki dopasowania obu funkcji i niejednakowe sze-
rokosci pasm niepewno$ci. Dotyczy to tez zbioréw mierzonych
wspolrzednych skorelowanych i nieskorelowanych.

Dla obu metod I i II otrzymane pasmo niepewnosci funkeji
poszerza sie ze wzrostem niepewnosci pomiaru kazdej ze wspol-
rzednych punktéw badanych. Zmiany szerokosci pasma niepew-
nosci wraz z x dla obu metod sa wigksze przy skorelowaniu. Przy
wzroécie dodatnich wspélezynnikéw korelacji dla wspétrzednych
z 1 y oraz wzroscie wartoéci modutu ujemnych wspélezynnikow
korelacji wzajemnych pomiedzy wspolrzednymi x i y kazdego
z punktow obserwuje sie poszerzanie pasma niepewnosci.

Dokladno$é oméwionej metody przyblizonej zalezy od rodzaju
dopasowywanej funkcji nieliniowej. Nalezy zweryfikowaé, czy jest
ona zadowalajaca dla okreslonego zadania, w ktérym wykorzy-
stuje si¢ wartosci funkeji wyznaczonej metoda regresji.

Wedhug przewodnika GUM do oceny niepewnoéci ztozonej u,
wspolrzednych z, y. poszezegdlnych badanych punktéw wyko-
rzystuje sie sumowanie geometryczne niepewnosci typu A i B,

. _ ]2 2 s iz .
tj. u, = \Ju;, +u,, . Niepewnos¢ u, wynika z maksymalnego

bledu wzglednego F przyrzadu, podanego przez jego producenta
lub w swiadectwie z kalibracji. Gdy mierzy sie rézne wartosci
menzurandu tym samym przyrzadem o stalym bledzie FE, to
kazda z nich bedzie miala inna, proporcjonalna do mierzonej
wartosci skladows niepewnosci u,. Te réznice u, maja wigksze
znaczenie w pomiarach o poréwnywalnych z u, lub mniejszych
wartosciach niepewnosci u, i trzeba to uwzgledni¢. W ocenie
niepewnosci Uy, operacji matematycznych na zbiorach warto-

i
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Metoda dopasowania funkgji nieliniowej do danych punktdéw pomiarowych i jej pasmo niepewnosci

$ci zmierzonych tym samym przyrzadem o stalym maksymal-
nym bledzie wzglednym E, ich wspolezynnik korelacji ki], ~1.

_ |2 2 e -
Ze wzoru Uy, = \/uBi + QkijuBiqu +uy, dla sumy dwu wartosci

wynika Up, =Up +Up 1 dla ich réznicy Uy, = |uBi — Uyl
Dla operacji mnozenia i dzielenia takie same zaleznosci doty-
cza bledéw wzglednych.
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Jacek Puchalski, Zygmunt Lech Warsza

The Method of Fitting a Non-linear Function to Data of Measured
Points and its Uncertainty Band

Abstract: The paper presents a method of determining parameters and uncertainty bands

of a specific non-linear function fitted to given measured data of examined points. One or both

of the variables of this non-linear function are changed so as to linearize it. Using the linear
regression method, fined are the most favorable parameters of this straight line for its adjustment to
the measured values of the coordinates of points tested according to the weighted total mean square
WTLS criterion. Their autocorrelation and cross-correlation coefficients as well as uncertainties
estimated according to the rules of the GUM guide are considered. The parameters and the
uncertainty band of the non-linear function result from the parameters of this straight line and its
uncertainty band. Numerical examples of determining the parameters and uncertainty bands for the
branch of a 2nd degree parabola (two methods) and for the complex exponential function are given.

Keywords: linear regression of non-linear functions, fit, uncertainty and its band, correlation, weighted total least squares method
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