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Streszczenie: w artykule opisano metode gtéwnych sktadowych PC (ang. Principal Components)
stuzgcg do tworzenia kart kontrolnych dla wieloparametrowych proceséw wytwdrczych

o skorelowanych parametrach. Ocene skutecznosci zastosowania tej metody przeprowadzono na
symulowanych danych, zblizonych do wynikdw pomiaréw uzyskanych w sterowaniu rzeczywistym
procesem technologicznym. W wyniku modelowania kontroli procesu n-parametrowego otrzymano
potwierdzenie skutecznosci tej metody. Praca ta kontynuuje cykl publikacji autoréw o kartach

stosowanych w metodach kontroli jakosci produkciji.
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1. Wprowadzenie

Metoda zapewniania jakosci przemystowo wytwarzanych
wyrobéw polegata poczatkowo na kontroli wartosci parame-
tréw pojedynczego produktu, identyfikacji ich niezgodnosci
z wymaganymi warto$ciami i korekcie tego stanu. W skraj-
nych przypadkach, gdy korekta ta nie byla mozliwa, utyli-
zowano wytworzony produkt. Przez wiele lat byl to jedyny,
dosy¢ kosztowny sposéb zapewnienia jakosci produkcji. Wada
byl brak badania cech produktu w procesie jego wytwarza-
nia i niemozno$¢ zapobiegania niezgodnosci jego parametrow
z wymaganiami. Celem takich badan jest wykrycie, czy war-
tosci istotnych parametréow produktu na poszczegdlnych eta-
pach produkcji réznig sie od ich wartosci dopuszczalnych. Jesli
to wystapi, woéwczas oddziela sie taki produkt od dobrych
wyrobdéw, by nie uczestniczyl w kolejnych etapach procesu
produkeyjnego [1] i nie trafial do uzytkownika. Jest to indy-
widualne zarzadzanie jakoScia kazdej produkowanej jednostki,
gdyz sprawdza sie kazda z nich, tj. realizuje kontrole wszyst-
kich wyrobow.

Wskutek dazenia do poprawy efektywnosci ekonomicznej
procesu produkeyjnego, w tym przez obnizenie kosztéw pro-
dukcji, pojawily si¢ nowe sposoby kontroli jakosci. W 1924 r.
amerykanski inzynier i matematyk Walter Shewhart, znany
pdzniej jako konsultant i wybitny specjalista w dziedzinie
zarzadzania jakoscig produkcji, zaproponowal aby do zapo-

Autor korespondujacy:
Zygmunt Lech Warsza, zIw1936@gmail.com

SZ

Artykut recenzowany
nadestany 04.07.2023 ., przyjety do druku 08.09.2023 r.

warunkach
3.0

Zezwala sie na korzystanie z artykutu n:
licencji Creative Commons Uznanie autorst

biegania przyczynom powodujacym wady wyrobéw zastosowaé
kontrole i sterowanie ich procesem wytwoérczym [2]. Wyko-
rzystujac statystyke matematyczna i teorie prawdopodobien-
stwa opracowal sposéb umozliwiajacy utrzymywanie procesu
w stanie stabilnym statystycznie, a tym samym zapobiegajacy
pojawianiu sie jego niespdjnosci. W tym celu stworzyl narze-
dzie, zwane kartami kontrolnymi Shewharta. Dalo to pocza-
tek nowej koncepcji zapewniania jakosci wyrobow opartej na
zalozeniu, ze jest ona kontrolowana i tworzona juz w procesie
produkcyjnym, a nie dopiero jako wynik kontroli parametrow
gotowego produktu. Zidentyfikowanie rozbieznosci cech pro-
duktu jest wowczas zdarzeniem, ktore juz zaszlo i jest juz za
pdzno na korekte procesu by temu zapobiec. Natomiast jest to
mozliwe, jesli przeprowadza sie prewencyjna kontrole w trakcie
procesu wytwarzania.

Statystyczne metody analizy doktadnosci i stabilnosci para-
metréow wykorzystywanych do kontroli proceséw technolo-
gicznych sa obecnie regulowane odpowiednimi normujacymi
dokumentami, w tym ISO. Stosowanie klasycznych kart She-
wharta jest bardzo skuteczne, jesli proces mozna kontrolowaé
za pomocy jednego wskaznika jakosci wytwarzanego produktu.
Jednak w wielu przypadkach jakoé¢ ta charakteryzuje sig kil-
koma wskaznikami, w tym skorelowanymi ze soba. Wéwczas
niezalezna jednoczesna kontrola poszczegélnych wskaznikow
moze prowadzi¢ do blednych decyzji o zaburzeniu (lub jego
braku) procesu technologicznego.

Karty Shewharta dla poszczegélnych kontrolo-
wanych parametrow mozna z powodzeniem stoso-
waé tylko wtedy, gdy istnieje pewno$é, ze nie sa one
skorelowane. Dla zbioru kart kontrolnych Shewharta) obli-
cza sie warto$¢ Srednia parametru z (Z — wykresy)
dla poziomu istotnodci o, kazdego wskaznika na podstawie ogél-
nego poziomu istotnosci o charakteryzujacego wektor wynikéw
X(:il,:fz, R . ) [1]. Jedli nie ma informacji o stop-
niu istotnoéci kazdego ze sktadnikow X, to wszystkie wspot-
czynniki o, traktuje si¢ jednakowo i definiuje jako o = o /n.
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Goérne i dolne granice kontrolne tego parametru procesu tech-
nologicznego wyznacza si¢ z nastepujacych zaleznosci:

— dla granicy gérnej: UCL, = u,, + z‘ o,
 TA o
2

— dla granicy dolnej: LCL, = py,—% 0,
1

2

gdzie ;i o, to warto$¢ srednia i odchylenie standardowe
probki danych wyznaczane z wynikéw badan wstepnych lub
okreslone w dokumentach normatywnych.

W takim przypadku obszar rozproszenia dopuszczalnych
wartosci wektora wynikéw Z, bedzie ograniczony hiper-réw-
noleglo$cianem o bokach przeciwleglych odpowiadajacych réz-
nicy dopuszczalnych granic gérnych i dolnych: UCL, — LCL,

Do testowania hipotezy H: u = p, dla préby o liczebnosci n
z ogblnej populacji jednowymiarowej o znanej wariancji, stosuje

. _ T
sie statystyke z = ——==.
o/

Podstawe zastosowania kart kontrolnych do monitorowania
proceséw wielowymiarowych stworzyta pionierska praca Hotel-
linga z 1947 r. Do opisu wielowymiarowej zmiennej losowej
wykorzystuje sie wyrazenie:

zZ' = n(i—yo)a".

Mozna je tez przedstawi¢ w postaci macierzowej jako:
T —
T, =n(X-p) 2 (X -n)

Otrzymane wyrazenie to statystyka T? zaproponowana
przez Hotellinga jako uogdlniona charakterystyka, ktéra sto-
suje sie do oceny jakosci wielowymiarowego procesu technolo-
gicznego przy wystepowaniu korelacji migedzy jego wskaznikami
[2]. Przy znanej macierzy kowariancji X, statystyka ta ma roz-
ktad chi-kwadrat. W takim przypadku kontroli statystycznej
obiektu wieloparametrowego polozenie granicy kontrolowanej
o danym poziomie istotnoéci o wyznacza z tabeli rozktadu chi-
-kwadrat bezposrednio dla kwantyli, tj.:

2 _ 2
T, = Ya)

Karta kontrolna T? jest do dzisiaj najczesciej stosowana
w praktyce do sterowania jakos$cia proceséw wielowymiaro-
wych. Wykorzystywanie samego tylko kryterium Hotellinga
umozliwia graficzna prezentacje wynikéw monitorowania oraz
ocene stanu procesu jako calosci, ale bez wskazywania przy-
czyny jego zaburzenia. Wada karty Hotellinga jest wiec to, ze
nie pokazuje, ktéry wskaznik bezposrednio (lub jako laczny
wplyw ktérych wskaznikéw) powoduje zakléceniem prze-
biegu procesu. Do sprawdzenia hipotezy, ze przyczyna jest
i-ty wskaznik, stosuje sie indywidualne kryterium Hotellinga
[3, 4]. Jednakze przy identyfikacji wplywajacych wskaznikéw,
moze sie¢ okazaé, ze kazdy z nich osobno nie jest przyczyna
zaklécenia procesu. Powodem jest taczny ich wplyw. Stanowi
to ograniczenie w korzystaniu z tych kart kontrolnych.

Konstrukeje kart kontrolnych do sterowania procesem wielo-
wymiarowym, dla przypadkéw wystepowania w nim korelacji
parametrow, mozna rozwiazaé tez za pomoca metody glow-
nych skladowych PCA (ang. Principal Components Analysis)
zaproponowang przez Jacksona [5]. Metoda ta opiera sie na
zastosowaniu liniowej transformacji otrzymywanego wektora
parametréw mierzonych. Umozliwia ona przejscie do nieza-
leznej analizy kazdego skladnika bez znieksztalcania obszaru
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danych dla skorelowanych parametréw [6]. Zaleta jest znaczna
redukcja liczby parametrow, ktore nalezy estymowac przy pro-
jektowaniu karty (nie estymuje si¢ calej macierzy kowariancji!).
Wada jest trudniejsza identyfikacja rzeczywistych przyczyn
rozregulowania procesu.

Niniejsza praca jest rozwinieciem komunikatu [13] prezento-
wanego na konferencji Automation 2023 (7-8 marca) w War-
szawie w Sieci Badawczej Lukasiewicz — Przemystowy Instytut
Automatyki i Pomiaréw. Przedstawiono metode gtéwnych skla-
dowych PCA i szczegélowo omdwiono symulowany przyklad
jej zastosowania w kartach kontroli procesu n-parametrowego.

2. Podstawy teoretyczne metody
gtoéwnych sktadowych

Metoda gtéwnych sktadowych PCA polega na liniowym wie-
lowymiarowym przeksztatceniu zbioru skorelowanych czyn-
nikéw w zbiér sktadowych ortogonalnych. Celem tej operacji
jest wyodrebnienie podstawowych (giéwnych) skladowych
procesu, tj. tych, ktére w stopniu najwigkszym przyczyniaja
si¢ do rozproszenia danych kontrolowanych, czyli do tworze-
nia obszaru ich dyspersji. Zwykle liczba takich sktadowych
wynosi dwa lub trzy. Umozliwia to wykorzystanie metody PC
w konstruowaniu kart kontrolnych, jako najprostszego i naj-
bardziej uzytecznego narzedzia do badania zmiennosci procesu.
Zaklada sie wiec, ze istnieje wielowymiarowy uklad p czynni-

kow X (51,527 s Ty, Eﬂ) przedstawiony w postaci macierzy
3:1 1 $1,2 Tt 3:1 i z1 P
mz 1 'TQ,2 Tt mz i zz P
X = o (1)
gl 3.2 i Jp
x z x x
L " m1 m,2 m,i m,p

gdzie kazdy element jes% probka m érednich

T, (x“,xiz,...,:1:1.].,...,@.” z n obserwacji wylosowanych
z populacji o rozkladzie normalnym i o wartosciach $rednich
a, (al,a27...,ai,...7ap) oraz 7 macierza kowariancji:
[ o o0 oo oo |
1 P1,0,0, P99, P,9.9,
2
P120,0, o, P5,0,0; pZ[IO-ZO-[I
5= : (2)
P00, P00, .. o, e P00,
2
| 1,0, 01 P2,0,0, P,0,0; - o, J

s 2 . . 4, . —. 4 .
gdzie: o; — wariancja wspolezynnika I ; Py, wspoOtezynnik
korelacji migdzy wspoétczynnikami z; oraz T,

Jezeli miedzy wartodciami poczatkowymi istnieje korelacja,
to aby bylo mozliwe niezalezne monitorowanie kazdej z nich,
konieczne jest przeksztalcenie macierzy wartoéci wejéciowych
(1) takie, aby nowe zmienne (wektory kolumnowe) zawarte
w transformowanej macierzy byly parami ortogonalne. Jed-
noczesnie informacja o rozproszeniu wartosci wejsciowych
powinna by¢ mozliwie jak najbardziej zblizona do rozrzutu
oryginalnego. Zadanie wymaga znalezienia macierzy gtéwnych
sktadowych F przez pomnozenie macierzy X parametrow wej-
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$ciowych i macierzy ortonormalnej wspolczynnikéw transfor-
macji V, czyli dokonuje sie liniowego przetwarzania:

F=XV (3)

Istote liniowej transformacji cech uktadu pierwotnego, pro-
wadzacej do metody gltéwnych sktadowych PC, rozwazy si¢ na
przyktadzie interpretacji geometrycznej dla dwu czynnikow.
Zaklada sie wiec dwuwymiarowy system monitorowania pro-

T T
) iz, (I z, T T )

cesu o :cl(z T T T 210 Tgyree s Tyjrenr Ty,

11777127700
wyodrebnionych z populacji normalnej ze srednimi wartosciami
a,(a,, a,) i z macierza kowariancji:

2
Z':|:pj:10- p:‘:)-2:|’ |p|<17 0,>0, o,>0.
192

2

Geometrycznie oznacza to, ze punkty . oraz , (i =1, .., n)
znajduja sie w obrysie elipsy na rys. 1.

Do zbadania wplywu parametréw Z i Z,, prosciej jest
przej$¢ do nowych wspélrzednych f, i f, stosujac przeksztal-
cenia:

fi = (a_zl—al)cosa-k(@—az)sina
fQ = —(El—al)sina-i—(@—az)cosa
dzie: _ 2PO'152 S . . P 9 9
gdzie: tga =—; - (przyjmuje sig, ze o, > o, ).
1 2

Dla wyznaczenia macierzy transformacji, zaklada sie
konieczno$é zapewnienia niezaleznej kontroli (monitorowania)
parametréw .. Mozna to osiagna¢, jesli macierz kowariancji X
z wzoru (2) jest diagonalna, czyli wszystkie elementy tej macie-
rzy, poza tymi na gléwnej przekatnej, sa rowne zeru. W diago-
nalizacji macierzy X korzysta si¢ z macierzy wspdlezynnikéw
transformacji V. Stosujac metode dekompozycji rzeczywistych,
dodatnich macierzy symetrycznych [7], przedstawia si¢ diagona-
lizowana macierz kowariancji (2) jako iloczyn trzech macierzy:

E=V-A-V, (4)

gdzie A jest macierza diagonalna z wartosciami wlasnymi na
jej gléwnej przekatne;j.

Rys. 1. Interpretacja geometryczna metody gtéwnych sktadowych PC
Fig. 1. Geometric interpretation of the Principal Components (PC) method

Evgeniy T. Volodarsky, Oleh Kozyr, Zygmunt L. Warsza

Kazdy niezerowy wektor nazywa si¢ wektorem wilasnym
macierzy kowariancji (2), jesli liczba A jest taka, ze zacho-
dzi réwnosé:

2o =1v (5)
Liczba A nazywana jest wartoscia wlasng macierzy. Na jej

podstawie znajduje sie jej wektor wlasny. Stad macierz diago-
nalna A mozna zapisaé jako:

(2 0 0 0
0 4, 0 0
x=| :
0 0 2 0
0 0 0 A

Mnozac po prawej stronie réwnanie macierzowe (4) przez V,
otrzymuje sie:

X V=VAVV (6)

Poniewaz dla macierzy ortonormalnej macierz trans-
formowana V7' i macierz odwrotna V! sa wyrazeniami
réwnowaznymi, to otrzymamy, ze V'- V = I. Macierz I jest
jednostkowa. Jej elementy na gléwnej przekatnej sa rowne
1, a pozostale sa zerami i wyrazenie (6) mozna zapisaé jako:

X V=VAI (7)

Macierz F gléwnych skladowych (3) wyznacza sie na pod-
stawie réwnania (7) z wykorzystaniem wektoréw wiasnych
i wartoéci wtasnych. Jezeli przy liniowej transformacji macie-
rzy istnieje wektor, ktéry nie zmienia kierunku, to jest on
wektorem wlasnym transformacji. Kazdy wektor réwnolegly
do wektora wlasnego bedzie tez wektorem wlasnym. Takich
wektoréw bedzie nieskonczenie wiele. Zadanie polega na
znalezieniu takiego wektora, aby dyspersja w jego kierunku
byla maksymalna.

Zmienne Z,ZT,,..., T, ..., :Ep moga mieé¢ rézna nature
fizyczna i zmieniaé sie w réznych zakresach. Dlatego dla sfor-
malizowania dalszej analizy konieczne jest rozwazenie wartosci
znormalizowanej i wy$rodkowanej:

Wéwezas réwnanie (3) mozna zapisaé jako:
F=Y-V (8)

Aby znalezé macierz wspélezynnikéw transformacji V'
uwzglednia si¢ (5) i wychodzi z (7) przeksztalcajac do postaci:

(z-a)p=0 (9)

Wartosci wlasne macierzy (2) znajduje sie stosujac wyrazenie
(9). Poniewaz wektor wlasny 0 # 0, to rozwaza sie réwnanie:

\z-a=o0. (10)
Rozwiazanie réwnania (10) umozliwi wyznaczenie wag dla

sktadowych jako wskaznikéw przy wyznaczaniu f, jako pierw-
szej skladowej gléwnej. Wartosci wlasne macierzy (2) wylicza
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sie z réwnania wyznacznika wyrazenia (10). Uwzgledniajac, ze
macierz jednostkowa I jest diagonalna, wyznacza sie wyznacz-
nik, z ktérego otrzymuje sie macierzowe réwnanie charakte-
rystyczne:

2
o, -4 P00, -0 P;0,0; plp 1o p
plZO'O' 0'22—1 v Py, 0,0, ... pZP 0,
plz i 1 p17 i 2 A 0_12 _l pipo—io—p
plp P % p2p P 0 pipapo-i o,~4 _
p -1
=A"+b AT+ b A+ (11)

Réwnanie macierzowe (11) opisuje uklad liniowych réwnan
jednorodnych o nieskonczonej liczbie rozwiazan. Najpierw
wyznacza si¢ wektor posredni u,. Przyjmuje si¢ wartosci
elementéw tego wektora z tymi samymi indeksami réwnymi
u,. = 1. Wéwcezas réwnanie macierzowe (10) dla wartosci wla-

i

snej A, mozna przedstawic¢ jako

- 5 7 - PR
o, —-A pLO0, .. P00, .. £,00, |l u,
2
P10,0, O, _’1;‘ s Py 050 e Py, 0,0 || Uy 0
p.OC, PO ) poo || 1 “lo
i1 20 i 2 i [ ip i p

2 _ U, 0

| £,0,0, P,,0,0, p,0,0, ... O, /11.__ w | LY
(11a)

Otrzymane rownanie macierzowe odpowiada uktadowi réw-
nain o liczbie p — 1 niewiadomych u,.

2 — —
(0'1 - ﬂi)ui1 + P00, +..+ poOoOU = £,,0,0,
P00 Uy + ( ’Ii)un Tt P 00U, = TPy0,0;
: ot : = :
- (52
pllo-z lu +p21610-2u12 ot pzp i puip - (61 11)
: ot : = :
P00+ Py, 0,00,  +..+ (0' - ﬂf)um = -p,0,0,
(12)

Uzywa si¢ p — 1 pierwszych réwnan ukladu (11) do znale-
zienia nieznanych elementéw wektora w,. Aby obliczy¢ ity
wektor wlasny o, nalezy znormalizowa¢ wektor u,. Orto-
normalnos$¢ macierzy V oznacza, ze kazdy wektor kolumnowy
macierzy V ma dlugo$¢ jednostkowa, tj. ElTQ =1. Z geome-
trycznego punktu widzenia diagonalizacja macierzy kowariancji
(2) jest niejednorodnym skalowaniem — rozciaganie w kazdym
kierunku zachodzi na ogét wg innej skali. Dlatego konieczne jest
znormalizowanie otrzymanego wektora u, za pomoca réwnania:
u,
=T (13)

uu

i

Stosujac wyrazenia (11-13), znajduje sie wektory wlasne dla
wszystkich wartodci whasnych 4 > 4, >...> 1. W rezultacie
otrzymuje si¢ macierz V, ktéra umozliwia obliczenie elemen-
téw macierzy gtéwnych skltadowych PC (8).
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3. Przykitad liczbowy

Przy badaniu przebiegu rzeczywistego procesu za pomoca kart
kontrolnych duzym utatwieniem jest szczegdtowy opis jego
dzialania, w tym numeryczny. Zastosowanie kart kontrolnych
przyblizy przykladem liczbowy oparty na wynikach kontroli
procesu w jednym z ukrainskich zakladéw przemystowych.
Jako$c realizacji badanego procesu produkcyjnego zalezala od
dwu gléwnych wskaznikéw @, i z,, ktére wyznacza si¢. Zba-
dano przebieg tego procesu w zewnetrznych i wewnetrznych
warunkach znamionowych, ktére odtworzono zgodnie z nor-
mami ustalonymi dla badanego procesu. Zbiory wartosci tych
dwu wskaznikéw miaty wartosci $rednie a, = 14 i a, = 63,
odchylenia sredniokwadratowe o, = 1, o, = 0,41 oraz wspot-
czynnik korelacji p = 0,5. Nastepnie wygenerowano dla kaz-
dego wskaznika préobke dwudziestu punktéow kontrolnych
z populacji o rozkladzie normalnym N(a, o,) z dodatkowymi
warto$ciami modelujacymi zaktécenia procesu. W kazdym
i-tym punkcie kontrolnym (i = 1, ..., 30) wykonano pieé pomia-
row. Otrzymane wartosci srednie wskaznikéw jakosci procesu
przedstawia rysunek 2.

Rys. 2. Srednie warto$ci wskaznikéw jakosci procesu
Fig. 2. Average values of process quality indicators

Dla przytoczonych danych skonstruowano karty Shewharta
wybierajac jako linie centralne CL, = 14 i CL, = 63. Ogélny
poziom istotnosci dla tworzenia kart wynosi o = 0,005. Jedno-
czesnie poziom istotnosci obliczania linii kontrolnych dla kazdej
z kart wyniost o = o, = 0,0025. Dla wskaZznika z, wyzna-
czono goérng linie kontrolng UCL, = 17 i dolng lini¢ kontrolng
LCL, = 11, a dla drugiego wskaznika &, wartosci te wyno-
sily 0dpow1edn10 UCL,= 64,231 LCL, = 61 77. Wykresy kart
kontrolnych badanego procesu przedstavvlono na rysunku 3.

Ocenimy stabilnos¢ procesu technologicznego za pomoca kart
Hotellinga. Jak juz wspomniano, jako lini¢ kontrolna wybiera
sie kwantyl rozkladu chi-kwadrat dla poziomu istotnosci sta-
tystycznej o = 0,005 oraz liczby stopni swobody p = 2, tj.:

UCL =T =y}

e =10,6

2
= X(0‘995),p

Wykres kontrolny Hotellinga, ktory ilustruje wyniki obli-
czen z wykorzystaniem odpowiednich statystyk, pokazano na
rysunku 4.

7Z rys. 4 wynika, ze proces jest statystycznie niekontrolowany,
tj. wystepuje jego naruszenie w punkcie 5. Samo kryterium
Hotellinga nie pokazuje jednak, ktory wskaznik bezposrednio
(lub laczny wplyw ktérych wskaznikéw) powoduje to naru-
szenie procesu. Do sprawdzenia hipotezy, czy przyczyna zabu-
rzenia procesu jest dany wskaznik, stosuje sie indywidualne
kryterium Hotellinga [3, 5]. Testowana jest hipoteza

T? >T2

Hj
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Rys. 3. Karty kontrolne Shewharta dla danych poczatkowych
Fig. 3. Shewhart control charts on initial data

Rys. 4. Karta kontrolna Hotellinga dla procesu z dwiema zmiennymi
Fig. 4. Hotelling’s control chart for a process with two variables

— 2
gdzie: Ty, = 71[6'7T (X7 - ‘unj) }/[C;SCJ, C,— specjalny wek-

tor kolumnowy, ktéry wyréwnuje wartosci wszystkich cech
z wyjatkiem j-tego i zawiera zera we wszystkich wierszach
z wyjatkiem j-tego, w ktérym wystepuje jedynka. Tak wiec
dla j = 1 mamy C =|1 o|.

Jezeli T;l > 1'}; i T;Z > 1';;, to z prawdopodobienstwem
P=(1- a) = 0,95 mozna stwierdzi¢, ze oba badane wskazniki
(parametry) wplywaja na stabilno$¢ procesu.

Jednak nie zawsze okre$lony parametr jest przyczyna zaburze-
nia procesu technologicznego. Na przyklad, gdy karta kontrolna
Hottelinga pokazuje dezorganizacje procesu, a sprawdzenie poka-
zuje, ze poszczegdlne kryteria spelniaja nieréwnosé T;j < Tkzp
Zatem dopiero kombinacja kilku wskaznikéw znaczaco wplywa
na sterowalnosé statystyczna procesu technologicznego. Dla tych
samych danych konstruuje sie wykresy kontrolne dla gtéwnych
sktadowych j_”1 i fz Po wstawieniu do (2) wartoéci: o) =1,
0'3 =0,1681, po o, = 0,2050, uzyskuje si¢ macierz kowariancji:

_ { 1 0, 2050} 14)
0,2050 0,1681

Aby znalezé wartosci wlasne, korzysta si¢ z wyrazenia (10).
Poniewaz macierz jednostkowa I jest diagonalna, to wyznacza
sie wyznacznik macierzy X, ktéry tworzy réwnanie charakte-

Evgeniy T. Volodarsky, Oleh Kozyr, Zygmunt L. Warsza

Rys. 5. Pole rozrzutu we wspétrzednych sktadowych gtéwnych
Fig. 5. Scatter area in principal components coordinates

rystyczne. Po jego rozwiazaniu otrzymuje si¢ wartosci wia-
sne macierzy (14): 4 =1,0478 i A, =0,1203. Kazdej z nich
odpowiada wektor wlasny. Po ich wyznaczeniu otrzymuje sie
réwnanie macierzowe (11):

0,2050

1-2 u, | |0
0,2050 0,1681—2 ||u,| |0]

Po podstawieniu wartosci wlasnych A4 i 4, kolejno do
wzoru (15) otrzymuje si¢ odpowiednie uktady réwnan, takie
jak w (12). Rozwiazujac te réwnania, otrzymuje si¢ wektory
u, i u, dla przyjetych danych. Po skorzystaniu z normalizu-
jacego réwnania (13) otrzymuje si¢ wektory wlasne o, i D,
ktore tworza macierz wspoélczynnikow przetwarzania V:

(15)

10,9739 -0,2270
0,2270  0,9739

Wykorzystujac macierz znormalizowanych i wy$rodkowanych
wartosci wejsciowych, na podstawie réwnania (8), wyznacza
sie¢ wspolrzedne danych poczatkowych w plaszczyznie sklado-
wych gléwnych.

Na rys. 5 przedstawiono pole rozrzutu danych wejsciowych
we wspolrzednych sktadowych gltéwnych. Widaé, ze punkty
zmienily swoje potozenie wzgledem polozenia na rys. 2 ze
wzgledu na wspomniang wyzej transformacje geometryczna.
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Rys. 6. Karty kontrolne metody wykorzystujagce gtéwne sktadowe
Fig. 6. Control charts of the method using principal components

Na rysunku 6 przedstawiono punkty charakteryzujace
zmiany procesu na dwu kartach kontrolnych z wykorzysta-
niem metody sktadowych gtéwnych.

Druga gtéwna sktadowa w punkach 5 i 16 wykreséw na
rysunku 6 przekracza dolna granice kontrolna, co $wiadczy
o zaburzeniach badanego procesu. Z przeprowadzonej analizy
wynika, ze w procesie technologicznym wystapilty trzy zaklo-
cenia. Jezeli odchylenia te nie prowadza do sytuacji krytycznej,
to ich konsekwentna identyfikacja moze stuzy¢ jako narzedzie
do udoskonalenia jakosci obserwowanego procesu.

4. Wnioski

W kontroli jednoparametrowych proceséw technologicz-
nych stosuje sie powszechnie wykresy na kartach Shewharta.
Wykresy te tworzy sie na osiach ortogonalnych, co umozliwia
na podstawie rozrzutu odrebna ocene wplywu kazdego z moni-
torowanych parametréw na przebieg procesu technologicznego.
Przy sterowaniu procesami o dwu kontrolowanych parametrach,
rozrzut wartosci wyjsciowych w wiekszoéci przypadkéw opi-
suje sie réwnaniem elipsy o nachyleniu gtéwnej osi zaleznej od
wspotczynnika korelacji. Dlatego tez przy wystepowaniu kore-
lacji karty Shewharta daja nieprawidlowe wskazanie punktu na
karcie kontrolnej, ktory odpowiada wyjsciu procesu ze stanu
statystycznie kontrolowanego. W takim przypadku wiarygodny
wynik otrzymuje sie stosujac kryteria wieloparametrowe.

Przyktadem jest zastosowanie kart kontrolnych Hotellinga.
W wigkszosci przypadkéw pozwalaja one najpierw zidentyfi-
kowa¢ wystepowanie zaburzenia procesu. Jedli ono wystepuje,
to stosujac okreslone kryterium, mozna zidentyfikowaé prze-
bieg kazdego ze sktadnikow. Jednak karty Hotellinga moga nie
zawsze pokazywaé, ktory wskaznik bezposrednio (lub ltaczny
wplyw ktérych wskaznikéw) powoduje naruszenie wlasciwego
przebiegu procesu.

Odrebne i niezalezne szacowania wplywu obserwowanych
parametréw procesu umozliwia zastosowanie w konstrukeji kart
kontrolnych oméwionej metody analizy gléwnych sktadowych
PCA. Metoda ta eliminuje wplyw korelacji na ocene zaburze-
nia procesu, gdyz wybierane sa w niej osie, ktére pokrywaja
si¢ z osiami wektora rozpraszania.

Przy duzej liczbie parametréw wplywajacych na przebieg
procesu technologicznego, metoda ta pozwala na ocene pra-
widlowosci tego przebiegu przez monitoring dwu lub trzech
najbardziej istotnych parametréow. Ulatwia to budowanie
wykreséw kontrolnych i stanowi uzasadnienie, ze metoda gtéw-
nych sktadowych ma perspektywy zastosowania w kartach kon-
trolnych do badania jakosci proceséw produkeyjnych.
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Application of Principal Components Method in Control Charts of

Multi-Parameter Processes

Abstract: The article describes in detail the method of constructing control charts based on
principal components. Evaluation of the effectiveness of the application of the method is carried out
on simulated data, which are close to the measurement results obtained during the control of a real
technological process. The results show that the proposed method is effective for controlling

a multi-parameter technological process in the presence of a correlated parameters.

Keywords: Shewhart control charts, principal components method, control of a multi-parametric technological process
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