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Streszczenie: W pracy rozpatrzono problematykę syntezy 
obserwatorów funkcyjnych ciągłych układów niecałkowitego 
rzędu. Pokazano, że synteza obserwatora niecałkowitego rzędu 
polegająca na wyznaczaniu poszczególnych macierzy występu-
jących w jego równaniu może być najpierw zapisana w postaci 
warunku LMI, a następnie efektywnie rozwiązana za pomocą 
dedykowanego oprogramowania do optymalizacji wypukłej. 
Rozważania zilustrowano przykładem symulacyjnym.
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 systemach sterowania ważne znaczenie w kształ-
towaniu właściwości dynamicznych obiektu ste-

rowania ma dostępność pomiarowa wektora (współrzęd-
nych) stanu. W praktyce warunek ten nie zawsze jest 
spełniony. Zwykle wszystkie zmienne stanu lub ich część 
nie są bezpośrednio mierzalne. Układ dynamiczny, który 
na podstawie znajomości modelu dynamicznego obiektu 
sterowania oraz pomiarowo dostępnej informacji o war-
tościach wymuszeń i odpowiedzi układu odtwarza na bie-
żąco estymatę wektora stanu obiektu nazywamy obser-
watorem. Koncepcja stosowania obserwatorów ma dość 
długą historię i wywodzi się z pracy [9]. W przypadku, 
gdy obserwator odtwarza liniową funkcję wektora stanu 
(tzw. liniowe prawo sterowania), mówimy o obserwatorze 
funkcyjnym [14]. 

W ostatnich latach można zaobserwować znaczne zain-
teresowanie rachunkiem całkowym i różniczkowym niecał-
kowitego rzędu oraz zastosowaniem tej teorii w naukach 
technicznych. Literatura z tego zakresu liczy obecnie 
wiele pozycji. Podstawy rachunku niecałkowitego rzędu, 
problemy osiągalności, stabilności układów ciągłych oraz 
dyskretnych można znaleźć w monografii [4] oraz cytowa-
nych tam pracach, zaś zastosowanie tej teorii w pewnych 
obszarach automatyki jest opisane w monografii [13].

Syntezie obserwatorów funkcyjnych układów ciągłych 
i dyskretnych całkowitego (naturalnego) rzędu są poświę-
cone prace [2, 3, 7, 11, 12, 15, 17, 18] (i cytowana tam 

literatura) oraz wybrane rozdziały monografii [4, 14]. 
W części tych prac rozważane są głównie funkcyjne obser-
watory zredukowane i związane z tym określanie minimal-
nego rzędu tychże układów.

Niniejsza praca jest poświęcona syntezie obserwato-
rów funkcyjnych układów ciągłych niecałkowitego rzędu. 
Proponowane w pracy alternatywne podejście do syntezy 
obserwatorów funkcyjnych jest oparte na pewnych warun-
kach zapisanych w ramach liniowych nierówności macie-
rzowych (LMI). Zaleta takiego podejścia polega na tym, 
że sprowadzając dany problem do zadania optymalizacji 
z ograniczeniami w postaci nierówności LMI, można go 
uważać praktycznie za rozwiązany, nawet jeżeli wcześniej 
nie dysponujemy analityczną formułą na jego rozwiązanie.

1. Sformułowanie problemu

Niech Ân×m będzie zbiorem macierzy wymiaru n × m o ele-
mentach rzeczywistych oraz Ân = Ân×1. Zbiór liczb całko-
witych dodatnich oznaczać będziemy przez Z+, przez In 
macierz jednostkową wymiaru n×n, zaś przez Sn zbiór 
macierzy symetrycznych. Macierz kwadratowa Q Î Sn jest 
dodatnio (ujemnie) określona  ( ), jeżeli jej forma 
kwadratowa jest dodatnia (ujemna), tzn. xTQx > 0 
(xTQx < 0) dla każdego niezerowego Ân.

Weźmy pod uwagę liniowy układ ciągły opisany za 
pomocą równań stanu w poniższej postaci
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gdzie a jest rzędem układu, x(t) Î Ân, u(t) Î Âm, y(t) Î Âp 
są odpowiednio wektorami stanu, wejścia (wymuszenia) 
i wyjścia (odpowiedzi) zaś A Î Ân×n, B Î Ân×m, C Î Âp×n.

Załóżmy do dalszych rozważań, że układ opisany równa-
niami (1) jest asymptotycznie stabilny i obserwowalny.

Obserwatorem funkcyjnym niecałkowitego rzędu 
układu ciągłego (1) nazywamy układ dynamiczny, który 
na podstawie znajomości wartości wymuszenia u(t) Î Âm 
oraz odpowiedzi y(t) Î Âp układu (1) wyznacza estymatę 
liniowej funkcji wektora stanu x(t) Î Ân, tj.
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 u(t) = Kx(t)                  (2)

tego układu, przy czym K Î Âm×n jest zna-
ną macierzą.

Zazwyczaj (2) wyraża tzw. liniowe prawo 
sterowania, które jest stosowane w celu 
poprawy właściwości dynamicznych układu 
regulacji (lub jego stabilizacji) przez przesu-
wanie biegunów tego układu na płaszczyźnie 
zmiennej zespolonej [4]. Macierz K to tzw. 
macierz wzmocnień, zawierająca stałe warto-
ści, przez które są wymnażane poszczególne 
współrzędne wektora stanu x (t). W przypadku 
zmian tych parametrów (wzmocnień) reak-
cja układu może odbiegać od założeń projek-
towych. Ważne zatem jest monitorowanie 
(śledzenie) na bieżąco przebiegu funkcji Kx (t), 
tak aby mieć pewność, że w projektowanym 
układzie są zachowane wszystkie postawione mu założenia.

Zasadniczym celem pracy jest podanie, przy wykorzy-
staniu aparatu liniowych nierówności macierzowych (LMI), 
prostej i wygodnej w zastosowaniu metody syntezy obser-
watorów funkcyjnych układów liniowych ciągłych opisa-
nych równaniami stanu (1).

2. Główny rezultat

Rząd a układu (1) może mieć wartości w przedziale 
0 < a < 1 lub 1 < a < 2. Z tym faktem wiążą się różne 
obszary stabilności (rys. 1), w których są położone warto-
ści własne macierzy A Î Ân×n [10].

W dalszej części pracy do rozważań przyjmiemy, że 
układ ciągły (1) ma rząd 1 < a < 2.

Korzystając z teorii obserwatorów funkcyjnych ukła-
dów całkowitego (naturalnego) rzędu [14] można rozpatry-
wany obserwator układu rzędu niecałkowitego (1) opisać 
za pomocą poniższego równania
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przy czym z(t) Î Ân, u(t) Î Âm, y(t), w(t) Î Âp, G Î Ân×m, 
N Î Ân×n, L Î Âp×n, H Î Ân×p, M Î Âp×p. Rząd a obserwa-
tora (3) jest równy rzędowi układu (1). 

Schemat blokowy układu (1) z obserwatorem (3), 
podobnie jak w przypadku układów naturalnego rzędu 
[14], można przedstawić jak na rys. 2.

Na podstawie równania wyjścia (3), można stwier-
dzić, że asymptotycznie stabilny obserwator funkcyjny 
(3) odtwarza (asymptotycznie), tzn.
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liniową funkcję (2). Oznacza to, że wektor w(t) jest esty-
matą Kx(t), a z(t) Î Ân jest estymatą x(t).

Wektor błędu (uchybu) można zdefiniować w poniż-
szy sposób

 ntxtzte ℜ∈−= )]()([)(  (5)

Różniczkując obustronnie (5) i korzystając z równania 
(1), (3) otrzymamy
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Jeżeli
 N = A – HC, G = B (7)

wówczas z (6) otrzymamy
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Rys. 1. Obszar stabilności układu (1) dla rzędu: a) 0 < a < 1, 
b) 1 < a < 2

Fig. 1. Stability region of a system (1) for order: a) 0 < a < 1, 
b) 1 < a < 2

Rys. 2. Schemat blokowy układu niecałkowitego rzędu (1) oraz 
obserwatora funkcjonalnego (3)

Fig. 2. Block diagram of a  fractional order system (1) and 
functional observer (3)
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Z równania (8) wynika, że jeśli wartości własne macie-
rzy N (7) będą położone w obszarze stabilności (rys. 1b), 
to błąd estymacji będzie asymptotycznie dążył do zera. 
Oznacza to, że z(t) ® x(t) wtedy i tylko wtedy, gdy e(t)®0 
dla t®¥. W stanie ustalonym mamy

 Kx(t) = (L + MC)x(t) Þ K = L + MC (9)

Uwzględniając powyższe rozważania, zadanie syntezy 
obserwatora (1) można sformułować w postaci:

Dla układu niecałkowitego rzędu (1) o znanych macier-
zach A Î Ân×n, B Î Ân×m, C Î Âp×n należy wyznaczyć macie-
rze N Î Ân×n, L Î Âp×n, H Î Ân×p, M Î Âp×p obserwatora 
niecałkowitego rzędu (3) takie, że w(t)®Kx(t), zaś macierz 
(A–HC) Î Ân×n jest asymptotycznie stabilna.

Układ ciągły opisany równaniem (1), lecz rzędu natu-
ralnego (a=1) jest asymptotycznie stabilny, jeżeli nierów-
ność (Lapunova) LMI o postaci [1]

  0pPAPAT +  (10)

jest spełniona względem zmiennej .

W przypadku układów niecałkowitego rzędu (1) dla 
1 < a < 2 należy stosować kryterium (stabilności) LMI, 
które zostało podane w pracy [10].

Twierdzenie 1. Układ ciągły niecałkowitego rzędu (1) 
z 1 < a < 2 jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wte-
dy, gdy istnieje macierz , taka że jest spełniona 
poniższa nierówność
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Wykorzystując podany warunek (11) oraz pewne rezul-
taty pracy [6] sprowadzimy problem syntezy obserwatora 
funkcyjnego do standardowego problemu LMI dopuszczal-
ności (tj. istnienia rozwiązania) z dodatkowym warun-
kiem do spełnienia nałożonym na macierz K o postaci (9). 
Warunek ten będzie zapisany i rozwiązany w dedyko-
wanym środowisku programowym, opisanym w dalszej 
części pracy.

Liniowa nierówność macierzowa (LMI) w formie kano-
nicznej jest wyrażeniem o postaci [1]
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gdzie x Î Âm jest zmienną, zaś Fi = Fi
T Î Ân×n są to znane 

macierze symetryczne. Warunek LMI (11) jest spełniony, 
jeżeli wypukły zbiór rozwiązań }0)(|{ fxFx  jest niepusty.

W rozważanym przypadku, w którym obszar stabilno-
ści dla 1 < a < 2 (rys. 1b) jest zbiorem wypukłym, będziemy 

w ramach zadania LMI poszukiwać macierz  0fTPP =
oraz macierz H taką, dla których jest spełniona nierów-
ność o postaci
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gdzie N = A – HC

Dokonując niezbędnych podstawień dla wyrażeń wystę-
pujących w nawiasach w nierówności (13) otrzymamy

  PHCPAPHCPAPNPN TTTT −+−⇒+   (14a)
 

  )( PHCPAPHCPAPNPN TTTT −−−⇒−  (14b)
 

  PHCPAPHCPAPNPN TTTT −+−⇒+  (14c)

Powyższe wyrażenia utworzą w efekcie biliniową nierów-
ność macierzową (BMI), ponieważ niewiadoma P oraz H 
występuje w iloczynie. Dokonując podstawienia Y = PH 
otrzymamy liniową nierówność macierzową o postaci
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  YCPAYCPA TTT −+−→)(),( 41  (16)

  YCPAYCPA TTT +−−→)(2  (17)
 

  TTT YCPAYCPA +−−→)(3  (18)

Po rozwiązaniu warunku LMI (15) macierz H, przy 
której obserwator jest asymptotycznie stabilny możemy 
obliczyć ze wzoru

  1−=YPH  (19)

Powyższe rozważania można podsumować w postaci 
podanych niżej twierdzeń.

Twierdzenie 2. Dla układu niecałkowitego rzędu (1) ist-
nieje obserwator funkcjonalny (3) wtedy i tylko wtedy, 
gdy istnieją macierze L Î Âp×n, M Î Âp×p oraz H Î Ân×p 
taka, że wartości własne macierzy N = (A – HC) Î Ân×n są 
położone w obszarze stabilności (rys. 1b). �
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Twierdzenie 3. Obserwator funkcjonalny (3) układu nie-
całkowitego rzędu (1) jest asymptotycznie stabilny jeżeli 
nierówność LMI (15) dopuszcza rozwiązanie względem 
zmiennej 0fTPP =  oraz Y = PH. W tym przypadku ma-
cierz H jest dana wzorem (19). �

Warunek (15) można sprawdzić (rozwiązać) w środo-
wisku programowym, przeznaczonym do rozwiązywania 
zagadnień optymalizacji wypukłej, w której warunki LMI 
są zapisane w postaci definicyjnej (12). Możliwość taką 
oferuje np. pakiet SeDuMi [16] oraz preprocesor YALMIP 
[8], działające integralnie w środowisku MATLAB. 
W rozważanym przypadku, jeżeli jest spełniona nierów-
ność LMI (15) wówczas mamy gwarancję, że z obliczoną 
macierzą H obserwator jest asymptotycznie stabilny. Pozo-
stałe macierze obserwatora, tj. L Î Âp×n, M Î Âp×p można 
wyznaczyć formułując w ramach danego środowiska opty-
malizacyjnego problem istnienia określonego rozwiązania, 
tj. poszukiwania takich macierzy L, M, dla których jest 
spełniony warunek (9), tj.

  0,0, ≠≠+= LMMCLK  (20)

przy czym macierze C Î Âp×n, K Î Âm×n są znane. Warto 
dodać, że zgodnie z definicją obserwatora, projektant ma 
możliwość swobodnego kształtowania jego dynamiki. Ko-
rzystając zatem ze wskazanych wyżej programów narzę-
dziowych można przy poszukiwaniu rozwiązania podsta-
wowego warunku LMI (15), nałożyć dodatkowe wymaga-
nia odnośnie wartości poszczególnych zmiennych. Przy-
kładowo podczas rozwiązywania LMI (15) można równo-
legle określić, że zmienna Y > C, Y > 2C (elementy ma-
cierzy Y mają być odpowiednio większe niż odpowiada-
jące im elementy macierzy C). Często dodatkowym zało-
żeniem, pojawiającym się w teorii sterowania przy spraw-
dzaniu warunku stabilności (10) jest warunek w posta-
ci tr(P) = 1. Oznacza to, że ślad macierzy tr (suma ele-
mentów na głównej przekątnej) powinien wynosić  1. Efekt 
wprowadzenia takiego warunku przy większej wartości 
sumy tych elementów prowadzi do uzyskania obserwatora 
o większej dynamice niż układu, dla którego jest on pro-
jektowany. Z założenia rozwiązywanie zadań formułowa-
nych w ramach LMI przy poprawnym ich zapisaniu po-
winno zwracać akceptowalne przez projektanta rezulta-
ty. Można zatem swobodnie formułować tego rodzaju do-
datkowe warunki, jeśli uzyskuje się oczekiwane rezulta-
ty, poprawiające w efekcie funkcjonowanie projektowane-
go układu: obiekt–obserwator.

2.1. Przykład
Weźmy pod uwagę układ ciągły niecałkowitego rzędu roz-
ważany w pracy [12], gdzie rząd a = 1,76, zaś macierze
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(21)

Należy zaprojektować obserwator funkcjonalny dla tego 
układu, który odtwarza asymptotycznie funkcję Kx(t), 
przy czym
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W rozpatrywanym układzie n = 4, m = 1, p = 2.

Wykonując obliczenia w środowisku MATLAB z wyko-
rzystaniem programów optymalizacyjnych SeDuMi, 
YALMIP uzyskano zaprezentowane dalej wyniki.
Warunek LMI (18) jest spełniony dla macierzy 

  

(23)

Macierz H obserwatora obliczona ze wzoru (19), 
z uwzględnieniem powyższych macierzy, ma postać
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Macierz N (7) ma postać
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Rys. 3. Położenie wartości własnych macierzy A (‘ x’ ), N (‘ o’ )
Fig. 3. Location of eigenvalues of matrices A (‘ x’ ), N (‘ o’ )
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Macierze L, M występujące w warunku (2) mają postać
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Łatwo sprawdzić, że warunek K = L + MC jest speł-
niony, przy czym K ma strukturę (22). Podsumowa-
nie poprawnych obliczeń dla tego warunku, pochodzące 
z programu optymalizacyjnego, jest zaprezentowane niżej.

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

+

|ID| Constraint| Type| Primal residual | Dual residual |

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

+

|#1| K == L+M*C| Equality constraint| -5.7294e-007|-2.2915e-012|

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

+
No problems detected (SeDuMi-1.1)

Pozostałe informacje dotyczące deklaracji warunków 
LMI są podobne, przy czym liczba iteracji, w których 
program zwraca wynik obliczeń może być większa (pole 
Primal oraz Dual residual). W przypadku błędnego sformu-
łowania zadania użytkownik otrzymuje informację: Infe-
asible problem (SeDuMi-1.1).

Położenie wartości własnych macierzy A (21) rozważa-
nego układu niecałkowitego rzędu oraz macierzy N (25) 
obserwatora jest pokazane na rys. 3.

Z rozkładu wartości własnych macierzy N (25) wynika, 
że macierz H (24) została obliczona poprawnie i obserwa-
tor z tą macierzą jest asymptotycznie stabilny.

Na kolejnych rysunkach przedstawiono estymaty funk-
cji Kx(t) dla wszystkich współrzędnych wektora stanu  
 Ttxtxtxtxtx )]()()()([)( 4321= oraz przebieg błędu esty-

macji dla każdego przypadku. W przypadku układu niecał-
kowitego rzędu (1) o macierzach (21) przyjęto taki sam 
warunek początkowy x0(t) = 2 dla każdej zmiennej stanu, 
natomiast w obserwatorze ustawiono zerowy warunek 
początkowy. Układ został zamodelowany w środowisku 
MATLAB/Simulink z wykorzystaniem dodatkowych 
elementów z biblioteki [19].

Uzyskane rezultaty symulacji potwierdzają, że obserwa-
tor funkcjonalny rzędu a = 1,76 o równaniu (3) z macie-
rzami (24), (25), (26) oraz macierzą G = B został zapro-
jektowany poprawnie. Jest on asymptotycznie stabilny, zaś 
błąd estymacji e(t) ® 0 dla t ® ¥.

3. Uwagi końcowe

W pracy rozpatrzono problem syntezy obserwatorów funk-
cyjnych układów ciągłych niecałkowitego rzędu. Stosując 
podejście oparte na liniowych nierównościach macierzo-
wych (LMI) podano metodykę wyznaczania nieznanych 
macierzy obserwatora niecałkowitego rzędu. Rozważania 
podsumowano dwoma kryteriami (twierdzenie 2, 3) i zilu-
strowano na przykładzie symulacyjnym.

Zaletą proponowanego podejścia do syntezy obserwatora 
funkcyjnego jest proste sformułowanie warunków istnie-
nia i wyznaczania macierzy obserwatora, bez konieczno-
ści uogólniania metod analitycznych znanych dla układów 
naturalnego rzędu [4, 14]. Użytkownik stosujący propono-
wane podejście ma możliwość określania dynamiki obser-
watora przez nakładanie dodatkowych warunków (ogra-
niczeń). Mogą one dotyczyć formułowania wartości śladu 
macierzy P, warunku na macierz Y (np. Y > C) występu-
jących w podstawowym warunku LMI (15) lub macierz 
M (20) (np. M > 0, M > C).

Proponowaną w niniejszej pracy syntezę obserwatorów 
można zastosować dla dodatnich układów ciągłych niecał-
kowitego jak i naturalnego rzędu. Można na podstawie 

Rys. 4. Funkcje Kxi(t), i = 1, …, 4 (linia ciągła) oraz ich estymaty 
wi(t), i = 1, …, 4 (linia przerywana)

Fig. 4. Functions Kxi(t), i = 1, …, 4 (solid line) and their estimates 
wi(t), i = 1, …, 4 (dashed line)
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Fig. 5. Estimates error of function Kxi(t), i = 1, …, 4
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proponowanej metodyki wyznaczyć obserwator zreduko-
wanego rzędu. Możliwe jest także uogólnienie przedsta-
wionych rozważań dla układów singularnych niecałkowi-
tego rzędu lecz przy pewnych ograniczeniach.
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Functional observer synthesis for linear 

continuous-time fractional systems

Abstract: The paper presents a problem of synthesis of func-
tional observers for fractional order continuous-time linear sys-
tems. It has been shown that this problem can be formulated 
and solved by the use of linear matrix inequalities (LMI) method. 
Necessary and sufficient conditions for solvability of the pro-
blem for computation of an unknown matrices of asymptotic 
stable observers have been given. The proposed approach is 
illustrated by a numerical example. 

Keywords: observer, functional, continuous-time, fractional 
order
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