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Streszczenie: W pracy rozpatrzono problematyke syntezy
obserwatoréw funkcyjnych ciagtych uktadéw niecatkowitego
rzedu. Pokazano, ze synteza obserwatora niecatkowitego rzedu
polegajgca na wyznaczaniu poszczegdlnych macierzy wystepu-
jacych w jego réwnaniu moze by¢ najpierw zapisana w postaci
warunku LMI, a nastepnie efektywnie rozwigzana za pomoca
dedykowanego oprogramowania do optymalizacji wypuktej.
Rozwazania zilustrowano przyktadem symulacyjnym.
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W systemach sterowania wazne znaczenie w ksztal-

towaniu wtasciwosci dynamicznych obiektu ste-
rowania ma dostepno$é pomiarowa wektora (wspélrzed-
nych) stanu. W praktyce warunek ten nie zawsze jest
spelniony. Zwykle wszystkie zmienne stanu lub ich czes¢
nie sa bezposrednio mierzalne. Uklad dynamiczny, ktéry
na podstawie znajomosci modelu dynamicznego obiektu
sterowania oraz pomiarowo dostepnej informacji o war-
tosciach wymuszen i odpowiedzi ukladu odtwarza na bie-
zaco estymate wektora stanu obiektu nazywamy obser-
watorem. Koncepcja stosowania obserwatoréw ma do$é
dluga historie i wywodzi si¢ z pracy [9]. W przypadku,
gdy obserwator odtwarza liniowa funkcje wektora stanu
(tzw. liniowe prawo sterowania), méwimy o obserwatorze
funkeyjnym [14].

W ostatnich latach mozna zaobserwowaé znaczne zain-
teresowanie rachunkiem catkowym i rézniczkowym niecal-
kowitego rzedu oraz zastosowaniem tej teorii w naukach
technicznych. Literatura z tego zakresu liczy obecnie
wiele pozycji. Podstawy rachunku niecatkowitego rzedu,
problemy osiagalnosci, stabilnosci uktadow ciagltych oraz
dyskretnych mozna znalezé w monografii [4] oraz cytowa-
nych tam pracach, zas zastosowanie tej teorii w pewnych
obszarach automatyki jest opisane w monografii [13].

Syntezie obserwatoréow funkcyjnych uktadéw ciaglych
i dyskretnych calkowitego (naturalnego) rzedu sa poswie-
cone prace [2, 3, 7, 11, 12, 15, 17, 18] (i cytowana tam
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literatura) oraz wybrane rozdzialy monografii [4, 14].
W czedci tych prac rozwazane sa gtéwnie funkcyjne obser-
watory zredukowane i zwigzane z tym okreslanie minimal-
nego rzedu tychze uktadéw.

Niniejsza praca jest poswiecona syntezie obserwato-
réow funkcyjnych uktadéw cigglych niecatkowitego rzedu.
Proponowane w pracy alternatywne podejscie do syntezy
obserwatoréw funkcyjnych jest oparte na pewnych warun-
kach zapisanych w ramach liniowych nieréwnosci macie-
rzowych (LMI). Zaleta takiego podejscia polega na tym,
ze sprowadzajac dany problem do zadania optymalizacji
z ograniczeniami w postaci nieréwnosci LMI, mozna go
uwaza¢ praktycznie za rozwiazany, nawet jezeli wczesniej
nie dysponujemy analityczna formula na jego rozwiazanie.

1. Sformutowanie problemu

Niech ™™ bedzie zbiorem macierzy wymiaru nx m o ele-
mentach rzeczywistych oraz R"=N"1. Zbidér liczb calko-
witych dodatnich oznacza¢ bedziemy przez Z, przez I
macierz jednostkowa wymiaru nxn, za$ przez S" zbior
macierzy symetrycznych. Macierz kwadratowa Q€ S" jest
dodatnio (ujemnie) okre$lona @ > 0 (Q > 0), jezeli jej forma
kwadratowa jest dodatnia (ujemna), tzn. z'Qz>0
(2" Qr<0) dla kazdego niezerowego R".

WeZmy pod uwage liniowy uktad ciagly opisany za
pomoca réwnan stanu w ponizszej postaci

da(t) _ Y
=0 = As(t) + Bu(t 0
y(t) = Cu(t)

gdzie a jest rzedem ukladu, z(t) ER", u(t) ER™, y(t) ENRP
sa odpowiednio wektorami stanu, wejécia (wymuszenia)
i wyjscia (odpowiedzi) za§ A € Rmr BE R C'eJr-,

Zaltézmy do dalszych rozwazan, ze uktad opisany réwna-
niami (1) jest asymptotycznie stabilny i obserwowalny.

Obserwatorem funkcyjnym niecalkowitego rzedu
ukladu ciagltego (1) nazywamy uklad dynamiczny, ktéry
na podstawie znajomosci warto$ci wymuszenia u(t) €R™
oraz odpowiedzi y(t) € R? ukladu (1) wyznacza estymate
liniowej funkeji wektora stanu x(t) € R", tj.



u(t) = Ka(t) (2)
tego ukladu, przy czym KER™" jest zna-
na macierza.

Zazwyczaj (2) wyraza tzw. liniowe prawo
sterowania, ktére jest stosowane w celu
poprawy wtasciwoéci dynamicznych uktadu
regulacji (lub jego stabilizacji) przez przesu-
wanie biegunéw tego uktadu na plaszczyznie
zmiennej zespolonej [4]. Macierz K to tzw.
macierz wzmocnien, zawierajaca stale warto-
Sci, przez ktére sa wymnazane poszczegdlne
wspdlrzedne wektora stanu z(t). W przypadku
zmian tych parametréw (wzmocnien) reak-
cja uktadu moze odbiega¢ od zalozen projek-
towych. Wazne zatem jest monitorowanie
(8ledzenie) na biezaco przebiegu funkeji Kz (t),
tak aby mie¢ pewnos¢, ze w projektowanym
ukladzie sa zachowane wszystkie postawione mu zalozenia.
Zasadniczym celem pracy jest podanie, przy wykorzy-
staniu aparatu liniowych nieréwnosci macierzowych (LMI),
prostej i wygodnej w zastosowaniu metody syntezy obser-
watoréw funkcyjnych ukladéw liniowych ciaglych opisa-
nych réwnaniami stanu (1).

2. Gtéwny rezultat

Rzad a ukladu (1) moze mie¢ wartosci w przedziale
O<a<l lub 1<a<2. Z tym faktem wiaza si¢ rézne
obszary stabilnodci (rys. 1), w ktérych sa polozone warto-
$ci wlasne macierzy 4 € i [10].

W dalszej czedci pracy do rozwazan przyjmiemy, ze
uklad ciagly (1) ma rzad 1<a<2.

Korzystajac z teorii obserwatoréw funkcyjnych ukta-
déw calkowitego (naturalnego) rzedu [14] mozna rozpatry-
wany obserwator ukladu rzedu niecalkowitego (1) opisaé
za pomoca ponizszego rownania

a) N b)
Im(s) Im(s)
V3
obszar aZ obszar az
stabilnosci _ stabilnosci 2 R
uktadu (1) 0 Re(s) uktadu (1) A Re(s)

Rys. 1. Obszar stabilnosci uktadu (1) dla rzedu: a) 0<a< 1,
b) 1<a<?2

Fig. 1. Stability region of a system (1) for order: a) O<a <1,
b) 1<a<2

w(#) =0
—_

Obiekt sterowania

[24
i 4D _ gy + Butr) Y0
dt
»(1) = Cx(1)
Kx(t) % — Nz(1) + Gu(t) + Hy (1) ‘J
w(t) = Lz(t) + My(z)

Obserwator

Rys. 2. Schemat blokowy uktadu niecatkowitego rzedu (1) oraz
obserwatora funkcjonalnego (3)

Fig. 2. Block diagram of a fractional order system (1) and
functional observer (3)

dz(t) ) i
yranke Nz(t) + Gu(t) + Hy(t) ()

w(t) = Lz(t) + My(t)

przy czym z(t) ER", u(t) ER™, y(1), w(t) ERr, GER™™,
NeR> Lefr HeER>» MeR?. Rzad a obserwa-
tora (3) jest réwny rzedowi uktadu (1).

Schemat blokowy ukladu (1) z obserwatorem (3),
podobnie jak w przypadku uktadéw naturalnego rzedu
[14], mozna przedstawié¢ jak na rys. 2.

Na podstawie réwnania wyjscia (3), mozna stwier-
dzié, ze asymptotycznie stabilny obserwator funkcyjny
(3) odtwarza (asymptotycznie), tzn.

lim = [w(t) — Kz(t)] =0

(o0

(4)

liniowa funkcje (2). Oznacza to, ze wektor w(t) jest esty-
mata Kz(t), a 2(t) ENR" jest estymata z(t).

Wektor bledu (uchybu) mozna zdefiniowaé w poniz-
Szy sposob
eft) = [2(t) - (t)] € R (5)

Rézniczkujac obustronnie (5) i korzystajac z réwnania
(1), (3) otrzymamy

doelt) _d°x(t)  d“a(t)

at” at” at”
= Nz(t) + Gu(t) + Ly(t) — Az(t) - Bu(t) = (6)
= Nz(t)+ (N + HC — A)z(t) + (G — B)u(t)
Jezeli

N=A-HC, G=B

woéwezas z (6) otrzymamy

d%e(t)

-V
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Z réwnania (8) wynika, ze jesli warto$ci wlasne macie-
rzy N (7) beda polozone w obszarze stabilnosci (rys. 1b),
to blad estymacji bedzie asymptotycznie dazyt do zera.
Oznacza to, ze z(t)—=>xz(t) wtedy 1 tylko wtedy, gdy e(t)=0
dla t=o. W stanie ustalonym mamy

Kz(t) = (L+ MC)x(t) > K= L+ MC 9)

Uwzgledniajac powyzsze rozwazania, zadanie syntezy
obserwatora (1) mozna sformulowaé w postaci:

Dla uktadu niecalkowitego rzedu (1) o znanych macier-
zach A€R»" BER™" CERP" nalezy wyznaczy¢ macie-
rze NER™" LeRr HER™?, MENR™ obserwatora
niecatkowitego rzedu (3) takie, ze w(t)->Kx(t), za$ macierz
(A-HC) €R™ jest asymptotycznie stabilna.

Uklad ciagly opisany réwnaniem (1), lecz rzedu natu-
ralnego (a=1) jest asymptotycznie stabilny, jezeli nieréw-
nos$é (Lapunova) LMI o postaci [1]

A"P+PA<0 (10)
jest spelniona wzgledem zmiennej P=P"> 0.

W przypadku ukladéw niecatkowitego rzedu (1) dla
1 <a <2 nalezy stosowaé kryterium (stabilnosci) LMI,
ktére zostalo podane w pracy [10].

Twierdzenie 1. Uklad ciagly niecatkowitego rzedu (1)
z 1 <a <2 jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wte-
dy, gdy istnieje macierz P=P"> 0, taka ze jest spelniona
ponizsza nieréwnosé

(ATP+PA)sin0(§ (A"P - PA)cosar >
. pe . o <0 m(11)
(PA-A P)cos(xE (A P+PA)sm0(E

Wykorzystujac podany warunek (11) oraz pewne rezul-
taty pracy [6] sprowadzimy problem syntezy obserwatora
funkcyjnego do standardowego problemu LMI dopuszczal-
nosci (tj. istnienia rozwiazania) z dodatkowym warun-
kiem do spelnienia nalozonym na macierz K o postaci (9).
Warunek ten bedzie zapisany i rozwigzany w dedyko-
wanym srodowisku programowym, opisanym w dalszej
czedci pracy.

Liniowa nieréwno$¢ macierzowa (LMI) w formie kano-
nicznej jest wyrazeniem o postaci [1]

m

F(z)=F+Y z.F, -0, (12)
i=1

gdzie zER™ jest zmienng, za$ F,=F"ER™" sy to znane
macierze symetryczne. Warunek LMI (11) jest spelniony,
jezeli wypukly zbiér rozwiazan {z | F(z) > 0} jest niepusty.

W rozwazanym przypadku, w ktérym obszar stabilno-
$cidla 1<a<2 (rys. 1b) jest zbiorem wypuklym, bedziemy
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w ramach zadania LMI poszukiwaé macierz P = P" =0
oraz macierz H taka, dla ktérych jest spelniona nieréw-
nosé o postaci

(NP +PN)singZ (N"P - PN)cosa >
3[ 21<0 (13)
(PN - NTP)COS(ZE (N"P+ PN)sinaE

gdzie N=A-HC

Dokonujac niezbednych podstawien dla wyrazen wyste-
pujacych w nawiasach w nieréwnosci (13) otrzymamy

N"P+PN= A"P-C"H"P+PA-PHC (l4a)
N"P—-PN = A"P-C"H"P —(PA—- PHC) (14b)
PN+N"P= PA-PHC+A"P-C"H'P  (14c)

Powyzsze wyrazenia utworza w efekcie biliniowa nieréw-
no$é macierzowa (BMI), poniewaz niewiadoma P oraz H
wystepuje w iloczynie. Dokonujac podstawienia Y= PH
otrzymamy liniowa nieréwnos¢ macierzowa o postaci

(1)sina% (2)cosa£

p <0 (15)

Neosa=  (Hsina=

()eosa s (‘)sina’
M, ATP-C"YT + PA-YC (16)
()= A"P-C"Y" -PA+YC (17)
(> PA-YC-A"P+C"Y" (18)

Po rozwigzaniu warunku LMI (15) macierz H, przy
ktorej obserwator jest asymptotycznie stabilny mozemy
obliczy¢ ze wzoru

H=YP" (19)

Powyzsze rozwazania mozna podsumowaé¢ w postaci
podanych nizej twierdzen.

Twierdzenie 2. Dla ukladu niecatkowitego rzedu (1) ist-
nieje obserwator funkcjonalny (3) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja macierze L& R MER>? oraz HE R
taka, ze warto$ci wlasne macierzy N=(A- HC) ER"™" sa
polozone w obszarze stabilnosci (rys. 1b). m



Twierdzenie 3. Obserwator funkcjonalny (3) ukladu nie-
calkowitego rzedu (1) jest asymptotycznie stabilny jezeli
nieréwno$é LMI (15) dopuszcza rozwiazanie wzgledem
zmiennej P = P" > 0 oraz Y= PH. W tym przypadku ma-
cierz H jest dana wzorem (19). m

Warunek (15) mozna sprawdzié¢ (rozwiazaé) w $rodo-
wisku programowym, przeznaczonym do rozwiazywania
zagadnien optymalizacji wypuktej, w ktérej warunki LMI
sa zapisane w postaci definicyjnej (12). Mozliwosé taka
oferuje np. pakiet SeDuMi [16] oraz preprocesor YALMIP
[8], dzialajace integralnie w $rodowisku MATLAB.
W rozwazanym przypadku, jezeli jest spelniona nieréw-
no$é LMI (15) wéwczas mamy gwarancje, ze z obliczona
macierza H obserwator jest asymptotycznie stabilny. Pozo-
stale macierze obserwatora, tj. L& R»" Me& R»? mozna
wyznaczy¢ formulujac w ramach danego $rodowiska opty-
malizacyjnego problem istnienia okreslonego rozwiazania,
tj. poszukiwania takich macierzy L, M, dla ktérych jest
spelniony warunek (9), tj.

K=L+MC, M#0,L#0 (20)

przy czym macierze CER»", KER™" sa znane. Warto
dodaé, ze zgodnie z definicja obserwatora, projektant ma
mozliwos¢ swobodnego ksztattowania jego dynamiki. Ko-
rzystajac zatem ze wskazanych wyzej programoéw narze-
dziowych mozna przy poszukiwaniu rozwiazania podsta-
wowego warunku LMI (15), nalozyé dodatkowe wymaga-
nia odnosnie wartoéci poszczegélnych zmiennych. Przy-
ktadowo podczas rozwigzywania LMI (15) mozna réwno-
legle okresli¢, ze zmienna Y>C, Y>2C (elementy ma-
cierzy Y maja by¢ odpowiednio wigksze niz odpowiada-
jace im elementy macierzy C). Czesto dodatkowym zalo-
zeniem, pojawiajacym sie w teorii sterowania przy spraw-
dzaniu warunku stabilnosci (10) jest warunek w posta-
ci tr(P)=1. Oznacza to, ze $lad macierzy tr (suma ele-
mentéw na gléwnej przekatnej) powinien wynosié 1. Efekt
wprowadzenia takiego warunku przy wiekszej wartosci
sumy tych elementow prowadzi do uzyskania obserwatora
o wiekszej dynamice niz uktadu, dla ktérego jest on pro-
jektowany. Z zalozenia rozwiazywanie zadan formulowa-
nych w ramach LMI przy poprawnym ich zapisaniu po-
winno zwracaé akceptowalne przez projektanta rezulta-
ty. Mozna zatem swobodnie formulowaé tego rodzaju do-
datkowe warunki, jesli uzyskuje si¢ oczekiwane rezulta-
ty, poprawiajace w efekcie funkcjonowanie projektowane-
go uktadu: obiekt—obserwator.

2.1. Przyktad

Wezmy pod uwage uktad ciagly niecatkowitego rzedu roz-
wazany w pracy [12], gdzie rzad a =1,76, za$ macierze

-1 0 0 0 0
1 -2 1 0 1 100 0
A= ,B=| |, C= (21)
0 1 -3 0 0 010 0
0 0 -4 1

Nalezy zaprojektowaé obserwator funkcjonalny dla tego
ukladu, ktéry odtwarza asymptotycznie funkcje Ku(t),
przy czym

05 2 -1 07
K= (22)
01 02 0 1

W rozpatrywanym uktadzie n=4, m=1, p=2.

Wykonujac obliczenia w srodowisku MATLAB z wyko-
rzystaniem programéw optymalizacyjnych SeDuMi,
YALMIP uzyskano zaprezentowane dalej wyniki.
Warunek LMI (18) jest spelniony dla macierzy

082 011 004 O 4,22 2,28

o lo11 054 013 0 298 4,20
P=P = >0, Y= (23)

004 013 041 0 1,78 187

0 0 0 030 1,81 1,04

Macierz H obserwatora obliczona ze wzoru (19),
z uwzglednieniem powyzszych macierzy, ma postac

377 241
185 2,77

H= (24)
1,20 1,42
054 055

Macierz N (7) ma postaé

-477 =241 0 0
-085 —-477 10 0
N=A-HC = (25)
-120 -042 -30 0
-054 —055 0 —40
0.6
Im(s)
obszar stabilnosci
04} R
02 aZ=1584
2
ore o-® 15 \
0.2} |
-0.4 i
-0.6 ! : : : L
6 -5 -4 -3 2 -1 0 1

Rys. 3. Potozenie wartosci wtasnych macierzy A (' x’ ), N (‘0’)
Fig. 3. Location of eigenvalues of matrices A (‘x’ ), N(‘0’)
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Kx'(t)
w'(t)

-

0 25 5 0 25
t[s] t[s]

Kx4(t)
wi(t)

0 25 5 0 25 5
t[s] t[s]

Rys. 4. Funkcje Kx((t), i=1, ..., 4 (linia ciagta) oraz ich estymaty
wi(t), i=1, ..., 4 (linia przerywana)

Fig. 4. Functions Kx(t),i=1, ..., 4 (solid line) and their estimates
wi(t), i=1, ..., 4 (dashed line)

Macierze L, M wystepujace w warunku (2) maja postaé

025 133 -1 0,7 0,25 0,67
- . M= (26)
-057 01 O 1 0,67 0,10

Latwo sprawdzié, ze warunek K=L + MC jest spel-
niony, przy czym K ma strukture (22). Podsumowa-
nie poprawnych obliczen dla tego warunku, pochodzace
z programu optymalizacyjnego, jest zaprezentowane nizej.

No problems detected (SeDuMi-1.1)

Pozostale informacje dotyczace deklaracji warunkéw
LMI sa podobne, przy czym liczba iteracji, w ktérych
program zwraca wynik obliczeni moze byé wigksza (pole
Primal oraz Dual residual). W przypadku blednego sformu-
lowania zadania uzytkownik otrzymuje informacje: Infe-
asible problem (SeDuMi-1.1).

Polozenie wartosci wlasnych macierzy A (21) rozwaza-
nego ukladu niecalkowitego rzedu oraz macierzy N (25)
obserwatora jest pokazane na rys. 3.

Z rozkladu wartos$ci wlasnych macierzy N (25) wynika,
ze macierz H (24) zostala obliczona poprawnie i obserwa-
tor z ta macierza jest asymptotycznie stabilny.

Na kolejnych rysunkach przedstawiono estymaty funk-
cji Kz(t) dla wszystkich wspoélrzednych wektora stanu
o(t)=[z'(t) 2°(t) 2°(t) z'(t)]" oraz przebieg bledu esty-
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2 2
e'(t) e(t)
1
1
0
0.5 0
0 2 5 0 2.5
t[s] t[s]
2 2
e3(t) e(t)
1 1
0 0
0 2.5 5 0 25 5

t[s] t[s]

Rys. 5. Btad estymacji funkcji Kx(f), i=1, ..., 4
Fig. 5. Estimates error of function Kx(t), i=1, ..., 4

macji dla kazdego przypadku. W przypadku uktadu niecal-
kowitego rzedu (1) o macierzach (21) przyjeto taki sam
warunek poczatkowy z,(#) =2 dla kazdej zmiennej stanu,
natomiast w obserwatorze ustawiono zerowy warunek
poczatkowy. Uklad zostal zamodelowany w srodowisku
MATLAB/Simulink z wykorzystaniem dodatkowych
elementéw z biblioteki [19].

Uzyskane rezultaty symulacji potwierdzaja, ze obserwa-
tor funkcjonalny rzedu ¢ =1,76 o réwnaniu (3) z macie-
rzami (24), (25), (26) oraz macierza G= B zostal zapro-
jektowany poprawnie. Jest on asymptotycznie stabilny, zas
blad estymacji e(t) = 0 dla ¢ - oo.

3. Uwagi koncowe

W pracy rozpatrzono problem syntezy obserwatoréw funk-
cyjnych ukladéw ciaglych niecatkowitego rzedu. Stosujac
podejscie oparte na liniowych nieréwnosciach macierzo-
wych (LMI) podano metodyke wyznaczania nieznanych
macierzy obserwatora niecatkowitego rzedu. Rozwazania
podsumowano dwoma kryteriami (twierdzenie 2, 3) i zilu-
strowano na przyktadzie symulacyjnym.

Zaleta proponowanego podejscia do syntezy obserwatora
funkcyjnego jest proste sformutowanie warunkéw istnie-
nia i wyznaczania macierzy obserwatora, bez konieczno-
Sci uogdlniania metod analitycznych znanych dla uktadow
naturalnego rzedu [4, 14]. Uzytkownik stosujacy propono-
wane podejécie ma mozliwos¢ okreslania dynamiki obser-
watora przez nakladanie dodatkowych warunkéw (ogra-
niczen). Moga one dotyczy¢ formulowania wartosci $ladu
macierzy P, warunku na macierz Y (np. Y> C) wystepu-
jacych w podstawowym warunku LMI (15) lub macierz
M (20) (np. M>0, M> C).

Proponowang w niniejszej pracy synteze obserwatordéw
mozna zastosowaé dla dodatnich uktadéw ciagtych niecal-
kowitego jak i naturalnego rzedu. Mozna na podstawie



proponowanej metodyki wyznaczy¢ obserwator zreduko-
wanego rzedu. Mozliwe jest takze uogdlnienie przedsta-
wionych rozwazan dla ukltadéw singularnych niecatkowi-
tego rzedu lecz przy pewnych ograniczeniach.
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Functional observer synthesis for linear
continuous-time fractional systems

Abstract: The paper presents a problem of synthesis of func-
tional observers for fractional order continuous-time linear sys-
tems. It has been shown that this problem can be formulated
and solved by the use of linear matrix inequalities (LMI) method.
Necessary and sufficient conditions for solvability of the pro-
blem for computation of an unknown matrices of asymptotic
stable observers have been given. The proposed approach is
illustrated by a numerical example.

Keywords: observer, functional, continuous-time, fractional
order
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