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OPTYMALIZACJA W ZASTOSOWANIU DO PLANOWANIA
RUCHU SCISLE WSPOLPRACUJACYCH ROBOTOW

W artykule' oméwiono wykorzystanie zaawansowanych technik optymalizacji do
rozwiqzywania zadan planowania Sciezek ruchu dla scisle wspolpracujqcych
robotow. Zadanie planowania Sciezki jest formufowane jako problem
minimalizacji warunkowej funkcjonatu, a nastepnie jest sprowadzane do zadania
programowania nieliniowego (NLP). Do numerycznego rozwiqzania zadania NLP
wykorzystuje sie solwer IPOPT oparty na prymalno-dualnej metodzie punktu
wewnetrznego dla zadan nieliniowych, bedqcej obecnie jednq z wiodqcych technik
optymalizacji nieliniowej dla zadan wielkiej skali.

OPTIMIZATION IN MOTION PLANNING FOR TIGHTLY
COOPERATING ROBOTS

Application of advanced optimization techniques to solve the path planning
problem for tightly cooperating robots is discussed in this paper. The approach to
path planning is formulated as a "quasi-dynamic" nonlinear optimization (NLP)
problem with equality and inequality constraints in terms of the joint variables.
The essence of the method is to find joint paths which satisfy the given constraints
and minimize the proposed performance index. For numerical solution of the NLP
problem the IPOPT solver is used, which implements a nonlinear primal-dual
interior-point method one of the leading techniques for large-scale nonlinear
optimization.

1. WPROWADZENIE

Planowanie dzialan, w szczegodlnosci planowanie ruchu, jest jednym z istotnych probleméw
w robotyce. Sformulowanie problemu planowania ruchu jako zadania optymalizacyjnego,
a nastgpnie jego rozwiazanie z wykorzystaniem odpowiednich metod numerycznych jest
jednym z stosowanych podejs¢ [15]. W niniejszej pracy jest rozwazane zagadnienie
planowania ruchu i1 koordynacji dziatan zespotu robotéw wykonujacych czynnosci
manipulacyjne wymagajace S$cistej wspolpracy robotow. Dla S$cisle wspdipracujacych
robotéw, gdy wymagana jest Scista koordynacja dziatan/ruchéow robotdw, juz znalezienie
trajektorii dopuszczalnych jest ztozonym problemem [28, 40]. Wspdlne przeniesienie przez
kilka robotéw jednego obiektu jest typowym przyktadem takiego zadania.

W zadaniach manipulacji obiekt jest centralnym elementem systemu robotycznego, ktérego
ruch 1 wywierane nan sily sa przedmiotem analizy przy planowaniu manipulacji. Po
uchwyceniu obiektu przez palce/chwytaki tworzy si¢ mechanizm wielo-przegubowy
zawierajacy jeden lub wigcej zamknigtych tancuchéw (petli) kinematycznych. W obszarze
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robotyki mozna znalez¢ wigcej przykltadow systeméw, w ktorych wystepuja petle
kinematyczne. Roboty réwnolegle sa same w sobie strukturami zawierajacymi zamknigte
tancuchy [24]. W maszynach kroczacych zamknigty tancuch tworzy si¢ w chwili kontaktu
ndg z podtozem [41]. Poza obszarem robotyki zamknigte tancuchy sga przedmiotem badan
m.in. w grafice komputerowej, wirtualnym prototypowaniu, a takze chemii i biologii
molekularnej [13, 18, 39].

Planowanie ruchu dla zamknigtego tancucha jest wykonywane w przestrzeni konfiguracyjnej
o duzym wymiarze i przy skomplikowanych ograniczeniach fizycznych [31, 40, 28]. Wigzy
wynikajace z warunku zamknigcia petli kinematycznej istotnie ograniczaja mozliwosci
ruchowe ukladu. W pracach dotyczacych planowania ruchu dla zamknigtych tancuchéow
kinematycznych zazwyczaj przyjmuje si¢, ze obiekt, stanowiacy jedno z ogniw fancucha, jest
sztywno uchwycony i konfiguracje chwytow sa zadane i state [17, 20, 28].

Nalezy podkresli¢, i1z zagadnienie planowania ruchu dla mechanizmow z petlami
kinematycznymi jest ciagle otwartym problemem badawczym. Opisane w literaturze nieliczne
przyktady algorytméw zupelnych odnosza si¢ zazwyczaj do konkretnych klas systemow
1 wykorzystuja ich charakterystyczne cechy oraz daja zadowalajace wyniki przy wielu
zatozeniach upraszczajacych. Trinkle 1 Milgram zaproponowali algorytm zupetny dla ptaskich
tancuchow z kilkoma przegubami typu obrotowego [31]. Jednakze w tym algorytmie nie
uwzglednia si¢ istnienia przeszkod 1 unikania wzajemnych kolizji migdzy ogniwami fancucha.

Przeklenstwo wymiarowosci wystgpujace w zadaniach planowania ruchu robotéw sklonito
wielu badaczy do rozwijania technik losowych, ktore cho¢ nie sa algorytmami zupelnymi,
umozliwiaja znalezienie rozwigzania w przestrzeniach wielowymiarowych. Szczegdlnie
intensywnie sa rozwijane metody planowania $ciezek ogolnie nazywane metodami
probabilistycznych map drég (ang. Probabilistic Roadmap Methods) [9, 17, 19] oraz
algorytmy RRT (ang. Rapidly-exploring Randomized Trees) [21]. W obu podejsciach
planowanie sktada si¢ z dwoch faz. Faza pierwsza polega na utworzeniu nieskierowanego
grafu (mapy) drég w swobodnej przestrzeni konfiguracyjnej. Weztami grafu sa losowo
wygenerowane konfiguracje, a krawedziami lokalne S$ciezki laczace wezly. Nastgpnie
w drugiej fazie, zwanej faza zapytan, utworzony graf jest przeszukiwany w celu znalezienia
sciezki laczacej zadana konfiguracj¢ poczatkowa z konfiguracja docelowa [19, 23].
Kluczowymi czynnikami decydujacymi o efektywnosci realizacji konkretnego algorytmu sa
sposoby generowania punktow (konfiguracji) w przestrzeni swobodnej oraz sprawdzania
kolizji. Poczatkowo opracowano algorytmy PRM i RRT tylko dla manipulatorow o otwartych
tancuchach kinematycznych, wkrétce jednak podjgto proby ich adaptacji dla manipulatoréw
z petlami kinematycznymi (manipulatorow réwnoleglych [9, 27, 40], kilku manipulatoréow
przenoszacych wspdlnie obiekt [17]). Szczegoélnie trudnym problemem jest losowe
generowanie konfiguracji spetniajacych wigzy wynikajace z warunku zamknigcia petli.

Do planowania skoordynowanych toréw ruchu robotéw mozna zaproponowac, przedstawione
w niniejszym referacie, podejscie polegajace na spelnieniu ograniczen i1 bazujace na
kinematyce systemu robotycznego o strukturze petli kinematycznej. Problem poszukiwania
dopuszczalnego toru jest formutowany w postaci zadania wariacyjnego z ustalonymi
warunkami koncowymi, polegajacego na poszukiwaniu minimum warunkowego pewnego
funkcjonatu, przy czym na funkcje ze zbioru na ktorym okreslony jest funkcjonatl sa nalozone
warunki zwane wigzami. Przy formutowaniu tego zadania istotnym zalozeniem jest
osiagalnos¢ konfiguracji poczatkowej 1 koncowej (ustalone konce krzywej dopuszczalnej). Do
rozwiazania tego zadania wykorzystano zmodyfikowana metod¢ Ritza, jedna z tzw. metod
bezposrednich rachunku wariacyjnego [10, 16]. Podstawowa idea metod bezposrednich jest
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to, ze zadanie wariacyjne rozpatruje si¢ jako graniczny przypadek zadania na ekstremum
funkcji o skonczonej liczbie zmiennych.

Istotna zaleta tego podejscia jest stosowalno$¢ zardwno dla ukladéow z niedomiarem stopni
swobody, a takze dla uktadéow redundantnych. Podstawowym problemem przy planowaniu
ruchu dla systeméw z niedomiarem stopni swobody jest znalezienie dopuszczalnego toru
ruchu, taczacego konfiguracj¢ poczatkowa z zadang konfiguracja koncowa. W przypadku
uktadéw redundantnych, tzn. z nadmiarem stopni swobody, mamy do czynienia niejako
z problemem odwrotnym do poprzedniego, polegajacym mianowicie na wyborze, sposrod
wielu mozliwych, toru spetniajacego ograniczenia i minimalizujacego dany wskaznik jakosci.
Pewnym ograniczeniem stosowalnosci podejscia wariacyjnego jest duza ztozonosé
obliczeniowa, stad konieczno$¢ stosowania efektywnych algorytméw rozwiazywania zadan
optymalizacji nieliniowej.

Wsrod metod numerycznych shuzacych do efektywnego rozwigzywania zadan optymalizacji
nieliniowe] duzej skali najbardziej rozpowszechnione s obecnie algorytmy sekwencyjnego
programowania kwadratowego (SQP) oraz metody punktu wewngtrznego dla zadan
nieliniowych (NLP). Pod wzglgdem efektywnosci obliczeniowej i odpornosci metody punktu
wewngtrznego lepiej niz metody SQP nadaja si¢ do optymalizacji duzych zadan NLP.
W publikacjach z dziedziny optymalizacji nieliniowej mozna spotka¢ wiele artykutow
porownujacych wydajno$¢ numeryczng solweréow opartych na metodach SQP i metodach
punktu wewngtrznego dla zadan nieliniowych przy uzyciu metodologii profilow efektywnosci
[11]. Warto tu wymieni¢ prace [2, 25] poréwnujace solwery SNOPT, filterSQP, LOQO
1 KNITRO, oraz [34, 37], w ktorych poréwnano solwer IPOPT z solwerami LOQO
1 KNITRO. Natomiast w [8, 7] poréwnano efektywno$¢ specjalizowanych solweréw SQP
korzystajacych ze struktury zadania 1 solwera IPOPT dla zadan optymalizacji dynamicznej,
dla ktorych rozwiazanie otrzymujemy w wyniku ich transformacji do zadan NLP.
W niniejszej pracy do rozwiazania zadania planowania ruchu S$cisle wspdipracujacych
robotow bedzie uzywany solwer IPOPT? oparty na prymalno-dualnej metodzie punktu
wewngetrznego dla zadan nieliniowych [37].

2. OPIS KINEMATYCZNY UKEADU WSPOLPRACUJACYCH ROBOTOW

Sformulujmy ogdlny opis mechanizmu M skladajacego si¢ z sztywnych czionow L,
polaczonych nieelastycznymi  przegubam J,, zawierajacego zamknigty tancuch
kinematyczny. Przestrzen robocza W mechanizmu M bedzie pewnym podzbiorem
przestrzeni fizycznej, ktéra mozna utozsamié z przestrzenia euklidesowa R’, czyli W c R’.

Domknigty i ograniczony podzbiér O c R’ oznacza obiekt. Obickt moze by¢ modelowany na
wiele sposobow, np. w postaci zbioru wielosciandéw wypuktych, zbioréw semi-
algebraicznych, zbiordéw trojkatéw [22]. Uzywajac standardowych metod parametryzacji dla
M [40], mozemy wyrazi¢ jego konfiguracje jako wektor q=[q,,...,q,] . Przy czym,

w ogolnym przypadku, poszczegdlne zmienne konfiguracyjne moga odpowiadaé zaréwno
przegubom aktywnym (napgdzanym), jak tez biernym (nie napg¢dzanym, np. gdy przedmiot
manipulacji nie jest pojedynczym cialem sztywnym, lecz sktada si¢ dwoch lub wigcej
elementow potaczonych przegubami). Zbidr wszystkich punktow q tworzy przestrzen

konfiguracyjng C, zatem M (q) oznacza transformacj¢ M do konfiguracji q. Przestrzen

Kod zrédlowy solwera IPOPT w jezyku C++ dostgpny jest pod adresem http://projects.coin-or.org/Ipopt
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konfiguracyjna mechanizmu zawierajacego petle kinematyczne nie jest gtadka rozmaitoscia,
tak jak to ma miejsce w przypadku swobodnego ciala sztywnego. Wigzy ruchu wynikajace
z warunku zamknigcia petli powoduja, ze przestrzen ta ma skomplikowana strukture, ktéra
moze by¢ reprezentowana przez obiekt matematyczny zwany rozmaitosciq semi-algebraiczng
[31]. Rozmaitos¢ ta jest definiowana jako zbior zer wielomianéw. Niezalezne ograniczenia
konfiguracyjne wynikajace ze speitnienia warunku zamknigcia petli maja postaé wigzéw
holonomicznych 1 wyznaczaja rozmaito$¢ konfiguracyjna

C.,=141qeCaf(q) =1{/(q)=0,.... £, (@) =0}} (1)

Latwo pokaza¢ [22], ze jesli wigzy holonomiczne mozna przeksztatci¢ do postaci
wielomianowej, wowczas przestrzen C_, moze by¢ przedstawiona jako rozmaito$¢ semi-

algebraiczna. Dopuszczalne konfiguracje M(q) muszg spetnia¢ takze warunki

bezkolizyjnosci z przeszkodami w przestrzeni roboczej 1 unikania kolizji migdzy
poszczegdlnymi czlonami mechanizmu M . Jesl jako B, cW,i=1,...,n, oznaczymy zbior

przeszkdd w przestrzeni roboczej, to przestrzen bezkolizyjnqg (wolna) mozna zdefiniowac jako

C,= [LIJ ]{q eCl(M(q)n B, = @)}JU[ LJJK{q eCl(L@NL(q)= Q)}} (2)
ielLn, i.je
gdzie PK oznacza potencjalne pary kolizyjne [i,j] ogniw L(q) i L;(q) w danej
konfiguracji (q) takie, ze i €[1,n,—1] oraz je[i+1,n,].
Zbior konfiguracji spetniajacych wszystkie ograniczenia geometryczne mozna przedstawié
jako

C,-C,NC, 3)

W ogélnym przypadku, C , moze sktadaé si¢ z rozlacznych podzbioréw (sktadowych)
o skomplikowane;j strukturze.

Rozwazamy zatem mechanizm M skladajacy si¢ z dwoch manipulatorow z uchwyconym
sztywno obiektem bedacym ciatem sztywnym (rys. 1). Niech q=[q/,q5]" oznacza wektor
wspotrzednych konfiguracyjnych tego mechanizmu. Do opisu systemu, z jego wyrdznionymi
elementami zwigzano uktady wspotrzednych kartezjanskich, tak jak pokazano na rys. 1. Sa to
nastgpujace uktady wspotrzednych: F, — globalny uktad odniesienia dla calego systemu, Fbi

— uktad bazowy robota R',i=1,2, F, — uktad zwiazany z obiektem oraz F, — uktad zwiazany

z chwytakiem robota R'.

Do opisu przejscia pomiedzy poszczegdlnymi uktadami wspdtrzednych wykorzystamy
macierze przeksztatcenia jednorodnego 7 € SE(3) o wymiarze (4x4), gdzie SE(3) oznacza
specjalng grupe euklidesowa ruchow ciata sztywnego [26]. Pozycje uktadéw bazowych
robotow F, wzgledem globalnego uktadu odniesienia F, sa okreslone za pomoca macierzy
T,,i=12. Macierze T,,(q,),i =1,2, reprezentuja kinematyke prosta K, i-tego lancucha
i opisuja pozycj¢ uktadu F, jako funkcje¢ zmiennych konfiguracyjnych q,, za§ macierz

T,,,i=1,2 okresla pozycj¢ uktadu obiektu F, wzgledem uktadu F, .

e.o’
1
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Rys. 1. Struktura geometryczna uktadu $cisle wspotpracujacych robotéw

Warunki zamknigcia petli kinematycznej mozna, w rozwazanym przypadku, zapisaé
W postaci rOwnania macierzowego

T, (ql)Telo T, T, ((h)Teza =0, 4)
gdzie Tblb2 jest macierze przeksztatcenia jednorodnego opisujaca pozycj¢ uktadu bazowego

sz wzgledem uktadu bazowego tancucha Fb1 .

Rozmaito$¢ zadaniowa mozna utozsamia¢ z zwartym podzbiorem grupy SE(3). Punkt

w przestrzeni zadaniowej mozna wyrazi¢ za pomoca minimalnej liczby zmiennych
wprowadzajac reprezentacje przestrzeni w postaci uktadow wspoétrzednych odpowiednio dla

grupy przesunieé R’ i grupy obrotéw SO(3) [29]. Dla opisu przesunieé zazwyczaj stosuje sie
wspohrzedne kartezjanskie, natomiast reprezentacji grupy obrotdw istnieje wiele, m.in. katy
Eulera, o$-kat, kwaterniony, itd., [26].

3. PLANOWANIE TORU RUCHU

Krzywe geometryczne w przestrzeni konfiguracyjnej bedziemy nazywali torami, zas krzywe
w przestrzeni zadaniowej Sciezkami.

Okreslmy zatem podstawowe zadanie planowania toru w przestrzeni konfiguracyjnej C, ,
polegajacej na wyznaczeniu krzywej q(-), ktora realizuje odpowiednio gladka Sciezke
(krzywa) w przestrzeni zadaniowej. Dla danej konfiguracji poczatkowej q, € C, 1 koncowej
q, € C, nalezy znalez¢ ciagly 1 dostatecznie gtadki tor q(s):[0,1]— C, taki, ze q(0)=q,
1q(l)=q,. Parametr s moze by¢ interpretowany jako znormalizowana dlugos¢ krzywej
zakre$lanej przez wybrany punkt, np. poczatek uktadu F . Warunkiem koniecznym istnienia
rozwigzania tego zadania, jest przynaleznos¢ obu konfiguracji q, i q, do jednej sktadowej

spojnej przestrzeni C, [31].
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Zadanie poszukiwania torow ruchu w przestrzeni C, jest, w ogolnym przypadku, bardzo
ztozonym problemem obliczeniowym. Struktura tej przestrzeni juz dla zamknigtych
tancuchéw o kilku stopniach swobody jest bardzo skomplikowana. Chociaz, w teorii, istnieja
ogolne algorytmy zupelne planowania torow na rozmaitosciach semi-algebraicznych [31], to
ze wzgledu na stopien ich zlozonosci nie zostaly one w peilni zaimplementowane dla
rzeczywistych systeméw robotycznych. Dlatego tez w celu znalezienia praktycznego
rozwiazania wykorzystano jedng z metod rachunku wariacyjnego.

3.1. Sformulowanie zadania planowania toru jako problemu wariacyjnego

W podejéciu wariacyjnym mozna, w ogolnym przypadku, uwzgledni¢ przy planowaniu ruchu
dynamike systemu, jednakze takie zadanie sprowadza si¢ w istocie do zadania sterowania
optymalnego [15]. Rozwigzanie kompletnego zadania sterowania optymalnego
w rozwazanym przypadku jest bardzo trudne i czasochtonne. W wielu przypadkach wystarcza
rozwiazanie uproszczonego zadania, w ktorym uwzglednia si¢ tylko kinematyke systemu
robotycznego [28]. W takim przypadku problem planowania mozna sprowadzi¢ do zadania na
poszukiwanie dopuszczalnych funkcji (krzywych geometrycznych), ktére minimalizuja dany
funkcjonat kosztu. Dalej bedziemy rozpatrywali funkcjonaly dajace si¢ przedstawi¢ w ogdlnej
postaci

ILs,a1= [F(s,q(s))ds (5)

przy ograniczeniach
qe¥2{ qeC*([0,1]):h(s,) =0 A g @) <0 AqO) =a,.qD=q,}  (6)
Funkcjonat (5) rozpatrujemy nie na wszystkich krzywych spetiajacych warunki graniczne
q,, q,,ale tylko na tych z nich, ktore leza na pewnej (17 —m,, )-wymiarowej rozmaitosci [16],
gdzie m, jest liczba ograniczen rownosciowych. Wigzy jednostronne g(s,q) <0 odpowiadaja

ograniczeniom zakreséw ruchdéw przegubow i unikania kolizji migdzy obiektem i ramionami
manipulatoréw oraz przeszkodami. Jak tatwo zauwazy¢, podane ograniczenia zbioru
rozwiazan dopuszczalnych w istotny sposéb wplywaja na charakter rozwiazania
optymalnego.

W celu sformutowania zadania planowania dopuszczalnego toru ruchu w postaci zadania
wariacyjnego nalezy okresli¢ konkretna posta¢ funkcjonatu (5). Niech p?(-) bedzie zadana
sciezkg obiektu w przestrzeni zadaniowej faczaca pozycj¢ poczatkowa p, i zadang pozycje
koncowa p , . Zatézmy, ze Sciezka p‘ (") zostata narzucona arbitralnie bez uwzgledniania czy

jest ona dopuszczalna (poza warunkami granicznymi, ktére musi speinia¢). Dla systemu
przedstawionego na rys. 1 problem planowania mozna sprowadzi¢ do zadania minimalizacji
funkcjonatu 7[q(-)] postaci:

1q()]= f(pi(qi () =p* ()" W (p,(q,()—p*(s))ds, (7

gdzie p,(),i=1\,i=2 okreSlaja aktualng Sciezk¢ dla ukiadu zwigzanego z obicktem jako
funkcji  wspdtrzednych konfiguracyjnych jednego z manipulatorow (odpowiednio
manipulatora i =1\, i=2). Wektory p, opisuja pozycj¢ obiektu w uktadzie odniesienia F,
przy odpowiedniej parametryzacji wspolrzednych polozenia i orientacji. Macierz wagowa W
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jest dobierana stosowanie do postawionego zadania i okresla, ktore wspotrzedne obiektu beda
lepiej ,,nadazaty" za S$ciezka zadang. Ograniczenia rownosciowe (4) przy przyjetej
parametryzacji mozna zapisac jako

Vsel[0,1] A (5,@) = P (4, ()~ P2 (42(5)) =0, k=1.....6 (8)

Klasyczne rozwiagzanie zadania wariacyjnego (5)—(6) polega na wprowadzeniu wewnetrznych
funkcjonaléw kary i rozwiazaniu (o ile takie rozwiazanie istnieje) uktadu réwnan Eulera-
Poissona opisujacym warunki konieczne istnienia ekstremum takiego funkcjonatu [16, 15].
W ogbélnym przypadku réwnania FEulera-Poissona sa rownaniami rézniczkowymi
i znajdowanie rozwigzania zadania wariacyjnego sprowadza si¢ do zagadnienia istnienia
i poszukiwania rozwiazania tych réwnan. Zauwazmy jednak, Zze w naszym przypadku
rozwazamy pewng szczegolng klas¢ funkcjonatdéw, dla ktorych funkcja podcatkowa nie zalezy

od pochodnych ¢, =dq,/0s (réwnania Eulera-Poissona nie sa tutaj réwnaniami
rézniczkowymi). Rozwiazanie takiego uktadu réwnan nie zawiera statych dowolnych
idlatego, w ogélnym przypadku, moze nie spetnia¢ warunkoéw granicznych q(0)=q,
iq(l)=q,.

Do najbardziej ogélnych, a jednoczesnie efektywnych obliczeniowo, metod przyblizonego
rozwigzywania zadan wariacyjnych z ograniczeniami zalicza si¢ tzw. metody bezposrednie.
Podstawowa ideg metod bezposrednich jest to, ze zadanie wariacyjne rozpatruje si¢ jako

graniczny przypadek zadania na ekstremum funkcji o skonczonej liczbie zmiennych.
W niniejszej pracy wykorzystano jedna z takich metod zwana metoda Ritza [16].

3.2 Aproksymacja skonczenie-wymiarowa zadania wariacyjnego

Idea proponowanego podejscia polega na poszukiwaniu rozwiazahn zadania wariacyjnego nie
na wszystkich dopuszczalnych® krzywych q lecz tylko wsréd N +1 pierwszych funkcji

z ciagu {goj }j‘;o
N . .
q0)=2¢, ¢,(), dimq=dime,, )
=0
gdzie c¢; jest wektorem statych wspofczynnikdw, zas funkcje q() leza w zbiorze

okreslonosci danego funkcjonatu. Ciag funkcji bazowych ¢; nie moze by¢ wybrany w sposob

dowolny. Wybdr konkretnej bazy jest uwarunkowany wymaganym charakterem rozwigzania.
Doktadno$¢ aproksymacji zalezy od wymiaru N podprzestrzeni Y,, Y i od postaci funkcji

bazowych ¢,.

Zaktadamy, ze funkcje ¢, sa klasy C? i ciag jest zupetny w sensie normy przestrzeni Y, .

Niech A, oznacza podzial przedzialu [0,1]]cR' na N réwnych podprzedziatow

1 . . .
As=sj+]—sj=ﬁ dla s, J=0,1,...,N-1, gdzie s, sa takimi warto$ciami, ze

0=s,<s <...<sy=1. W rozwazanym przypadku jako funkcje bazowe ¢, wybrano B-

funkcje sklejane, ktére mozna zdefiniowaé rekurencyjnie jako [4]:

3Dopuszczalnos’é oznacza tutaj tylko, ze funkcje naleza do dziedziny funkcjonatu, ale nie musza spetniaé
ograniczen.

7
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Stata B-funkcja sklejana w j -tym podprzedziale jest dana w postaci:

1 se I_s S J
b.,(s)= A 10
0(5) {0 pozostato s (10)
B-funkcja sklejana stopnia m w przedziale [s oS jmit J jest zdefiniowana jako
_ 575 Sjeme1 —S
bj,W!(S) - ——S.bj’m_l (S)+—bj+1,m—l(s) (11)

j+m j Sj+m+l_ Jj+l
Oznaczmy jako B’ przestrzen B-funkcji sklejanych skladajacych sie z wielomianow
trzeciego stopnia okreslonych zgodnie z powyzsza definicja. Istotng cecha B-funkcji
sklejanych jest mozliwo$¢ lokalnej modyfikacji krzywej.
Problem poszukiwania dopuszczalnego toru ruchu dla zespotlu robotéw moze by¢
sprowadzony do zadania znalezienia minimum funkcji (N +3)xn zmiennych. Bez utraty
ogdlnosci mozna przyja¢ macierz wagowa w postaci W = diag(w,,...,w,). Funkcjonat (7)

n; x(N+3)

mozna wyrazi¢ jako funkcje ¢ = [clr, cl ]T (c;eR ,1=1,2)), wspotczynnikow rozwinigcia

q(-) w bazie funkcyjnej {goj }jN:_ll
I S j+2 L
minY_ [7 Y W Py ( X e,,(5) - pi () ds (12)
¢ j=0"J k=1 i=j-1

Poszukujemy zatem minimum funkcji (12) wzgledem ¢, przy ograniczeniach
ce¥, ={eR™ ™ h(s,,c)=0rg(s;,¢) <0, j=0,...,N} (13)

Tak otrzymane zadanie programowania nieliniowego moze by¢ rozwigzywane numerycznie
za pomoca odpowiednich algorytmow optymalizacji nieliniowe] z ograniczeniami,
w szczegblnosdci za pomoca solweréw bazujacych na metodzie punktu wewngtrznego dla
zadan nieliniowych.

4. METODY PUNKTU WEWNETRZNEGO DLA ZADAN PROGRAMOWANIA
NIELINIOWEGO

Metody punktu wewnetrznego dla zadan programowania nieliniowego (NLP), nazywane tez
metodami barierowymi, powstaly z potrzeby efektywnego rozwiazywania duzych zadan
optymalizacji. W szczegdlnosci dla zadan NLP z duza liczba ograniczen nierdwnosciowych,
metody te stanowia powazng alternatywg¢ wobec strategii zbioréw aktywnych. W ciagu
ostatnich 15 lat doprowadzono do lepszego zrozumienia zbieznosci metod punktu
wewngtrznego oraz rozwinig¢to dla nich efektywne algorytmy obliczeniowe charakteryzujace
si¢ pozadana zbieznos$cig globalng i lokalna.

Termin metoda punktu wewnetrznego zostat po raz pierwszy uzyty przez Fiacco
i McCormicka w 1968 roku w ksigzce [12], do nazwania dowolnego algorytmu, ktéry stuzy
do wyznaczenia minimum lokalnego zadania NLP za pomoca rozwigzania okreslonej
sekwencji zadan minimalizacji bez ograniczen. Definicja taka ewoluowala do postaci,
w ktorej za metode IP ( ang. Interior-Point ) uwazamy dowolny algorytm rozwigzujacy
zestaw zadan optymalizacji stowarzyszony ze zmniejszaniem wartosci mnoznika g, ktérego
celem jest znalezienie lokalnych rozwigzan lezacych we wngtrzu obszaru dopuszczalnego
wyznaczonego przez ograniczenia nieréwnosciowe zadania NLP.
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Celem zapewniania zbieznosci z ,,niedobrych" punktow poczatkowych, dla metod punktu
wewnetrznego, zardwno w wersji z uzyciem obszaru zaufania, jak 1 minimalizacja
kierunkowa, opracowano technik¢ funkcji oceny, bazujaca na doktadnej funkcji kary
1 gwarantujaca zbiezno$¢ do rozwiazania [5, 30]. Z drugiej strony, Fletcher i Leyffer [14]
zaproponowali ostatnio metody z filtrem, jako alternatyw¢ wobec funkcji oceny,
gwarantujaca globalng zbieznos¢ dla algorytmow programowania nieliniowego. Opieraja si¢
one na pomysle akceptacji punktow generowanych przez algorytm optymalizacji
w przypadku, gdy poprawiaja one wartos¢ funkcji celu /ub poprawiaja wartos¢ przekroczenia
ograniczen, zamiast kombinacji obu tych miar, zdefiniowanej przez funkcj¢ oceny.

Ostatnio, koncepcje filtra zaadaptowano do metod barierowych. W artykule [32] autorzy
rozwazaja metode obszaru zaufania z filtrem, w ktorej akceptuje si¢ kolejne iteracje
rozwigzania na podstawie normy warunkéw optymalnosci. Z kolei w pracy [3]
zaproponowano szereg heurystyk korzystajacych z koncepcji metod z filtrem, dla ktorych
uzyskano poprawe efektywnosci w porownaniu do metody z funkcja oceny. Ostatecznie,
w artykule [36] przedstawiono analiz¢ zbieznosci globalnej dla algorytmu punktu
wewngtrznego z metoda minimalizacji kierunkowej opartej na technice filtra.

Metody punktu wewnetrznego dla zadan NLP doczekaty si¢ implementacji w wielu solwerach
optymalizacyjnych, takich jak LOQO [33], KNITRO [6, 38], czy IPOPT [34, 37]. W testach
numerycznych solwery te okazaly si¢ efektywne i odporne dla wielu duzych zadan NLP.

4.1. Solwer IPOPT

W rozdziale tym zostanie opisany prymalno-dualny algorytm punktu wewngtrznego z metoda
minimalizacji w kierunku oparta na technice filtra, uzyty do implementacji solwera IPOPT.
Jego tworcy przyjeli nastepujace sformutowanie wyjsciowego zadania NLP:

(P)  min YO)|h(»)=0,y>0} (14)

yeRmy
Zatozono, ze funkcja celu J: R R i ograniczenie rownosciowe /: R™ > R"
(m, <m,) majg ciagte drugie pochodne. Zadania z ograniczeniami nierownosciowymi typu
g(y)>20 moga =zosta¢ przeformutowane do powyzszej postaci przez wprowadzenie
zmiennych pomocniczych, tj. g(y)—s=0,5>0.

Algorytm barierowy w solwerze IPOPT bazuje na zastgpieniu ograniczen kostkowych na
zmienne y >0 dodatkowym sktadnikiem funkcji celu bariera logarytmiczna:

My
(P,) min {J,, () =J(») =D In(y") | h(y) = 0}, (15)
yeR ¥ J=1
gdzie >0 parametr barierowy, a y’ oznacza j -ty element wektora y. Poniewaz funkcja
celu dla zadania (P,) staje si¢ dowolnie duza, gdy y’ osiaga jedno ze swoich ograniczen,
zatem rozwigzanie lokalne y, (u) tego zadania znajduje si¢ we wngtrzu zbioru wyznaczonego
przez ograniczenia y, _(x)>0. Stopien wplywu bariery jest okreslony przez wielkos¢
parametru u, i przy pewnych zalozeniach, gdy x4 — 0, rozwiazanie y,(u) jest zbiezne do
rozwiazania lokalnego y, zadania wyjsciowego (P). W rezultacie algorytm poszukiwania
rozwiazania wyjsciowego zadania (P) opiera si¢ na rozwiazaniu sekwencji zadan barierowych
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(P,), dla zmniejszajacych si¢ wartosci parametru {£,} — 0, gdzie / jest licznikiem kolejnych
podproblemoéw barierowych.

Algorytm punktu wewngetrznego solwera IPOPT znajduje rozwiazanie prymalno-dualnych
warunkow stacjonarnosci dla zadania (P, ), sformutowanych w postaci nastgpujacego uktadu

réwnan nieliniowych:

V. J(»)+V h(y)A-z=0, (16)
h(y)=0, (17)
YZ — e, =0, (18)

gdzie Y 1 Z to macierze diagonalne o elementach odpowiednio y i z, e, jest wektorem
jednostkowym o dtugosci m, AeR" to wektor mnoznikéw Lagrange'a dla ograniczef

réwnosciowych, a zeR"™ to wektor mnoznikow Lagrange'a dla ograniczen kostkowych
w granicy przy u—0. Zwréémy uwage, ze uklad réwnan (16)—(18) dla u=0
z dodatkowym warunkiem y,z >0 daje warunki optymalnosci KKT dla pierwotnego zadania
(P).

Do rozwigzania uktadu rownan (16)—(18) dla ustalonej wartosci parametru x4 uzywamy
iteracyjnej metody Newtona, polegajacej na rozwiazaniu liniowego ukltadu réwnan:

/4 Vyh(yk) -1|d; vy-](yk)‘*‘vyh(yk)/1k —Z
Va0 0| d|=- hvy) . a9
2, 0oy 1,7, - e,

gdzie W, oznacza doktadny hesjan funkcji Lagrange'a dla zadania wyjsciowego (P):

W=V, J(r)+ D2 AV h () (20)
i=1

lub tez jego aproksymacj¢; funkcja Lagrange'a ma postac:

L(y,A,2)=J(V)+h(y) A -z (21)
Indeks k& oznacza tu licznik wewngtrznych iteracji dla metody Newtona, wektor (y,,4,,z,)
jest aktualng iteracja rozwigzania 1 mnoznikow Lagrange'a spetniajaca warunek y,,z, >0,
za$ (d,d/,d?) to szukane rozwigzanie nowy kierunek poszukiwan.

W solwerze IPOPT zamiast rozwiazywacé bezposrednio niesymetryczny uktad réwnan (19)
szuka si¢ réwnowaznego rozwiazania najpierw rozwiazujac symetryczny uktad rownan

0 mniejszym rozmiarze:
W,+Z; vyh(yk) o _ _(Vy‘])u (J/k)j 22)
Vyh(Yk)T 0 A h(y,) ’

gdzie T, :=Y'Z, . Réwnania dla uktadu (22) wyprowadza si¢ z réwnan ukfadu (19) przez

.. . . . . . . 2 , .
eliminacj¢ ostatniego wiersza blokowego. Nastgpnie wyznacza si¢ kierunek d,” z rOwnania:

df =1 -2, (23)
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oraz kierunek d; zréwnania:
di =Y 'e, -z, —3,d;. (24)

Po obliczeniu kierunkow poszukiwan z zaleznosci (22)—(24), nowq iteracj¢ wektora
zmiennych wyznaczamy nastgpujaco:

Detr A Zea) = Do Ao 2) + (@ df s, di e dy), (25)
gdzie a,a; €(0,1] to dlugosci krokow, przy czym jak wida¢ dla zmiennych z przewidziano
osobng dtugos¢ kroku.

Poniewaz wiadomo, ze w punkcie optymalnym problemu barierowego (P,) zmienne y 1 z

muszg by¢ dodatnie, solwer IPOPT stara si¢ zachowac¢ t¢ wiasciwos¢ dla wszystkich iteracji
w rezultacie stosowana jest nast¢pujaca reguta doboru dtugosci kroku:

a, =max{ax €(0,1]:y, +ad] >2(1-7)y,}, (26)

a, =max{a€(0,1]:z, +ad, >2(1-1)z,}, (27)
dla parametru 7 €(0,1), zwykle bliskiemu 1 (np. 7=0.995). Dla zmiennych z dlugos¢
kroku wybieramy jako «; := ¢, , za$ dlugos¢ kroku «, € (0,,] dla pozostatych zmiennych
jest wyznaczana w wyniku zastosowania procedury minimalizacji kierunkowej z powrotami,
wykorzystujacej malejacy ciag probnych dlugosei krokow, «,, = 2, 1=0,12,...
uzywany jest tu wariant metody z filtrem typu Fletchera 1 Leyffer'a [14], co zapewnia
globalng zbieznos¢ algorytmu punktu wewngtrznego w kierunku rozwigzania (P, ).
Metody minimalizacji z filtrem opieraja si¢ na pomysle optymalizacji dwukryterialnej,
w ktorej oprocz minimalizacji funkcji barierowej J,(y), chcemy minimalizowa¢ funkeje
przekroczenia ograniczen 6(y):=|h(y)||, tak aby zapewni¢ zbieznos¢ do punktu
dopuszczalnego. Na rysunku 2 przedstawiono rzut przestrzeni R™ na polptaszczyzne
(0(»),J,(y)). Kazdy punkt z pierwotnej przestrzeni zmiennych decyzyjnych, taki jak
rozwiazanie optymalne y, lub aktualna iteracja y,, ma swoj odpowiednik na tym rysunku,
np. (6(y,),J,(y,)). Decyzja o przyjeciu punktu testowego y, + ¢, ,d; jako nastgpnej iteracji
rozwiazania y,,, zalezy od tego, czy gwarantuje on wystarczajaca poprawg wartosci jednej
zmiar: ¢ lub J,, w pordwnaniu do ich wartosci w punkcie y,. Na przykladzie z rysunku 2,

punkt testowy "1" nie zostat zaakceptowany, gdyz pogarsza on wartosci obydwu miar. Takze
punkt "2" powinien zosta¢ odrzucony, gdyz nie zmniejsza on wystarczajacym stopniu
warto$ci miary przekroczenia ograniczen (na rysunku wystarczajace wartosci poprawy
warto$ci miar wyznaczone sg przez linie przerywane, ktorych punkt przecigcia lezy blisko

punktu (0(y,),J,(»,))). Punkt testowy "3" powinien zosta¢ przyjety.

Do tej stosunkowo prostej procedury wyboru nastgpnej iteracji rozwigzania w solwerze
IPOPT dodano nastgpujace zabezpieczenia:
e W przypadku, gdy biezaca iteracja rozwigzania spetnia (prawie) ograniczenia, lecz nie
jest w wystarczajacym  stopniu ,,optymalna", opisany powyzej warunek
odpowiedniego zmniejszenia si¢ jednej z miar dla y,, jest zastgpowany warunkiem

wystarczajacego zmniejszenia wylacznie wartosci funkcji barierowej J, .
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* Aby zapobiega¢ tworzeniu si¢ cykli, pary (6,J,) odpowiadajace poprzednim iteracja
1 tworzace swego rodzaju koperte (w naszym przyktadzie sa to iteracje Yy 1 ylz) sq

dodawane do filtra; punkt testowy jest przyjmowany tylko w przypadku jesli
gwarantuje on wystarczajaca poprawe wartosci jednej z miar w stosunku do
wszystkich tych punktow. W naszym przyktadzie, punkt testowy "4" zostanie
odrzucony, gdyz nie daj¢ on wystarczajacej poprawy wartosci zadnej obydwu z miar
6 1 J, w stosunku do punktu Y, -

e Moze si¢ zdarzy¢, ze nie ma takiej wartosci dlugosci kroku «, ,, ktora dawataby

akceptowalny punkt testowy. Po wykryciu takiej sytuacji, algorytm przelacza si¢ na
faze przywrdcenia dopuszczalnosci, ktorej celem jest wytacznie minimalizacja miary
niespetnienia ograniczen (przy pomini¢ciu minimalizacji pierwotnej funkcji celu), tak
dtugo dopoki nie zostanie znaleziona nowa dopuszczalna iteracja rozwigzania, lub nie
mozna juz dluzej redukowaé miary niespelnienia ograniczen, np. w przypadku, gdy
zadanie ( P) jest (lokalnie) sprzeczne.

Ju(y)

A

(@w,)s Julur, )
I_>_&_ o -

>1< (O(y1,), (1))

(0, ()

Rys. 2. Metoda minimalizacji w kierunku z filtrem

Formalny opis 1 analiz¢ procedury minimalizacji kierunkowej z filtrem zaimplementowane;]
w solwerze IPOPT mozna znalez¢ w [36]. Metoda z filtrem w poréwnaniu do tradycyjnych
algorytméw minimalizacji kierunkowej, takich jak metoda pojedynczej funkcji oceny, jest
zazwyczaj mniej konserwatywna 1 pozwalana na wigksze dtugosci krokéw (na rysunku 2 dla
metody doktadnej funkcji kary iteracje musiatyby leze¢ pod kropkowana prosta). Ponadto
zabezpieczenie w postaci fazy przywracania dopuszczalno$ci czyni algorytm z filtrem
odpornym na btedy, takie jak opisane w [35].

Najbardziej pracochtonng obliczeniowo czg$¢ solwera IPOPT (oprocz obliczania wartosci
funkcji celu 1 ograniczen oraz ich pochodnych) stanowi rozwiazanie uktadu réwnan liniowych
(22) najczesciej duzego rozmiaru, a dla zadan optymalizacji dynamicznej bardzo rzadkiego.
Do jego faktoryzacji i rozwigzania w solwerze IPOPT uzywa si¢ zewngtrznych solwerdéw dla
rzadkich uktadow rownan liniowych, takich jak MA27, MAS57, WSMP, PARDISO
1 MUMPS.
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5. PRZYKLAD NUMERYCZNY

W celu weryfikacji przydatnosci proponowanego algorytmu planowania dopuszczalnych
sciezek rozpatrzymy zadanie polegajace na przeniesieniu sztywnej belki wspdlnie przez dwa
manipulatory robotéw IRp-6, kazdy o pigciu stopniach swobody. Parametry manipulatora
IRp-6 w notacji Denavita-Hartenberga oraz zakresy dla poszczegodlnych wspoirzednych
zawiera tabela 1. Kinematyke prosta i -tego manipulatora przedstawia rownanie (28).

Przegub i a,, [rad] | a_, [m] | d, [m] [0/ ,60""*] [rad]

1 0 0 0.7 177 177
[_F’F]

2 -2 0 0 137 S«
[_F’_E]

3 0 0.45 0 257 Arx
[—@,E]

4 0 0.67 0 [-72;+772]

5 -2 0 0 [-7+7]

6 0.1

Tabela 1. Parametry kinematyczne i zakresy ruchu ogniw manipulatora robota IRp-6

CiiSiaCis T8uSis  —CuSiySis T8,Cis CuCy Cu(digCiq + 3¢5+ a,5C15)

K = S1S1Cis ~CaSis  ~SuSuSis ~CaCis  SuCiy Sy(di6Ciy +ACi +a15Cp0)

1

. (28)

CiaCis ~CisSis =Sy dy—digSi, — 58— a,8;,
0 0 0 1
gdzie s, =sin(g,) oraz c, =cos(§;),i=12,j=1,....5. Katy 6, to zmienne wewngtrzne
opisujace potozenie poszczegolnych ogniw dwdch manipulatoréw robotow IRp-6.
Przyjeto, ze globalny uktad odniesienia F, pokrywa si¢ z uktadem bazowym Fb1 , Zas$ pozycja

uktadu bazowego drugiego robota jest wyrazona macierza

-1 0 0 I

e R

210 0 1 0
0 0 0 1

gdzie [, =1.8[m]. Pozycje ukladu zwigzanego z obiektem F wzgledem ukladow zwiazanych
z chwytakami robotow F, sa okreslone za pomoca macierzy

1 0 I, 0 010
|0 -t 0 0] . _J0 100
“ 10 0 -1 0f 2 |[-1 0 0 L

0 0 0 1 0 0 0 1
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gdzie [/, =1,=0.2[m] odlegtosci migdzy poczatkiem uktadu F a poczatkami ukladow
odpowiednio Fe1 oraz Fez. Sciezka zadana p“(-) dla obiektu (uktad F ) opisana w

uktadzie F, ma posta¢ linii prostej (liniowa zmiana wspoirzednych potozenia i

orientacji przy wybranej parametryzacji)
p'()=p (0 +s(p’(1)-p*(0), s<[0.1]

Zaktadamy, ze zadana pozycja poczatkowa obiektu p?(0)=[0.9, 0, 0.9, 0, 0, 0]"
1 odpowiadajaca jej konfiguracja poczatkowa obu manipulatorow

q” =[0.0, —1.4674, 0.2221, 7/2, 0.0, 0.0, —1.6193, 0.3815, 0.0, 0.0]"

jest dopuszczalna. Podobnie pozycja koncowa p?(1)=[0.95, 0.3, 1.0, 0.3059, 72, 0]" oraz
odpowiadajaca jej konfiguracja koncowa manipulatoréw

q’ =[0.3059, —0.9087, 0.3903, 0.0, 0.0, —0.3393, —0.9039, —0.3766, 772, —0.6451]"

sa dopuszczalne.

Rozpatrywane zadanie optymalizacji nieliniowej dla systemu dwdch wspolpracujacych
robotow zaimplementowano w jezyku C++ z uzyciem mechanizmu klas i ich dziedziczenia,
przy czym do obslugi operacji wektorowo-macierzowych uzyto biblioteki uBLAS
w szczegblnosci zaimplementowano klasy do obslugi wektoréw i1 macierzy o statym
rozmiarze oraz klase do obstugi macierzy przeksztalcenia jednorodnego oparta na
implementacji dostgpnej w systemie MRROC++ [42] (zawiera ona m.in. metody do
konwersji macierzy jednorodnych na wspotrzedne kartezjanskie XYZ oraz katy Eulera Z-Y-Z
lub Z-Y-X). Do rozwiazania wynikowego zadania NLP uzyto solwera IPOPT korzystajacego
z drugich pochodnych funkcji celu i ograniczen, co znaczaco wptywa na szybkos¢ zbieznosci
do rozwiazania lokalnego. Solwer IPOPT skonfigurowano do uzywania solwera
macierzowego MUMPS, ponadto zmieniono standardowe ustawienia kilku parametrow
solwera majace decydujacy wpltyw na szybkos¢ zbieznosci. Jako punkt startowy dla solwera
IPOPT uzyto wartosci wspotczynnikdw ¢ otrzymanych w wyniku rozwigzania pomocniczego
uktadu réwnan liniowych dla uprzednio wyznaczonej dopuszczalnej $ciezki poczatkowe;j. Jej
wyznaczenie polega ma iteracyjnym poszukiwaniu kolejnych jej punktéw rozwiazujac
zadanie optymalizacji dla pojedynczego punktu, a nie dla calej $ciezki. Oczywiscie nie ma
gwarancji, ze otrzymany ciag punktdw da ciagla Sciezk¢ poczatkowa, ale jest to zbidr
punktéw dopuszczalnych. Aby uniknaé wyznaczania i wprowadzania skomplikowanych
wzorow analitycznych na pierwsze i drugie pochodne funkcji, skorzystano z biblioteki
automatycznego rozniczkowania CppAD* [1], ktéra w najnowszych wersjach posiada
mozliwos¢ wspotpracy z solwerem IPOPT. W rozwazanym przyktadzie obliczeniowym
wykorzystano jako funkcje bazowe B-funkcje sklejane trzeciego stopnia. Przedziat [0,;1]
zostal podzielony na N =50 rownych podprzedzialéw o dlugosci As=0.02. Poniewaz
punkty poczatkowe i koncowe trajektorii robotéw sa ustalone nalezy wyznaczy¢ dla nich
wartosci wspotezynnikow ¢, |, ¢4, €15 € y_1s Ciy» Ciyy» KtOre to z kolei nalezy traktowad

1

podczas optymalizacji jako zmienne ustalone (ang. fixed ).

*Kod zrédlowy biblioteki CppAD w jezyku C++ dostgpny jest pod adresem http://projects.coin-or.org/CppAD
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Rys. 3. Trajektorie we wspdtrzednych wewnetrznych dla obu robotow
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Rys. 4. Trajektorie potozenia i orientacji obiektu we wspotrzednych zewngtrznych

Uzyskane wyniki optymalizacji przedstawiono na rys. (3)—(4). Jak widaé, obliczone
trajektorie ruchu we wspotrzednych wewngtrznych obu robotéw sa ze sobag $cisle
skoordynowane 1 jes$li zostana dokladnie zrealizowane to w rezultacie belka bedzie
przeniesiona wspodlnie przez dwa roboty. Dzigki aproksymacji funkcjami sklejanymi
z wielomiandéw trzeciego stopnia obliczone trajektorie dla ogniw sa dostatecznie gladkie.
Trajektorie dla obiektu pokazane na rys. (4) otrzymano rozwiazujac proste zadanie
kinematyki dla obliczonych wartosci q,. Na wykresach przedstawiono przebiegi
wspotrzednych kartezjanskich XYZ oraz katow Eulera Z-Y-Z (odpowiednio @, ® 1 V) dla
punktu bedacego poczatkiem uktadu F, zwiazanego z obiektem. Linia kropkowana

przedstawiono trajektori¢ zadang (niekoniecznie realizowalna) obiektu, za$ linig ciagly
przebiegi obliczone. Dokladnos$¢ spelnienia wigzéw ruchu, wynikajaca ze spelnienia
ograniczen roéwnosciowych w zadaniu optymalizacji nieliniowej, dla rozpatrywanego
przypadku jest rzgdu le—12, co w zestawieniu z powtarzalno$cia pozycjonowania dla robota
IRp-6 wynoszaca +0.2 mm, czyni obliczone trajektorie ruchu praktycznie stosowalnymi
w uktadzie sterowania systemem dwurobotowym.
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6. PODSUMOWANIE

W pracy omdéwiono algorytm obliczania scisle dopuszczalnych toréw ruchu dla Scisle
wspotpracujacych robotéw. Proponowane podejscie moze by¢ stosowane dla mechanizméw
o dowolnej liczbie stopni swobody i1 dowolnej liczbie petli kinematycznych. Nie jest
wymagane rozwigzywanie odwrotnego zadania kinematyki dla ztozonych mechanizméw
zawierajacych zamknigte tancuchy w algorytmie jest wykorzystywane tylko proste zadanie
kinematyki manipulatora. Obliczone $ciezki sa dopuszczalne 1 dostatecznie gladkie.
Klasyczne algorytmy programowania nieliniowego umozliwiaja uzyskanie rozwiazania sub-
optymalnego. Dla wyznaczenia rozwigzania optymalnego konieczne jest zastosowanie metod
optymalizacji globalne;.
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