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Synteza obserwatora petnego rzedu
singularnych uktadow ayskretnych

niecatkowitego rzedu

Rafat Kociszewski

Politechnika Biatostocka, Wydziat Elektryczny, ul. Wiejska 45D, 15-351 Biatystok

Streszczenie: w pracy rozpatrzono zagadnienie syntezy obserwatora petnego rzedu dla uktaddéw
liniowych dyskretnych singularnych niecatkowitego rzedu. Sformutowano analityczne kryteria

istnienia obserwatora i podano sposdb wyznaczania macierzy wzmocnien obserwatora. Rozwazania
teoretyczne, do ktdrych wykorzystano liniowe nieréwnosci macierzowe (LMI) zilustrowano przyktadem

liczbowym.
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1. Wprowadzenie

W systemach sterowania istotne znaczenie w ksztaltowaniu
wlasciwosci dynamicznych obiektu sterowania ma dostepno$é
pomiarowa wektora stanu (zmiennych stanu). W praktyce
warunek ten nie zawsze bywa spelniony. Zwykle wszystkie,
badz tylko czeé¢ zmiennych stanu nie jest bezposrednio mie-
rzalna. Uklad dynamiczny, ktéry na podstawie znajomosci
modelu matematycznego obiektu oraz pomiarowo dostepnej
informacji o przebiegach sygnaléw wejsciowych (wymuszen)
i wyjéciowych (odpowiedzi), odtwarza na biezaco estymate
wektora stanu obiektu nazywany jest obserwatorem.

Do modelowania pewnych proceséw wystepujacych nie tylko
w naukach technicznych wykorzystuje si¢ opis za pomoca
réwnan, ktére reprezentuja tzw. uklady singularne (deskryp-
torowe). Umozliwiaja one dokladniejsze przedstawienie istnieja-
cych tam zjawisk [3]. Podstawowe problemy teorii i sterowania
tej klasy ukltadéw dynamicznych sa opisywane w wielu pracach,
miedzy innymi w [4, 9, 10, 13, 14].

2. Sformutowanie problemu

W pracy zastosowano oznaczenia: ™™ — zbiér macierzy
o wymiarach nXm o elementach rzeczywistych oraz H» = R,
Z, — zbior liczb calkowitych dodatnich, I, — macierz jednostkowa
nXn. Macierz @ € S" jest dodatnio (ujemnie) okreslona @ > 0
(Q <0) jezeli jej forma kwadratowa jest dodatnia (ujemna),
tzn. 27Qz > 0 (2" Qz < 0) dla kazdego niezerowego x € R,
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Wezmy pod uwage uklad liniowy singularny dyskretny nie-
catkowitego rzedu opisany w przestrzeni stanu réwnaniem wej-
$cia oraz réwnaniem wyjscia o postaci

EA*x, = Az, + Bu, i € Z,, (1)

.
y, = Cr, (2)
gdzie 0 < a < 1 jest rzedem niecatkowitym, z, € R", u, € K",

y, € R sa wektorami stanu, wejscia (wymuszenia) i wyjscia
(odpowiedzi) za§ A € R, B € R~ ¢ € R,

Réznica niecatkowitego rzedu zdefiniowana jest ponizsza
zaleznoscia [5, 6]

i o
N = Y- 1)"[k ) ®)
przy czym

" 1 dla k=0
i ) B 1

Zakladamy, ze uklad (1), (2) jest obserwowalny [8], wektor
stanu nie jest bezposrednio dostepny oraz pek macierzy (F, A)
jest regularny, tj.

det[Ez— A] # 0, z € C (cialo liczb zespolonych). (5)
Réwnanie stanu uktadu (1) mozemy zapisaé¢ w postaci

i+l (a

Er;,, = Az, + 2(— 1)1(]_ }ijﬂ +Bu;, A,=A+ol, (6)
=2

Obserwatorem ukladu singularnego niecalkowitego rzedu (1),

(2) nazywamy taki uklad, ktory odtwarza wektor stanu x, € R"

(jego aproksymacije, czyli estymate T, € R" ) na podstawie

modelu ukladu, znanych wartosci wymuszenia u, € R™ i odpo-

wiedzi y, € R tego ukladu.
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Obserwator ukladu singularnego (1), (2) jest opisany
ponizszym réwnaniem

k+1

« AN «
Ty T 2 (=1y (j ]Tk-jﬂ =[4, - LC}, + Bu+Ly,,
=

(7)

A, =A+cal,, keZ., z,eR".
3. Zasadniczy rezultat
Niech
e, =z, -1, eR", ieZ,, (8)

bedzie wektorem bledu obserwacji (estymacji). Z réwnania
uktadu (1), (2) oraz réwnania obserwatora (7) otrzymujemy
roéwnanie dynamiki btedu o postaci
€is1 = Tipy — T = Fey, (9)
gdzie
F =(4,-LC)e R™". (10)
Roéwnanie (9) ma rozwigzania asymptotycznie stabilne
jezeli wszystkie wartoéci wlasne A, .., A macierzy (10) maja
moduly mniejsze od 1, tj. | A, | < L dla k=1, 2, ..., n. Wtedy
btad estymacji zanika do zera, tzn.

Vi, e R", limz, -z, =0,

i—>o0

(11)

a obserwator jest asymptotycznie stabilny.

Spelnienie powyzszego warunku oznacza, ze macierz F (10)
musi by¢ macierza Schura. Zadanie syntezy obserwatora pel-
nego rzedu (7) uktadu (1), (2) (dla 0 < @ < 1) mozemy sfor-
mutowaé nastepujaco:

Dane sqg macierze E, A, B, C ukladu (1), (2). Poszukujemy
macierz wzmocnien, L obserwatora (7), takg, ze T, — x;, za$
F= (A~ LC) € R™" jest macierzq Schura.

Do rozwiazania powyzszego zadania mozna w prosty spo-
s6b wykorzysta¢ aparat liniowych nieréwnoéci macierzowych
(LMI). Synteza obserwatora zostanie wéwczas sprowadzona do
standardowego problemu dopuszczalnosci, tj. istnienia rozwia-
zania formulowanego w ramach LMI.

Liniowa nieréwnos¢ macierzowa kanonicznej postaci jest
wyrazona w ponizszy sposéb [1]

m

Fz: F zszz >0, (12)
il

gdzie x € R™ jest zmienna, za$§ macierze symetryczne
E =F'eR™ i=0,1, .., m sa dane. Warunek LMI (12)
jest spelniony, jezeli zbiér rozwiazan (wypukly) {x | F(z) > 0}
jest niepusty.

Na podstawie podanych wyzej zalezno$ci mozemy napisaé
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1. Dla ukladu niecalkowitego rzedu (1), (2)
istnieje obserwator pelnego rzedu (7) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje macierz L € R"™" taka, ze F = (A — LC) € R™" jest
macierzg Schura. |

Jest dobrze znany fakt, ze uklad dyskretny catkowitego rzedu
jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dodat-
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nio okreslonej diagonalnej macierzy P (zmiennej) jest spelniona
nastepujaca nier6wnosé
P-A"PA»0, P=diag(p,...,p,) - 0. (13)
Uwzgledniajac (13) zadanie syntezy asymptotycznie stabil-
nego obserwatora ukladu (1), (2) sprowadza sie do wyznaczenia
takiej macierzy L € N7, ze ponizsza nieréwnosé

P—(A, - LC) P(4, -LC)>0= P-F'PF >0, (14)

jest spelniona wzgledem zmiennej P = diag p;,..., p, > 0.
Stosujac do (14) lemat o uzupelnieniu Schura [1] mozemy
napisaé
. P F
P-F'PR=| |0, (15)
Po przeksztalceniu (15) przez kongruencje, tj.
1 o)fre FI[I 0 . (16)
-
o P||F" P'|l0 P|" 7
otrzymamy
P 0 (17)
= 0.
PFT P

Wymnazajac nieréwnosé (17) lewo i prawostronnie przez
P >0, a nastepnie dokonujac zamiany zmiennych: P! = Q
oraz Y = P'L otrzymamy nieréwnos¢ w postaci

Q QF -YC vo
-0, F-YC)>0. (18
FIQ-cTy” 0 @ ) (18)
Twierdzenie 2. Obserwator (7) uktadu (1), (2) jest asymp-
totycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy jest spelniona
nieréwno$é¢ LMI (18) wzgledem macierzy @ = P! oraz Y €
Rmr. Macierz obserwatora L € ™7 jest okreslona zaleznoscia

L=YQ. (19)

Warunek LMI (18) mozna sprawdzié¢ w srodowisku progra-
mowym, przeznaczonym do rozwigzywania zagadnien optyma-
lizacji wypuktej, w ktérej warunki LMI sa zapisane w postaci
kanonicznej. Mozna wykorzystaé¢ pakiet obliczeniowy SeDuMi
oraz dzialajacy z nim preprocesor YALMIP, funkcjonujacy
w formie dodatkowych bibliotek w $rodowisku MATLAB.

Na ogdt istnienie obserwatora rozwazamy na okreslonym
przedziale czasu od chwili poczatkowej do chwili biezacej.
Poniewaz asymptotyczna stabilnosé¢ systemu, dla ktérego pro-
jektowany jest obserwator implikuje, ze blad estymacji obser-
watora dazy do zera, przez co estymowane zmienne stanu daza
do oryginalnych zmiennych stanu, mozna zaktadaé, ze analiza
poprawnie zaprojektowanego obserwatora kornczy si¢ na tym
przedziale czasowym. Sytuacja nie uwzgledniana w niniejszej
pracy jest obserwator uruchamiany w chwili, gdy uktad obser-
wowany dziala przez pewien okres czasu W takiej sytuacji
zawsze wystepuje réznica poczatkowa estymaty i wektora stanu
ukladu w dyskretnej chwili ¢ = 0 oraz blad estymacji wynika-
jacy z tego, ze obserwator ,nie bierze” pod uwage nieznanych
wartosci wyjécia i wejscia uktadu z chwil przed jego urucho-
mieniem. Blad estymacji moze zosta¢ zminimalizowany asymp-
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totycznie do zera wéwczas, gdy nieznana przesztoéé¢ uktadu
pochodzaca z wartosci wymuszen i odpowiedzi uktadu prze-
staje mie¢ wplyw na dynamike obserwowanego uktadu.

Przedstawiona teorie syntezy obserwatora pelnego rzedu
bazujaca na liniowych nieréwnosciach macierzowych mozna
zastosowaé do uktadu singularnego, dla ktorego jest spelniony
warunek regularnosci peku (5). W takim bowiem przypadku
zawsze istnieje para nieosobliwych macierzy P, Q € R™"
taka, ze [7]

A
PEQ{[g ]ﬂ PAQ={1 0} (20)

0 1
ng

gdzie n, jest réwne rzedowi wielomianu det[Ez — A, A € R™™™
natomiast macierz N jest macierza nilpotentna (o zerowych
warto$ciach wlasnych) z indeksem nilpotentnosci p (N = 0;
Ntz 0) oraz n, + n, = n. Mnozac lewostronnie réwnanie (1)
przez macierz P € R oraz definiujac nowy wektor stanu

-1
‘:{f]: Tz, T e®U, TP eR:, (21
T
otrzymamy
PEQQ 'A%z, = PEQA“Q™'z,,, = PAQQ ™'z, + PBu;, (22)
oraz
1 0 T,k A 0 ||zt B
n A% ?;1 e f’é 4t Uy, (23)
0 N Tiv1 0 Iﬂz Ty B,
gdzie
Bl nyxm ngXm
B =B, B eXR"" B,e R, (24)
2

za$ w przypadku réwnania wyjécia mozemy napisaé

] (25)

3

I8l

Y; ¢ G, |:

8

gdzie

c, C,=Q , CieRP”™M  (C,e RV, (26)

Réwnanie (21) oraz (25) mozna napisa¢ w postaciach defi-
niujacych dwa niezalezne poduklady wyodrebnione z (1), (2),
tj. a) — uklad regularny (standardowy) niecalkowitego rzedu,

b) — uklad $cisle singularny z nilpotentna macierza N

a) A'z), = Az + Bu,, (27)
le‘l = leil ’ (28)
b) NNZP) = 2P 1 By, (29)
y? = 0,57, (30)

przy czym
y =)+ = 05" + 05 (31)

Rafat Kociszewski

Poniewaz obserwator jest uktadem, ktérego charakterystyki
sa okre$lane przez projektanta w zwiazku z tym do syntezy
obserwatora ukladu (1), (2) mozna zastosowaé inne podejscie,
rowniez oparte na liniowych nieréwnosciach macierzowych,
pozwalajace jednak na ulokowanie wartosci wlasnych macie-
rzy F(10) (decydujacej o dynamice), np. w okregu o promieniu
mniejszym od jednosci. Ogélna postaé¢ warunku LMI opisuja-
cego wypukly obszar stabilno$ci polozony w lewej polptasz-

czyznie zmiennej zespolonej z (zbiér D ) jest nastepujaca [2]

Dy =12€ C | f(z)< 0} =0, (32)

gdzie f(z) = N + Mz + Mz jest funkcja charakterystyczna
zbioru, natomiast N i M sa macierzami o elementach rze-
czywistych, przy czym N = NT. Opisy zbioréw mozna zna-
lezé w pracy [2]. W pracy tej pokazano, ze dana macierz jest
asymptotycznie stabilna, tzn. ma wszystkie wartosci wlasne
w obszarze LMI D, , wtedy i tylko wtedy, gdy nieréwnosc

NOP+MOW+M  ®@W™ <0, x (33)

jest spelniona wzgledem zmiennej P = PT =0 oraz zmien-
nej Y.

Podane w pracy rozwazania mozna bezposrednio zastoso-
wac¢ do ukladéw o réznych niecatkowitych rzedach opisanych
nastepujacym rownaniem stanu

EA%z;,, = Az, + Bu;, i€ Z,,
& k+1 j—
Tig = AT — ‘21 (1) ATiy1-j5 (34)
=
gdzie (a, #a, # .. #a ), a € (0,1), r=1, .., noraz
le Aalmz}ﬂ
T = , A%, = : . u; € RT,
A%,
EK], — di (X‘l OLn (35)
. € o, = .
Yi ’ k Lag L L

Obserwator ukladu singularnego o réwnaniu stanu (34)
i réwnaniu wyjscia (2) jest opisany réwnaniem w ponizszej
postaci

A%, =(Aq — LC)3y + Bu; + Ly,, keZ

+7

R k+1 J— A .

T+ 2 (1) O Ty = (Aa - LC) Ty + Bu; + Ly, (36)
j=1

gdzie wektor

T

e R",

A _ Al A

(37)
Jest estymata z;, € R, zag L € R™7 jest macierzy obserwatora,
ktoéra nalezy wyznaczy¢ w procesie syntezy. Nalezy zauwazy¢,
ze warunek istnienia asymptotycznie stabilnego obserwatora
uktadu o réznych niecatkowitych rzedach jest taki sam jak
podany w twierdzeniu 1 oraz twierdzeniu 2.

Ll
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4. Przyktad

Dany jest uktad dyskretny singularny rozpatrywany w pracy
[13] o macierzach

121 0,153 0,045 0,069
E=l0 2 1|, A=|0156 0252 0,156 |,
100 0,135 —0,1710 —0,636
1
p=| 1] c=|t"" 0,5 40
= © YTloo1 oo *TY (40)
0,2

Dokonujac syntezy obserwatora tego ukladu zgodnie
z podana wczesniej teorig i wykonujac niezbedne obliczenia
numeryczne przy wykorzystaniu wymienionych programéw
otrzymamy podane nizej rezultaty.

Macierz Q = P! ma postaé

10414  —0,0003 0,0019
Q=P =|-00003 09768 01186 (41)
00019 01186 10132
Nieréwnos¢ LMI (18) ma postaé
Q QF -YC
Flg-c™y" @ |
[1,0414 —-0,003 0,0019 0,0023 -0,3698 0,0715]
20,0003 0,9768 0,1186 —0,3438 —0,0191 0,1359

0,0019 0,1186 1,0132 —0,3163 —0,4454 —0,1222

- =0
0,0023 -0,3438 —0,3163 1,0414 -0,0003 0,0019
-0,3698 -0,0191 -0,4454 -0,0003 0,9786 0,1186
| 0,0715 00,1359 -0,1222 0,0019 0,1186 1,0132 |

(42)

gdzie

0,6779 0,4161

Y =]05120 0,7314 | (43)
0,4728 0,3612

Poszukiwana macierz obserwatora L (19) ma postaé:

0,6504 0,3993

L={04745 07159 |. (44)

0,4099 0,2720
Latwo sprawdzié, ze obserwator o réwnaniu (7)
N k+1 (0,5)
T + 2 (—1)J[ . jl’k—jﬂ =
j=1 J

0,0026 —0,3543 0,0690 1 0,6504 0,3993
=|-0,3185 0,0341 0,1560 |é+| 1 |u;+|0,4745 0,7159 |y,
-0,2749 —0,4430 —0,1390 0,2 0,4099 0,2720

(45)

jest asymptotycznie stabilny, gdyz macierz F = (A~ LC) =
A + al — LC jest macierza Schura.
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5. Podsumowanie

W pracy rozpatrzono problematyke syntezy obserwatora
pelnego rzedu dla ukladéw liniowych dyskretnych singular-
nych niecatkowitego rzedu. Korzystajac z aparatu liniowych
nieréwnosci macierzowych (LMI) podano analityczne kryte-
ria istnienia obserwatora oraz sposéb wyznaczania macierzy
wzmocnien obserwatora. Podane rozwazania sg stuszne takze
dla l<a<2.

Mozliwe jest zastosowanie podejscia LMI do syntezy obser-
watora: zredukowanego rzedu (obserwatora, ktéry odtwarza
tylko cze$é zmiennych stanu), deadbeat oraz funkcyjnego dla
uktadu dodatniego dyskretnego syngularnego, w tym z opdz-
nieniami.
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Full order observer synthesis for sinqular discrete-time fractional
Systems

Abstract: The paper is devoted to observer synthesis for linear singular discrete-time fractional
systems. The problem of finding a nonnegative gain matrix of the observer such that the observer is
asymptotically stable is formulated and solved by the use of linear matrix inequality (LMI) method. The
proposed approach to the observer synthesis is illustrated by theoretical example.
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