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O stabilnosci uktadow requladji z czasem opoznienia
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Streszczenie: w artykule przedstawiono proces rozszerzenia kryterium Nyquista na wariant
obliczeniowy umozliwiajgcy badanie stabilnosci uktadow regulacji z czasem opdznienia T > 0.
Zdefiniowano warunki konieczne stabilnosci takich uktadéw oraz zaprezentowano schemat
dziatania umozliwiajgcy wyznaczenie przedziatéw wartosci czasow opdznienia gwarantujgcych
stabilne dziatanie struktury petlowej uktadu regulacji. W ramach analizy proponowanego
rozwigzania zaprezentowane zostaty wyniki procesu badania stabilnosci uktadéw regulacji dla
przyktadowych dynamik zastepczych struktury petlowej. Na przyktadzie prezentowanych uktadow
pokazane zostaty wtasciwosci proponowanego mechanizmu badania stabilnosci uktaddw

z op6Znieniem oraz sposob interpretaciji uzyskanych wynikow.

Stowa kluczowe: uktad regulacji, dynamika z czasem opoznienia, kryterium stabilnosci Nyquista, trajektoria graniczna, quasi-wielomian charakterystyczny

1. Wprowadzenie

Wéréd zagadnien zwigzanych z synteza oraz analiza ukladéw
regulacji (UR) automatycznej jednym z fundamentalnych jest
zagadnienie stabilnosci takiego ukladu. W przypadku ukta-
dow stacjonarnych, liniowych opisanych operatorowymi funk-
cjami przejécia, na przestrzeni lat, opracowano mnostwo metod
badania stabilnosci, a w ostatnich latach z pomoca przyszty
jeszcze narzedzia symulacyjne wspomagajace ten proces obli-
czeniami numerycznymi.

Poéréd analizowanych uktadéw dynamicznych szczegdlne
miejsce zajmuja procesy dynamiczne z czasem opéznienia.
W sposéb neutralny zjawisko opézZnienia reakcji w czasie poja-
wia sie w modelach procesow biologicznych czy populacyjnych
[1-3]. Podobnie w szeroko rozumianych zagadnieniach modelo-
wania uktadéw dynamicznych czesto wykorzystywane sa klasy
modeli operatorowych, w ktérych wystepuje czas opdznienia.
Opéznienie to jest efektem uproszczenia modelu dynamicznego
w procesie identyfikacji jego parametréw (np. z wykorzysta-
niem skokowej odpowiedzi czasowej), redukcji wymiaru modelu
operatorowego wysokiego rzedu lub wynika z natury opisu
fizykalnego danego procesu dynamicznego [4-6]. W rezultacie
szerokiego spektrum zastosowan opisu proceséw dynamicz-
nych réwnaniami rézniczkowymi z opdznieniem pojawila sie¢
konieczno$é definicji mechanizméw umozliwiajacych badanie
ich wtasciwosci oraz wlasciwosci ich rozwiazan, a takze wplywu
czasu opdznienia na te rozwiazania [7-9].
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W artykule opisano mechanizm umozliwiajacy okreslenie
warunkow stabilnosci UR z czasem opdznienia T, > 0. Bazu-
jac na mechanizmie wzorowanym na metodzie h-podziatu
(T-podziatu) [7, 10], bedacej swoistym uogdlnieniem metody
D-podzialtu, czy podobnym mechanizmie znanym pod nazwsa
metody Waltona-Marshalla [11-13], umozliwia on rozszerze-
nie idei kryterium stabilnosci UR wykorzystujacej zasade
przyrostu argumentu funkcji zespolonej oraz charaktery-
styki Nyquista dynamiki badanego uktadu na UR z czasem
opdznienia T > 0. Uzyskany mechanizm pozwala na wyko-
rzystanie jedynie ujecia algebraicznego w procesie analizy
stabilnodci. Efekt ten zostal uzyskany dzigki rozdzieleniu
modelu operatorowego dynamiki struktury petlowej ana-
lizowanego UR na cze$é transmitancyjna (opisana funkcja
wymierna) oraz cze$é niewymierna. W rezultacie przedsta-
wiony mechanizm umozliwia nie tylko sprawdzenie stabil-
nosci UR, ale takze okreslenie wplywu czasu op6zniania na
ten uktad.

2. Stabilnos¢ uktadu regulacji
ze sprzezeniem zwrotnym

Dla dowolnego ukladu regulacji, zgodnie z reguta wzmocnien
Masona [5, 14-16], zastepcza funkcja przejscia G, (s) miedzy
dowolnym sygnalem wejsciowym () (sygnatem zewnetrznym,
niezaleznym od UR), a dowolnym sygnalem wyjsciowym y(t)
(sygnalem wewnetrznym, zaleznym od UR) opisana jest zalez-
noscia:

6. (9= L0 _ 2 BOME) _ F(5) W
X(s A(s) A(s)

w ktérej wyznacznik schematu blokowego UR A(s) opi-
suje funkcja:

A(s)=1- ZLL(S) +Z L(s)L,(s) - Z L(s)L,(s)L(s)+ ... (2)
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gdzie:

— Ls) — zastepcza funkcja przejécia itej petli analizowanego UR
wyznaczona jako iloczyn funkcji przejscia blokéw dynamicz-
nych tworzacych te petle wraz ze znakami (+1) sygnaléw tej
petli w weztach sumacyjnych;

— L(s)L(s) - zastepcza funkcja przejscia lloczynu i-tej oraz jtej
roztacznej petli analizowanego UR (pary petli niestykajacych
sie ze soba) wyznaczona jako iloczyn funkeji przejscia blokéw
dynamicznych tworzacych dane petle wraz ze znakami (+1)
sygnaléw tych petli w weztach sumacyjnych;

— L(s)L(s)L,(s) — zastepcza funkcja przejscia iloczynu i-tej,
Jtej oraz k-tej roztacznej petli analizowanego UR (tréjek petli
niestykajacych si¢ ze soba) wyznaczona jako iloczyn funkcji
przejsécia blokéw dynamicznych tworzacych te petle wraz ze
znakami (+1) sygnaléw tych petli w weztach sumacyjnych;

— N — liczba bezposrednich (bez zawracania) drdg przejscia od
wejscia 2(t) do wyjscia y(t) analizowanego UR;

— P(s) — zastepeza funkcja przejécia ktej bezpodredniej drogi
przejscia od wejscia z(t) do wyjscia y(¢) analizowanego UR
wyznaczona jako iloczyn funkeji przejscia blokéw dynamicz-
nych tworzacych te droge wraz ze znakami (+1) sygnaléw tego
przejscia w weztach sumacyjnych;

— A, (s)— wyznacznik schematu blokowego dla k-tej bezposredniej
drogi przejicia zdefiniowany jak wyznacznik A(s) (2) przy
zalozeniu, ze petle L(s) sa niezalezne (rozlaczne) od k-tej bez-
posredniej drogi przejécia P(s).

Z perspektywy analizy stabilnoéci UR badane sa miejsca zerowe
wyznacznika A(s) (2). Jezeli zdefiniujemy transmitancje K(s)
jako odpowiednig sume kombinacji dynamik petli tworzacych UR,
wowczas rownanie bedace podstawa analizy stabilnosci badanego
uktadu przyjmuje postac:

A(s) =1+ K(s) = 0. (3)
W rezultacie, dla procesu analizy stabilnosci, dowolny UR

zawierajacy struktury petlowe mozna sprowadzi¢ do jednope-
tlowego UR, jak na rys. la, gdzie H(s) okresla funkcja przejscia:

A(s) -1

H(s) = -
PN ACINE)

! x(7) o »(1)
N >
H(s) |e
" x(7) o ¥(t)
S P

Rys. 1. Schemat blokowy UR: a) ogdlna struktura jednopetlowa,
b) struktura z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym
Fig. 1. Block diagram of the control system: (a) general single-loop
structure, (b) structure with single negative feedback

W szezegdlnym przypadku, dla F(s) = K(s), prezentowana
struktura UR (rys. la) sprowadza sie do klasycznej struktury
UR z jednostkowym ujemnym sprzezeniem zwrotnym (rys. 1b).

W  ogélnosci, definiujac wypadkowsa transmitancje
K(s) = F(s)H(s) jako operatorowa funkcje wymierna wlasciwa
(m<n):

K(s) = L(s) _bs"+b, 5" "4+ b, 7 @

-1
as"+a s +..+a
n n—1 0
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stabilnos¢ struktur UR pokazanych na rys. 1 mozna badac
przez analize miejsc zerowych réwnania charakterystycznego
powstalego bezposrednio z przeksztalcenia réwnania (3):

A(s) = M(s) + L(s) = 0, (5)

gdzie y(s) jest wielomianem charakterystycznym stopnia n
badanego UR.

W ogélnym przypadku jednak okreslenie zer réwnania
(5) oraz ich analiza moze by¢ zadaniem bardzo trudnym
na przyktad ze wzgledu na wysoki stopiefi wielomianu x(s).
Z tego tez powodu opracowano mnostwo réznych metod
umozliwiajacych posrednia analize wlasciwosci zer rownania
charakterystycznego bez ich znajomosci. Wéréd tych metod
najczesciej spotykane sa dwie grupy: metody algebraiczne
(kryt. Hurwitza, kryt. Rutha) [5, 14-20] oraz graficzne (met.
linii pierwiastkowych, kryt. Nyquista) [5, 14-21]. Z perspek-
tywy prezentowanej w artykule metody, umozliwiajacej ana-
lize stabilnosci UR z czasem opdznienia, blizej przedstawione
zostanie kryterium Nyquista.

2.1. Kryterium Nyquista

Kryterium Nyquista, bazujace na zasadzie przyrostu argu-
mentu funkcji zespolonej, pozwala okresli¢ warunki stabil-
nosci UR z ujemnym sprzezeniem zwrotnym (rys. 1). W tym
celu wymagane jest zdefiniowanie transmitancji widmowej
K(jo) dynamiki zastepczej struktury petlowej analizowa-
nego UR, ktoéra laczy sie z transmitancja operatorowa K(s)
zaleznos$cia [14, 16, 18, 19, 21]:

K(jo) = K(s)|,_,, - (6)

Zgodnie z zasada argumentu [5, 14-17, 19-21] funkeji
zespolonej przyrost/zmiana argumentu funkcji A(s) w kie-
runku ujemnym matematycznie wzdluz konturu krzywej
zamknigtej D obejmujacej cala prawa otwarta péiplaszezyzne
(POP) zmiennej ,,s”, na ktérej nie leza zadne zera ani bie-
guny funkcji, réwny jest krotnosci wartoéci —2z réwnej
réznicy Z i P:

Afgg {A(s)} = Aarg{l + K(jw)} =-27(Z - P), (7)

w~Roo

gdzie Z okresla sume krotnosci zer funkeji A(s) (zer wielo-
mianu charakterystycznego y(s)) w POP oraz P okreéla
sume krotnosci biegunéw funkcji A(s) (niestabilnych biegu-
néw transmitancji K(s)) w POP.

W rezultacie analizy powyzszej zalezno$ci mozna stwier-
dzié¢, ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym stabilnosci
petli UR (rys. 1) jest aby wszystkie zera wielomianu cha-
rakterystycznego lezaly w lewej otwartej péiplaszczyznie
(LOP) zmiennej zespolonej ,,s” (liczba zer wielomianu cha-
rakterystycznego w POP byla zerowa — Z = 0). Mozna
zatem, wykorzystujac przyrost argumentu funkeji A(s), zde-
finiowaé ponizsze kryterium stabilno$ci UR o strukturze
zamknietej.

Twierdzenie 1 - kryterium stabilnosci Nyquista

Uktad regulacji z jednostkowym sprzezeniem zwrotnym
(rys. 1b) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy charaktery-
styka Nyquista funkcji przejécia ,ukladu otwartego” K(s)
(powstalego przez ,przerwanie” petli sprzezenia zwrotnego)
nie przechodzi przez punkt (—1, 0), a liczba okrazen punktu
(—1, 0) przez hodograf Nyquista w kierunku dodatnim mate-
matycznie (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara) jest
réwna liczbie P niestabilnych biegunéw (R{s} > 0) funkcji
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K(s) (lezacych w prawej otwartej pdlplaszezyZnie zmiennej
zespolonej ,,s7):

Aarg {1+ K(jo)| = 27P. (8)

O~Fo

3. Uktad regulacji z czasem opéznienia T,

W przypadku UR z czasem opéznienia T > 0 problem badania
stabilnosci jest bardziej skomplikowany. Sam fakt uwzglednie-
nia czasu opo6znienia w modelu dynamicznym UR moze mieé¢
rézne przyczyny. Z jednej strony pojawienie si¢ czasu op6znie-
nia T) moze by¢ skutkiem uproszczenia procesu modelowania,
w ktérym czas opdznienia uwzglednia pominiete dynamiki pro-
cesu regulacji [4-6]. W takim przypadku czlon opdézniajacy cze-
sto pojawia si¢ w torze gléwnym dynamiki petli UR (rys. 2a).
Czas opdznienia moze réwniez by¢ efektem natury technicznej
toru pomiarowego lub w ten sposéb uwzgledniaé czas opdz-
nienia wynikajacy z procesu prébkowania w dyskretnym UR,
w ktérym pomiar wielkosci wyjsciowej y(¢) UR odbywa si¢
z opGZnieniem [11, 15-17, 22]. W przypadku takim, w sposéb
naturalny, dynamika opdznienia w czasie uwzgledniana jest
w sprzezeniu zwrotnym (rys. 2b).

o x(@) — »(0)
K(s) > % >
b x(7) »(2)
K(s) >
el |

Rys. 2. Schemat UR z czasem opézZnienia T, > 0: a) w torze gtéwnym,
b) w petli sprzezenia zwrotnego

Fig. 2. Diagram of the control system with delay time To > 0: (a) in the main
path, (b) in the feedback loop

Dla tak zdefiniowanych UR wyznacznik A(s), umozliwiajacy
okreslenie warunkéw stabilnosci, przyjmuje postac:

A(s) =1+ K(s)e™" = 0. 9)

Podobnie jak dla UR bez czasu opdznienia o stabilnosci UR
decyduje polozenie zer réwnania (9), ktére pokrywaja sie
z zerami quasi-wielomianu charakterystycznego:

2(,T) =M(s)+ L(s)e”" = 0. (10)

Niestety w powyzszym przypadku rozwiazanie réwnania (10)
zawiera nieskoriczenie wiele miejsc zerowych [8]. W konsekwen-
cji stosowanie metod algebraicznych typu kryterium Hurwitza
czy metody linii pierwiastkowych Evansa jest praktycznie
niemozliwe. W szczegdlnych przypadkach, dla ktérych czesé
funkcji przejscia dotyczaca czasu opo6znienia przedstawimy
w postaci funkcji wymiernej [10, 15, 16, 23] lub bezposrednio
szeregu i-tego stopnia, mozna réwnanie charakterystyczne (10)
przyblizy¢ réwnaniem algebraicznym [16, 24]:

0. (11)

M(s) + L(s)[l + (_;Tn) bt (_S_T"Yj
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Pamieta¢ jednak nalezy, ze tego rodzaju postepowanie moze
doprowadzié¢ do falszywych wnioskéw dotyczacych stabilnosci
analizowanego UR.

Istnieja réwniez metody umozliwiajace analize stabilnosci
ukladéw o réwnaniu charakterystycznym (10). Wéréd nich
mozna wyrézni¢ kryterium Michajlowa [8, 18, 21, 24] czy przy-
toczone wezeéniej kryterium Nyquista. Sa to jednak kryteria
graficzne, ktére przez analize odpowiednich krzywych umozli-
wiaja wnioskowanie o stabilnosci UR. W dalszej czesci przed-
stawiona zostanie metoda bazujaca na modyfikacji kryterium
Nyquista, ktéra umozliwia analityczne badanie warunkéw sta-
bilnoéci UR z opdznieniem.

Na potrzeby prezentowanej modyfikacji wprowadzmy wielkosé
charakteryzujaca transmitancje K(s) dynamiki zastepczej petli
analizowanego UR (rys. 2), ktéra moze by¢ interpretowana jako
wzmocnienie wysokoczestotliwoéciowe tej transmitancji:

k, = lim K(s). (12)
Dodatkowo przez G(s) oznaczmy operatorowa funkcje przejscia
yukladu otwartego” (UO) dynamiki analizowanej petli UR,
skladajaca sie z szeregowego polaczenia transmitancji K(s)
oraz czlonu opdéznienia czasowego:

G(s) = K(s)e™". (13)

Na podstawie analizy wlasciwosci kryterium Nyquista (Twier-
dzenie 1) tatwo pokazaé, ze charakterystyka Nyquista funkeji
przejécia ukladu otwartego G(s) moze co najwyzej P-krotnie
okrazaé punkt (—1, 0) i to w kierunku dodatnim matematycznie.
Okazuje sie, ze analiza UR (rys. 2) pod katem wartosci wzmoc-
nienia wysokoczestotliwosciowego & (12), transmitancji K(s)
operatorowej funkeji przejscia G(s), umozliwia wstepna selekcje
pozwalajac na odrzucenie wariantéw strukturalnie niestabilnych
w przypadku pojawienia sig czasu opéznienia T > 0.

3.1. URzczasem opdznienia strukturalnie
niestabilne - wariant 1

Pierwsza grupa ukladéow strukturalnie niestabilnych dla
dowolnego czasu opdznienia T sg uklady, ktérych czesé
transmitancyjna K(s) charakteryzuje si¢ wzmocnieniem wyso-
koczgstotliwosciowym |k | > 1.

Rozwazmy przypadek UR, dla ktérego dynamika UO okre-
Slona jest funkcja przejscia G(s):

2s+1 —sT

G(s) = 1o e, (14)

Analizujac tylko czesé transmitancyjng tatwo pokazaé, ze dla
T = 0 analizowany UR jest stabilny (przyrost argumentu funkcji
K(jw) wokol punktu (—1, 0) wynosi zero). Natomiast analizujac
charakterystyke Nyquista tego ukladu (rys. 3a) latwo zauwazy¢,
ze dla duzych pulsacji @ charakterystyka ,nawija sie od
wewnatrz” na krzywa bedaca okregiem o $rodku w punkcie (0, 0)
i promieniu k_ = 2. W rezultacie charakterystyka ta okraza punkt
(—1, 0) nieskoriczenie wiele razy w kierunku ujemnym (przyrost
argumentu funkcji G(jo) = K(jo)e " wokét punktu (—1, 0)
wynosi minus nieskoficzono$é). Z analizy réwnania (7) opisujacego
zasade argumentu mozna wnioskowaé, ze UR z funkcja przejécia
G(s) (14) ma nieskoriczenie wiele niestabilnych biegunéw
(Z = 00) i w rezultacie jest niestabilny dla dowolnego T > 0.

W kolejnym wariancie przeanalizujmy przypadek UR, dla
ktérego UO okreslony jest funkcja przejscia G(s):

25+ 3 —sT
=———e .
s+1

G(s) (15)
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Charakterystyka Nyquista

Charakterystyka Nyquista

Rys. 3. Charakterystyki Nyquista

b)

dynamik petli analizowanych UR
zop6znieniem T, > 0:

a) dla dynamiki (14) z k_> 1,

b) dla dynamiki (15) z k_>1,

c) dla dynamiki (16) z k_=1,

d) dla dynamiki (17) zk_ =1

Fig. 3. Nyquist characteristics of the
loop dynamics of the analyzed control
systems with delay time T_> 0:

(a) for the dynamics (14) with k_> 1,
(b) for the dynamics (15) with k_> 1,
(c) for the dynamics (16) with k_=1,
(d) for the dynamics (17) with k_=1

- - K(jw)
— K (jw)e T

Charakterystyka Nyquista

Charakterystyka Nyquista

‘ ()
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Podobnie jak w przypadku ukladu wezesniejszego, dla T = 0
analizowany UR jest stabilny (przyrost argumentu funkcji
K(jw) wokdl punktu (—1, 0) wynosi zero). Analizujac charak-
terystyke G(jw) tego ukladu (rys. 3b) mozna zauwazy¢, ze dla
duzych pulsacji @ charakterystyka ,nawija si¢ od zewnatrz”
na krzywa bedaca okregiem o $rodku w punkeie (0, 0) i pro-
mieniu k= 2. W rezultacie, podobnie jak w przypadku uktadu
wezesniejszego, charakterystyka ta okraza punkt (—1, 0) nie-
skonczenie wiele razy w kierunku ujemnym. Z analizy rowna-
nia (7), opisujacego zasad¢ argumentu, mozna wnioskowaé, ze
UR z funkcja przejscia G(s) (15) ma takze nieskoriczenie wiele
niestabilnych biegunéw (Z = 00) i w rezultacie jest niestabilny
dla dowolnego czasu opdznienia T > 0.

3.2. URz czasem opodznienia strukturalnie
niestabilne - wariant 2
Kolejna grupa uktadéw, niestabilnych dla dowolnego czasu op6z-
nienia T, sa uklady, ktorych czeé¢ transmitancyjna K(s) charak-
teryzuje si¢ wzmocnieniem wysokoczestotliwosciowym |k | = 1.
W pierwszym wariancie rozpatrzymy UR o dynamice G(s)
okreslonej funkcja przejscia:

s+2 _sT
=—e€e .

(s) s+1

(16)
Analiza czesci transmitancyjnej (czerwona charakterystyka
Nyquista na rysunku 3c) pozwala wnioskowaé, ze UR (rys. 2)
z dynamika toru gléwnego G(s) (16), przy braku opéznienia
(T = 0), stanowi strukture stabilng asymptotycznie. Jednak
dla dowolnego T > 0 charakterystyka Nyquista funkcji przej-
Scia G(s) (16), przy duzych wartosciach pulsacji @ ,nawija
sie od zewnatrz” w kierunku ujemnym matematycznie na
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krzywa bedaca okregiem jednostkowym. Sytuacja ta, podobna
do przypadkéw pokazanych wezesniej, pozwala wnioskowad, ze
charakterystyka amplitudowo-fazowa G(j®) nieskonczenie
wiele razy okraza punkt (—1, 0). W rezultacie, podobnie jak
w przykladach wczesniejszych, takze ten wariant UR jest nie-
stabilny dla dowolnego czasu opéznienia T > 0.

Drugim, rozpatrywanym wariantem tej grupy UR niech bedzie
uklad o dynamice UO petli zdefiniowanej przez operatorowa
funkcje przejscia:

S —sT

e’ (17)

Gls) = s+1
W tym przypadku réwniez, jak w przykladach wczesniejszych,
UR przy T = 0 stanowi struktur¢ asymptotycznie stabilng. Jed-
nak uwzgledniajac dowolny czas opéznienia 7, > 0, z analizy
charakterystyki Nyquista (rys. 3d) wynika, ze dla duzych wartosci
pulsacji @ funkcja G(jw) ,nawija si¢ od wewnatrz” na okrag
jednostkowy. Co prawda nie mozna stwierdzi¢, jak wczesniej, ze
charakterystyka amplitudowo-fazowa funkcji przejécia G(s) (17)
obejmuje punkt (—1, 0). Jednak zaistniala sytuacje nalezy inter-
pretowacé jako przypadek, gdy funkcja G(jw) nieskoniczenie wiele
razy przechodzi przez punkt (—1, 0). Przypadek ten z perspek-
tywy analizy stabilnosci uktadu sterowania o strukturze zamknie-
tej (rys. 2) nalezy interpretowaé jako wariant uktadu niestabilnego
(mozna pokazaé, ze w takim przypadku uklad ten ma nieskon-
czenie wiele biegunéw o zerowej czesci rzeczywistej R{s} = 0).

3.3. UR z czasem op0znienia warunkowo stabilne
Trzecia i ostatnia grupa UR z czasem opdznienia T sa uktady,
ktérych czesé transmitancyjna K(s) charakteryzuje sie wzmoc-
nieniem wysokoczestotliwosciowym [k | < 1.
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W pierwszym przykladzie tej grupy ukladéw rozwazmy funk-
cje przejécia G(s) sktadajaca sie z transmitancji K(s) typu iner-
cja pierwszego rzedu oraz czlonu z opéznieniem T

G(s) = s+1e (18)

W ukladzie tym czes$é transmitancyjna funkeji G(s) ma wzmocnie-
nie wysokoczestotliwosciowe k= 0. Z analizy klasycznego kryte-
rium stabilno$ci Nyquista wynika, ze UR (rys. 2) jest stabilny przy
braku opéznienia (T = 0). Potwierdza to réwniez analiza charak-
terystyki Nyquista czesci transmitancyjnej K(s) funkeji przejscia
G(s) (rys. 4a-b). Natomiast pojawienie si¢, w rozpatrywanym ukla-
dzie, czasu op&znienia 7] > 0 prowadzi do powstania dwéch rodza-
jow UR: stabilnego oraz niestabilnego. Dla przyktadu, przy T =1
UR jest stabilny (charakterystyka Nyquista G(s) na rys. 4a nie obej-
muje punktu (—1, 0)). Z drugiej jednak strony dla T = 2 (rys. 4b)
charakterystyka ta obejmuje punkt (—1, 0), co w konsekwencji ana-
lizy stabilnoSci z wykorzystaniem kryterium Nyquista, pozwala
wnioskowaé o niestabilnosci analizowanego UR. Mozna zatem uwa-
zac, ze analizowany UR, dla pewnych wartosci czasu op6Znienia
T > 0 bedzie stabilny, natomiast dla innych niestabilny. Defi-
niujac odpowiednie warunki dotyczace wartosci czasu op6znie-
nia T, mozna wnioskowacé, ze struktura UR (rys. 2) z dynamika
G(s) (18) jest warunkowo stabilna.

Kolejny przyktad UR, analizowanej grupy transmitancji
z op6znieniem, sklada sie z niestabilnej transmitancji pierw-
szego rzedu K(s) oraz cztonu z opdéznieniem T

G(s) = e, (19)
s—1

Ogdlna analiza stabilno$ci UR z czgscia transmitancyjna klasy
jak w (19) pokazuje, ze badany UR przy braku opdZnienia
(T, = 0) jest warunkowo stabilny (jest stabilny, jezeli wzmoc-
nienie transmitancji £ > 1). W rozpatrywanym wariancie
transmitancji K(s) warto$¢ tego wzmocnienia wynosi k = 2.
W rezultacie analizowany UR (rys. 2), przy braku opdZnienia,
jest uktadem stabilnym, co takze potwierdza analiza charak-
terystyki Nyquista K(s) pokazana na rys. 4c-d. Natomiast
uwzgledniajac w analizowanym UR czas opéznienia T > 0
mozna, podobnie jak w przykladzie wczesniejszym, zaobserwo-
wa¢ wariant stabilny oraz niestabilny analizowanego ukladu.
Przykladowo dla czasu opéznienia T, = 0,5 (rys. 4c) charak-
terystyka Nyquista funkcji G(s) (19) obejmuje punkt (—1, 0),
a hodograf Nyquista okraza ten punkt jednokrotnie w kierunku
dodatnim matematycznie

Aarg {1 + K(jo)e ™" } =2r,

O~F0
co pozwala wnioskowa¢, ze analizowany UR jest stabilny. Nato-
miast dla czasu opéznienia T = 1 (rys. 4d) charakterystyka
Nyquista funkcji G(s) (19) takze obejmuje punkt (—1, 0),
a hodograf Nyquista okraza ten punkt jednokrotnie w kierunku
ujemnym matematycznie

Aarg{l + K(ja))eij”’T“} =-2r7.

w~Fo
W tym przypadku analizowany UR (rys. 2), zgodnie z kry-
terium Nyquista, jest niestabilny. W rezultacie, podobnie jak
w przykladzie wezedniejszym, definiujac odpowiednie warunki
dotyczace wartosci czasu opéznienia T mozna wnioskowac,
ze struktura UR (rys. 2) z dynamikg G(s) (19) jest warun-
kowo stabilna.

Nastepny przyklad UR, analizowanej grupy transmitancji

z opdznieniem, dla ktérych |k_| < 1, sktada sie z operatorowej
funkcji przejscia G(s):

G(s) = s+2 e
25 +1

(20)
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Warto$é wzmocnienia czedei transmitancyjnej funkeji G(s),
w analizowanym przykladzie, wynosi k_ = 0,5. Analiza K(s)
pokazuje, ze UR (rys. 2), przy braku opdznienia T, jest uktadem
stabilnym (rys. 4e-f). Uwzglednienie czasu opdznienia T, > 0,
podobnie jak w przykladach wczeéniejszych, prowadzi do
powstania UR stabilnego lub niestabilnego w zaleznosci od
wartoéci czasu opdznienia. Przyktadowo dla T, = 1 (rys. 4e),
charakterystyka Nyquista funkcji G(s) (20) nie obejmuje
punktu (—1, 0) i zgodnie z kryterium stabilnosci Nyquista
powstaly UR jest stabilny. Natomiast dla przykladowego czasu
opéznienia T = 3 (rys. 4f) charakterystyka Nyquista funkcji
przejscia (20) obejmuje punkt (—1, 0) co pozwala wnioskowad,
za kryterium Nyquista, o niestabilnosci takiego UR. W konse-
kwencji, podobnie jak w przykladach wezesniejszych, definiujac
dla analizowanego przypadku odpowiednie warunki dotyczace
wartosci czasu opéznienia T  mozna wnioskowac, ze struktura
UR (rys. 2) z dynamika G(s) (20) jest warunkowo stabilna.

Analizujac przedstawione przyklady UR z opdznieniem
mozna okresli¢ nastepujace wymaganie dotyczace warunku
koniecznego stabilnosci uktadu z opdéznieniem:

Warunek konieczny stabilnosci UR z czasem opdznienia
Warunkiem koniecznym stabilnosci UR z czasem opézZnienia
T > 0, o strukturze jak na rys. 2, jest aby czgd¢ transmitan-
cyjna funkeji przej$cia G(s) (13) opisana funkcja K(s) spel-
niata warunek:

lim K(s)

§—>+00

<1. (21)

Przedstawiona, w powyzszych przykladach, analiza stabilno-
$ci UR wykorzystujaca kryterium Nyquista, wymaga analizy
graficznej odpowiednich krzywych (charakterystyk Nyquista)
funkeji przejécia (K(s) lub G(s)) UO analizowanego UR. Ponizej
przedstawiony zostanie wariant rozszerzenia i modyfikacji
warunkow stabilnosci graficznego kryterium Nyquista UR z cza-
sem opdznienia 7, > 0 na mechanizm algebraiczny w postaci
analogu kryterium Nyquista.

4. Analog kryterium Nyquista

Uwzgledniajac powyzszy warunek konieczny stabilnoéci UR
z czasem opdznienia T > 0 oraz dodatkowe warunki dotyczace
stabilnych oraz niestabilnych rozwiazan réwnan rézniczkowych
z op6znieniem [9], mozna zdefiniowaé¢ wymagania dotyczace
czescl transmitancyjnej K(s) okreslonej operatorowa funkcja
wymierng (4).

Warunkiem stosowania analogu kryterium Nyquista, do
badania stabilno$ci UR z czasem opézZnienia, sa wymagania
dotyczace wlasciwosci transmitancji K(s) UO:

— transmitancja K(s) jest funkcja wymierna wlasciwa lub

Scisle wlasciwa (m < n);

b

— jezeli m = n, to |2 = |/€w| <l

— wielomiany L(s) oraz M(s) nie maja wspdlnych czysto uro-
jonych miejsc zerowych (s, = jo);

— zachodzi a, + b, = M(0) + L(0) # 0 (lub réwnowaznie
K(0) # —1) — wielomian charakterystyczny x(s) = x(s,T,)
dla T, = 0 nie ma pierwiastka zerowego (s, = 0 — na gra-
nicy stabilnosci).

Pierwszym krokiem, w procesie analizy stabilnosci, jest okre-
Slenie warunkéw wystapienia przypadku granicznego, w ktérym
analizowany UR bedzie znajdowal si¢ na granicy stabilnosci.
Podobnie jak analiza stabilnosci UR, tak i analiza przypadku
granicy stabilnosci bazuje na wyznaczniku A(s) (9) bada-
nego ukladu.
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Rys. 4. Charakterystyki Nyquista dynamik petli analizowanych UR z op6znieniem T > 0 przy k_ < 1: a) dla dynamiki (18) przy T =1,

b) dla dynamiki (18) przy T = 2, c) dla dynamiki (19) przy T = 0,5, d) dla dynamiki (19) przy T =1, e) dla dynamiki (20) przy 7 =1,

f) dla dynamiki (20) przy T = 3

Fig. 4. Nyquist characteristics of the loop dynamics of the analyzed control systems with delay time 7 > 0 at k_ < 1: (a) for the dynamics (18) at T = 1,
(b) for the dynamics (18) at T = 2, (c) for the dynamics (19) at T_= 0.5, (d) for the dynamics (19) at T_= 1, (e) for the dynamics (20) at T = 1,

(f) for the dynamics (20) at 7 = 3

Zakladajac, ze cze$¢ transmitancyjna K(s) analizowanego
UR (rys. 2) spelnia powyzsze wymagania, mozna réwnanie (9)
zwiazane z wyznacznikiem A(s) przeksztalcié do postaci:

K(s)e™™ = 1. (22)
Uwzgledniajac podstawienie s = jw, podobnie jak w (6), otrzy-
mujemy posta¢ powyzszego rownania wiazaca informacje o trans-
mitancji widmowej K(jo):
K(jo) = K(w)e™® = 70 (23)
gdzie K(w) = |K(](U)| oraz @(w) = arg {K(]a))} to odpowiednio
modul oraz argument transmitancji widmowej K(jo) [18].

4.1. Granica stabilnosci UR bez czasu opdznienia
Analiza granicy stabilnosci nawiazuje bezposrednio do Twier-
dzenia 1 okreslajacego warunki stabilnosci kryterium Nyquista.
W przypadku UR, w ktérych nie wystepuje czas op6znienia
(T = 0), réwnanie (23) przyjmuje postac:
K(w)e””) =¢e7”. (24)
Uwzgledniajac zaleznosé wiazaca funkcje trygonometryczne
zmiennej rzeczywistej z funkcja wykladniczg zmiennej zespolo-
nej (zwiazek miedzy postacia wykladnicza i trygonometryczna
liczby zespolonej) dla prawej strony réwnania (24):
e = cos(~x) + jsin(-7) =

~1+ 5O, (25)
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mozna granice stabilnosci UR zdefiniowaé¢ jako przypadek,
w ktérym charakterystyka Nyquista transmitancji K(s) prze-
chodzi przez punkt (—1, 0). W rezultacie mozna zdefiniowaé
pulsacje graniczna @°, stanowiaca rozwiazanie réwnania (24),
dla ktérej zachodzi:

vV K(jo') =

" >0

-1+ jO. (26)
Wéréd wszystkich pulsacji @ > 0 jedynie pulsacje, dla ktérych
F{w'} =0 nazywamy pulsacjami granicznymi analizowa-
nego UR.

Z analizy (26) mozna pokazaé, ze w przypadku granicznym
stabilnoéci UR, dla pulsacji granicznej ", modul oraz argu-
ment transmitancji widmowej K(jw) spelniaja zaleznosci:

(27)

Jednoczesnie wielomian charakterystyczny y(s) (5), ma pare
pierwiastkéw zespolonych sprzezonych s , = *j@" ulokowanych
na osi urojonej plaszczyzny Gaussa (na granicy stabilnosci:
R{s,,} = 0).

Uwzgledniajac powyzsza analize mozna kryterium stabilnosci
Nyquista przedstawi¢ nastepujaco:

Uktad regulacji z jednostkowym sprzezeniem zwrotnym (rys. 2)
jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla pulsacji @_ (pulsacji
odciecia fazy/argumentu, fazowej czestotliwodci przejscia (ang.
phase crossover frequency) [4, 15, 17, 19, 21, 25]) zachodzi:
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lub dla pulsacji @ (pulsacji odcigcia modutu/wzmocnienia,
modulowej czestotliwosci przejécia (ang. gain crossover frequ-
ency) [4, 15, 17, 19-21, 25]) zachodzi:

o Ko)=1,

(p(&){) # —T,

oraz liczba okrazen punktu (—1, 0) przez hodograf Nyquista,
w kierunku dodatnim matematycznie, jest réwna liczbie P nie-
stabilnych biegunéw (R{s} > 0) transmitancji K(s):

Aarg {1 + K(ja))} =27P.
Warto takze zauwazy¢, ze w przypadku granicznym stabilno-
$ci zachodzi: @ =@, = 0"

4.2. Granica stabilnosci UR z czasem

opoznienia T,
W przypadku analizy granicy stabilnoéci UR z czasem op6z-
nienia T > 0 proces rozszerzenia przedstawionej analizy, dla
UR bez czasu opdznienia, przebiega analogicznie. Uwzglednia-
jac zalezno$¢ wiazaca postaé wykladnicza i trygonometryczna
prawej strony réwnania (23):

j(—m+0T,
6J('fw,,)

= —cos(aT) - jsin(aT) (28)
zdefiniujmy trajektorie graniczna na plaszczyznie zespolonej
K(jow). Trajektoria ta, opisana zaleznoscia (28), przyjmuje
postacé okregu jednostkowego powstatego przez wirowanie wek-
tora zaczepionego w punkcie (0, 0) w kierunku dodatnim mate-
matycznie (przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara) poczawszy
od punktu (-1, 0) dla @ = 0.

Dla tak zdefiniowanej trajektorii granicznej na plaszczyznie
K(jw), przez wariant graniczny stabilno$ci UR z czasem opdz-
nienia, definiowa¢ bedziemy przypadek, w ktérym dla pulsacji
granicznych @ zachodzi réwnoéé:

V K(jo')=-cos(0'T) - jsin(@'T),

®">0

(29)

gdzie T okrela graniczna warto$¢ czasu opdznienia, dla kté-
rego quasi-wielomian y(s,T)) (10) ma pare pierwiastkow
zespolonych sprzgzonych s, =+ jo" (na granicy stabilnosci:
R{s ,} = 0). Podobnie jak wezesniej, jedynie pulsacje @ > 0,
dla ktérych zachodzi I{®'} =0 nazywamy pulsacjami gra-
nicznymi analizowanego UR.

Jednocze$nie modut oraz argument transmitancji widmowe;j
K(jo) speliaja zaleznosci:
p@)=-71+0'T. (30)
Uwzgledniajac powyzsza analize, podobnie jak dla UR bez
czasu opd6znienia, mozna analog kryterium stabilno$ci Nyqu-
ista przedstawi¢ nastepujaco:

Uktad regulacji z jednostkowym sprzezeniem zwrotnym oraz
czasem opdznienia T > 0 (rys. 2) jest stabilny wtedy i tylko
wtedy, gdy dla pulsacji @, zachodzi:

o : po)=0T -7z, Kw)=l (31)
lub dla pulsacji @, zachodzi:
o, K(a)f) =1, (p(a)c) zoT -7, (32)

oraz liczba okrazen punktéw (—cos(@T)),—sin(@'T) ) przez
hodograf Nyquista, w kierunku dodatnim matematycznie, jest
réwna liczbie P niestabilnych biegunéw transmitancji K(s)

(R{s} > 0):
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ZAarg {e"‘“b + K(ja))} =27P, (33)

© 0~Fo

pod warunkiem, ze T, < T’:, gdzie T: jest wartoscia krytyczna
czasu opdznienia, powyzej ktorej UR jest zawsze bezwarun-
kowo niestabilny.

W prezentowanym mechanizmie analizy stabilnosci UR z cza-
sem opdznienia 7' > 0 krytycznym jest okreslenie par wartosci
{a)',Tu' } bezposrednio zwiazanych z granica stabilnosci ana-
lizowanego UR.

4.2, Pulsacja graniczna " igraniczny czas opoznienia T
7 przypadkiem UR na granicy stabilnosci bezposrednio zwia-
zana jest warto§é¢ pulsacji granicznej (27)(30). W przypadku
UR z czasem opéznienia T > 0 pulsacja graniczna @ jest
wartoscia pulsacji @ miejsca geometrycznego przeciecia cha-
rakterystyki amplitudowo-fazowej (ch-ki Nyquista) transmi-
tancji widmowej K(jw) z trajektoria graniczna opisana
zaleznodcia (28). Wartosci pulsacji granicznych mozna wyliczyé
rozwiazujac ponizsze réwnanie dotyczace warunku modutu
wynikajace bezposrednio z (30):

o K@)=1 > |[LGe)|=|M(e)

. (34)

Graniczny czas op6znienia T okresla natomiast wartosé
czasu opdznienia T, dla danej pulsacji granicznej o°, dla kté-
rego UR znajduje si¢ na granicy stabilnosci (29):

1+ K(jo')e ™" =0, (35)

oraz po przekroczeniu ktérego UR traci lub odzyskuje stabil-
noé¢ (dwa bieguny s, = +jw" przechodza na POP lub LOP
zmiennej ,,s”).

Uwzgledniajac zaleznosci:

K(jo) = P(o) + jQ(o)

-joT,
€

= cos(wT) - jsin(aT)),

gdzie P(w) = R{K(jow)} oraz Q(w)= I{K(jw)} [18], warunek
(35) mozna zapisa¢ w postaci réwnowaznej:

1+ P(@")cos(@T) + Qo )sin(@T’) =0
(38)
—P(0")sin(@T’) + Q(@") cos(w™T") = 0

Rozwiazanie powyzszego ukladu réwnan, wzgledem T, pro-
wadzi do zaleznosci:

sin(oT)) = :?(a)*) = _Q(Cf*z)
Pl@') +Q(0") K(o)
(39)
cos(0'T") = :5(‘" ) m—_ *P(Ci)z)
Pl@') +Q(o’) K(a)

Uwzgledniajac fakt okresowosci funkeji sin(z) oraz cos(z) latwo
zauwazy¢, ze dla danej pulsacji @ istnieje nieskoniczenie wiele
wartosci T spelniajacych uktad réwnan (39), dla ktérych
istnieja czysto urojone pierwiastki réwnania (29) (lub w postaci
réwnowaznej (35)).

Wartosé granicznego czasu opéznienia T, dla danej pulsa-
¢ji granicznej @', mozna wyznaczy¢ z warunku argumentu
(30):

Ll
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T = T+ go*(a)*)

(2]

p@)=-r+0T — (40)
Z analizy trajektorii granicznej (28) oraz uktadu réwnan (39)
latwo pokazaé, ze jezeli T (40) jest rozwiazaniem réwnania
(29) dla pewnej @* to réwniez

(41)

o,k -

T =T+ 2k k=012,
@
jest rozwiazaniem tego réwnania dla tej pulsacji granicznej @”.

4.2.2. Rodzaj pulsacji granicznej

W ogélnym przypadku réwnanie (34) moze mieé¢ wigcej niz
jedno rozwiazanie rzeczywiste (@" > 0). Rézne wartosci pul-
sacji granicznych ®°, wraz z odpowiadajacym im granicznym
czasom opOznienia T;k, okredlaja punkty graniczne przejécia
pary pierwiastkéw s , = £jo" z obszaru LOP na POP zmien-
nej zespolonej ,,s” lub odwrotnie. Generalnie analiza kierunku
przejscia/przeciecia charakterystyki Nyquista transmitancji
K(s) z trajektorig graniczng (28) pozwala okresli¢ rodzaj pul-
sacji granicznej. Przykladowa zaleznosé rodzaju pulsacji gra-
nicznych od charakteru przeciecia trajektorii granicznej
pokazuje rys. 5.

0
Rys. 5. Charakter pulsacji granicznych @" w zaleznosci od przejscia
funkcji K(a)) przez trajektorie graniczna: a)f - pulsacja
.Stabilizujgca”, a): — pulsacja ,,neutralna” oraz a): - pulsacja
.destabilizujgca”

Fig. 5. The type of boundary frequencies o depending on the direction of
the transition of the function K(w) through the boundary trajectory:

a): — “stabilizing” frequency, @, - “neutral” frequency, and

o, - "destabilizing” frequency

Jednokrotna pulsacja graniczna "

Na potrzeby analizy kierunku zmian funkcji K(w) wzgledem
trajektorii granicznej (28) zdefiniujmy nastepujacy wspdlezyn-
nik przejscia:

M) = —sgn [%K(a)) » j (42)

gdzie sgn(z) jest funkcja signum.

W przypadku jednokrotnych pulsacji granicznych ", beda-
cych rozwiazaniem réwnania (34) zachodzi:

— jezeli A@") =+1, woéwezas @" = @, jest pulsacja ,destabi-
lizujaca”, dla ktoérej przy przekroczeniu wartosci granicz-
nego czasu opdznienia T;k (wyznaczonego dla tej pulsacji
granicznej) kolejna para zer s =*jo. quasi-wielomianu
%(s,T) przechodzi z lewej otwartej péiplaszczyzny zmien-
nej zespolonej ,s” na prawag otwarta pdlplaszczyzne
(@] : LOP-2-POP);

— jezeli U@") =-1, woéwczas @" = @" jest pulsacja ,stabili-
zujaca”, dla ktérej przy przekroczeniu wartosci granicznego
czasu opdznienia T:k (wyznaczonego dla tej pulsacji gra-
nicznej) kolejne zera urojone s = +jo" quasi-wielomianu
(s, T) przechodza z prawej otwartej pélptaszczyzny
zmiennej zespolonej ,,s” na lewa otwarta pdlplaszczyzne
(0" : POP-2-LOP);

— jezeli A(w") =0, wéwczas o wlasciwosciach pulsacji granicz-
nej @ rozstrzyga analiza wyzszych pochodnych funkeji
K(w).
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Wielokrotna pulsacja graniczna o
W przypadku x-krotnej pulsacji granicznej @" zachodzi:

dz’

2 K@)| .=0:i=12...k-1, (43)
de' “=e
d’ .
—K@)| .#20:i=xk. (44)
do' “me

— jezeli x jest parzyste, wéwczas @' = @ jest pulsacja ,neu-
tralna”, dla ktérej zera quasi-wielomianu y(s,7)) (10) nie
przekraczaja osi urojonej (galezie linii pierwiastkowych UR
sa styczne do tej osi w punkcie s =+jo’ dla T, );

— jezeli x jest nieparzyste, to o charakterze pulsacji granicznej
®" rozstrzyga, podobnie jak w przypadku jednokrotnej pul-
sacji granicznej, wspélezynnik przejscia:

do” (45)

AOE —sgn[ L K@), ]
gdzie dla wariantu x = 1 zachodzi A (@")= A(®") opisane
zaleznoscia (42).

Dla wyznaczonych pulsacji granicznych @* bedacych rozwia-
zaniem réwnania (34), z uwzglednieniem ich rodzaju, oraz
wszystkich odpowiadajacych tym pulsacjom wartosci granicz-
nych czaséw opéznienia T, (41) nalezy, dla dalszej analizy
stabilnoéci UR, uszeregowaé wartosci T:L w nastepujacy ciag
rosnacy (z uwzglednieniem wartosci 0 [7, 8]):

i 0<T <T), <T;, <..<T} <... (46)
gdzie
T-T: 0 0]
T = (47)

T =T : o' =0

i o,k -

4.2 3. Niestabilne pierwiastki quasi-wielomianu
charakterystycznego x(s,T,)

Analiza przedzialéw czasowych uwzgledniajacych granice zdefi-

niowane przez wartosci graniczne czaséw opdznienia (46) umoz-

liwiaja okreslenie zakreséw wartosci czasu opdznienia T, dla
ktérych analizowany UR jest stabilny.

W tym celu zdefiniujmy funkcje W(T), ktéra okresla dla
danego czasu opéznienia T liczbe zer quasi-wielomianu (s, T)
(10) o dodatniej czedci rzeczywistej (liczbe niestabilnych biegu-
néw UR (rys. 2)). Funkcja ¥(7T) przyjmuje jedynie wartosci
calkowite i moze sie zmienia¢ jedynie w punktach o warto$ciach
granicznego czasu opéznienia T,. Funkcja ¥(T) ma nastepu-
jace zwiazki z zerami quasi-wielomianu x(sT):

— dla dostatecznie matych T funkcja W(T) jest réwna liczbie
zer o dodatnie]j czedci rzeczywistej wielomianu y(s,0);

— jezeli zera quasi-wielomianu y(s, 7)) przechodza przez
punkty s = +jo" dla T (40), to przechodza takze przez ten
sam punkt dla T", (41). Kierunek przejscia przez punkty
s = £jo’ jest jednakowy dla danego T7,, natomiast kierunck
przejscia zer przez te punkty okresla si¢ za pomoca wspot-
czynnika przejécia A (@") zdefiniowanego zaleznodcia (45).
Wspélezynnik ten wyznacza sie dla pulsacji @" skojarzonej
z czasem T ;

— dla dostatecznie duzych T czgs¢ zer quasi-wielomianu
%(s,T) (10), w obszarze niestabilnym (R{s} > 0), zmierza
do zer wielomianu y(s,) = M(s), a pozostale daza do osi
urojonej ptaszczyzny zespolonej zmiennej ,,s”.
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Dla danego czasu opéznienia T, > 0 wartos¢ W(T) [7, 8] mozna
obliczy¢ na podstawie znajomosci ¥(0) = Z oraz wyznaczajac
wartodci wspélezynnika przejécia 4 (") dla pulsacji 0" = @,
odpowiadajacym granicznym czasom opodznienia T;:’ ktére
mieszcza sie w przedziale 0< T, < T :

(48)

gdzie n, jest liczbg granicznych czaséw opéznienia T, szeregu
(46) w przedziale (0, T)].

7 powyzszego opisu wynika, ze quasi-wielomian y(s,T) ma
wszystkie zera w LOP zmiennej ,,s” (jest asymptotycznie sta-
bilny) wtedy i tylko wtedy, jezeli U(T) = 0.

5. Przyktady

Dla zilustrowania przedstawionego mechanizmu analizy stabil-
noéci UR (rys. 2) z czasem opéznienia T > 0 rozwazmy kilka
przykladéw UR, dla ktérych dynamika G(s) opisana jest zalez-
noscia (13). Charakterystyki czesci transmitancyjnych K(s)
analizowanych ukladéw, wraz z trajektoria graniczna (28),
pokazane zostaly na rys. 6.

5.1.Przykiad|

W przypadku pierwszego UR rozpatrzmy dynamike G(s), kto-
rej cze$é transmitancyjna K(s) zostala zdefiniowana jako dyna-
mika o charakterze inercyjnym pierwszego rzedu (podobnie jak
w wariancie UR warunkowo stabilnych (18)):

2 —sT

G(s) = 1 (49)

Charakterystyka Nyquista i traj iag

Robert Bieda

Dla tak zdefiniowanej funkcji przejécia G(s) UR o strukturze
jak na rysunku 2, przy braku opéznienia (7 = 0) ma jeden
stabilny biegun:

55 ==3 — Y(0)=0. (50)
W konsekwencji analizowany UR jest stabilny, a warto$c
poczatkowa funkeji ¥(0) = 0.

Wartoéé pulsacji granicznej @* zostata wyznaczona z warunku

modutu (30):

2 .

ﬁzl 4 w=\/§.

Natomiast rodzaj wyznaczonej pulsacji granicznej okresla ana-
liza wspoélezynnika (42):

K(o') = (51)

—sgn[iK(wH ~\J=+1 - o =, (52)
do w=o

ktora pozwala wnioskowaé, ze wyznaczona pulsacja ma cha-
rakter ,destabilizujacy” (@] : LOP-2-POP).

Wykorzystujac definicje argumentu czedci transmitancyj-
nej (49):
(@) = —arctan(w) (53)
warto$¢ czasu granicznego T, dla pulsacji granicznej o,
obliczona zostala z definicji (40):

o = =3 T =) 999 (54)

0 *

[2]

Charakterystyka Nyquista i trajektoria gr

Charakterystyka Nyquista i trajektoria gr

a) —K(j) b)

— K(jw)

— K(jw) <)
ITom)| |

edwTo=m)

w— +00 i i

Charakterystyka Nyquista i trajektoria granit 15
d) — K(jw) e)

I @T,7)

05 1 05

w — +00

Charakterysty}(a Nyqui:

i trajektoria gr

— K (jw)
6T, )

Rys. 6. Charakterystyki Nyquista oraz
trajektorii granicznej dynamik petli
analizowanych UR z czasem opéznienia
T,> 0: a) dla przyktadu |, b) dla przyktadu
1, c) dla przyktadu lll, d) dla przyktadu IV
» oraz e) dla przyktadu V

* Fig. 6. Nyquist characteristics and boundary
trajectories of the loop dynamics of the
analyzed control systems with delay time

05

L L
0 05 1 15

T, > 0: (a) for example I, (b) for example II,
(c) for example I, (d) for example IV and
(e) for example V
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Natomiast pozostale wartosci czaséw granicznych T:k dla tej
pulsacji wyznaczono z zaleznosci (41):

o o T7, = 1{1,2002; 4,8368; 8,4644; 12,0920; 15,7196; ...} (55)

Dla wyznaczonych czaséw granicznych T, uzyskane wartodci
zostaly uszeregowane zgodnie z (46) przy jednoczesnym
uwzglednieniu charakteru pulsacji granicznej (0" = @]) :

(56)
0 1,2092 4,8368 8,4644 12,0920 15,7196

Z analizy zmiennosci funkcji W(7) (48) dla czaséw opdznienia
T, podzielonych na interwaly zdefiniowane uszeregowanymi cza-
sami granicznymi T, jak w (56), wynika, ze UR o strukturze
jak na rys. 2 jest warunkowo stabilny dla czaséw opéznienia
T < 1,2092. Z analizy graficznej przebiegu funkcji W(7T)
(rys. 7a) wynika bowiem, ze dla dowolnego T, > 1,2092 funkcja
ta przyjmuje warto$ci wieksze od zera (czyli analizowany UR
ma ¥(T > 1,2092) niestabilnych biegunéw). Uzyskany wynik
tlumaczy jednocze$nie zachowanie analizowanego UR w przy-
padkach pokazanych na rys. 4a oraz rys. 4b.

7 analizy tej wynika réwniez, ze dla rozpatrywanego UR,
w wariancie dynamiki G(s) (49) graniczny czas opdznienia
Jj =1,2092 jest jednoczesnie czasem krytycznym opdznienia
T' tego ukladu.

5.2.Przyktad i

W przypadku drugiego UR rozpatrzmy dynamike G(s), ktérej
czedé transmitancyjna K(s) zostala zdefiniowana jako dyna-
mika o charakterze niestabilnym pierwszego rzedu (podobnie
jak w wariancie UR warunkowo stabilnych (19)):

G(s) = e’

1 (57)

Natomiast dla tak zdefiniowanej funkcji przejécia G(s), UR
o strukturze jak na rys. 2, podobnie jak w przykladzie I, przy
braku opéznienia (7, = 0), ma jeden stabilny biegun:

s =-1

- Y(0)=0. (58)
W rezultacie analizowany UR jest stabilny, a warto$¢ poczat-
kowa funkeji ¥(0) = 0.

Warto$é pulsacji granicznej @* zostala wyznaczona z warunku
modulu (30):

K@)=—2e =1 — o =13

Vo +1

Rodzaj wyznaczonej pulsacji granicznej okreslony zostal
z wykorzystaniem wspdlezynnika (42):

(59)

—sen [ddK(a)) |w=w‘J T (60)

(2]

Wynik analizy rodzaju @  pozwala wnioskowaé, ze wyzna-
czona pulsacja ma charakter ,destabilizujacy” (@] : LOP-2-POP).
Wykorzystujac definicje argumentu czesci transmitancyjnej
funkcji G(s) (57):
o(w) = arctan(w) — 7 (61)
warto$¢ czasu granicznego T, dla pulsacji granicznej o,
obliczona zostala z definicji (40):
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a)::a)*:\/g:

Pozostate wartosci czasow granicznych T;k dla pulsacji (59)
wyznaczono z zaleznosci (41):

T = %f“’) = 0,6046.

; (62)
@

!+ T, = {0,6046; 4,2322; 7,8598; 11,4874; 15,1150; ...} (63)

Dla czaséw granicznych TM uzyskane wartosci zostaly usze-
regowane zgodnie z (46) przy uwzglednieniu charakteru pulsa-
cji granicznej (0" = o)) :
0 <T, <T, <T, <T, <T,
(64)
0 0,6046 4,2322 7,8598 11,4874 15,1150

Analiza zmiennosci funkcji U(7) (48) dla czaséw opéznienia
T, podzielonych na interwaty zdefiniowane uszeregowanymi cza-
sami granicznymi T, jak w (64), wynika, ze analizowany UR
jest warunkowo stabilny dla czaséw opéznienia T < 0,6046. Z ana-
lizy przebiegu funkcji (7)) (rys. 7b) wynika bowiem, podobnie
jak w przykladzie wezedniejszym, ze dla dowolnego T > 0,6046
funkcja ta przyjmuje wartosci wieksze od zera. Uzyskany wynik
tlumaczy jednocze$nie zachowanie analizowanego UR w przy-
padkach pokazanych na rys. 4c oraz rys. 4d.

Podobnie jak w przyktadzie I, dla rozpatrywanego UR
w wariancie dynamiki G(s) (57), graniczny czas opdZnienia
Jj =0,6046 jest jednoczesnie czasem krytycznym opdznienia
T" tego ukladu.

5.3. Przyktad il

Trzeci przyklad UR ma dynamike toru gtéwnego G(s), jak
w przykladzie UR warunkowo stabilnych (20), ktérej czesé
transmitancyjna K(s) zostala zdefiniowana jako dynamika
pierwszego rzedu z zerem:

G(s) _ s+2 8_5'1'0
2s+1

(65)

Podobnie jak w przykladzie I oraz II, dla tak zdefiniowanej
funkcji przejscia G(s), UR o strukturze jak na (rys. 2) przy
braku opéznienia (7, = 0) ma jeden stabilny biegun:

&l

-1 > Y(0)=0. (66)
Wartoé¢ pulsacji granicznej o", analizowanego UR, zostata
wyznaczona z warunku modutu (30):

Vo +4

Keo)="2*2_1

Viw™ +1

Natomiast rodzaj wyznaczonej pulsacji granicznej okreslony
zostal z wykorzystaniem wspélezynnika (42):

o =1 (67)

—sgn[dK(w) |ww‘] =+l - o =0. (68)

dw

Wynik analizy rodzaju @" pozwala wnioskowaé, ze wyznaczona
pulsacja ma charakter ,destabilizujacy” (@): LOP-2-POP),
podobnie jak to miato miejsce w przyktadach wcze$niejszych.

Definiujac argument czesci transmitancyjnej funkcji G(s) (65):
(69)

o(w) = arctan(0,5) — arctan(2w)

warto$¢ czasu granicznego T, dla pulsacji granicznej o,
wynosi (40):
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7 = 0@ g g1, (70)
10}

Pozostate wartoséci czasow granicznych T;,c dla pulsacji (67)

wyznaczono z zaleznosci (41):

o T7, = {2,4981; 8,7813; 15,0645; 21,3477; 27,6308; ...}. (71)

Dla tak wyznaczonych czaséw granicznych T{:k, z uwzglednie-
niem charakteru pulsacji granicznej (@” = ), uzyskane war-
todci zostaly uszeregowane zgodnie z (46):
0 < T;i < 1"2’; < T;+ < Tll: < 1—‘51

(72)
0 2,4981 8,7813 15,0645 21,3477 27,6308

Analiza zmiennoéci funkeji W(T)) (48) dla czaséw opéznienia
T, podzielonych na interwaly zdefiniowane uszeregowanymi cza-
sami granicznymi 7T, jak w (72) wynika, ze badany UR jest
warunkowo stabilny dla czaséw opéznienia T < 2,4981. Z ana-
lizy przebiegu funkeji W(7)) (rys. 7c) wynika bowiem, podobnie
jak w przyktadach wezesniejszych, ze dla dowolnego 7 > 2,4981
funkcja W(T) przyjmuje wartoéci wieksze od zera. Uzyskany
wynik tlumaczy jednoczesnie zachowanie analizowanego UR
w przypadkach pokazanych na rys. 4e oraz rys. 4f.

Podobnie jak w przykladzie I oraz II, dla rozpatrywanego UR,
graniczny czas opéznienia T = 2,4981 jest jednoczesnie czasem
krytycznym op6znienia T: tego ukladu.

5.4. Przyktad IV

W przypadku czwartego UR rozpatrzmy dynamike G(s), ktérej
cze$é transmitancyjna K(s) zostala zdefiniowana jako niesta-
bilna dynamika rzedu drugiego o charakterze oscylacyjnym:

30 -30 "

= e o= €
5" —4s5+40 (s—2+33)(s—2-73)

G(s) (73)

Dla tak zdefiniowanej funkcji przejscia G(s) UR o strukturze
jak na (rys. 2), przy braku opéznienia (7T = 0) réwniez ma
dwa niestabilne bieguny:
s,=+2t6 > Ww)=2. (74)

W rezultacie analizowany uktad jest niestabilny, a wartosé
poczatkowa funkeji ¥(0) = 2.

Warto$é pulsacji granicznych " zostala wyznaczona
z warunku modulu (30):

o = \/ﬂ
K(o') = 0
J40-0?) + 160"

Natomiast rodzaj wyznaczonych pulsacji granicznych okresla
analiza wspélczynnika (42):

I
e

—sgn[dK(a)H ,J——l - o "
da) 0=,

Il
S

(2]

d . "
—sgn[dmm |] =+l > o =0
ktéra pozwala wnioskowaé, ze wyznaczona pulsacja @ ma
charakter ,stabilizujacy” (@": POP-2-LOP), natomiast pul-
sacja @, ma charakter ,destabilizujacy” (@ : LOP-2-POP).

Wykorzystujac definicje argumentu czesci transmitancyjne;j
dynamiki G(s) (73):

Robert Bieda

2

-7 @ <40
40-w
(77)

2

cw® > 40
40-w

wartoéci czaséw granicznych T, dla wyznaczonych pulsacji
granicznych @’ oraz @, obliczone zostaly z definicji (40):

+ ol
@ = =14 : @*:mzo,ls%, (78)
a)l

ol
o o =\50: 10 =TI g o709, (79)
.

2

Natomiast pozostale wartoéci czaséw granicznych T;]C dla tych
pulsacji wyznaczono z zaleznosci (41):

T, ={0,1396; 1,8188; 3,4981; 5,1775; 6,8566; ...}
(80)
o, T ={0,2702; 1,1588; 2,0474; 2,9359; 3,8245; ...}

Dla czaséw granicznych T:L uzyskane wartosci zostaly usze-
regowane zgodnie z (46) przy jednoczesnym uwzglednieniu
charakteru pulsacji granicznej (@] = @* oraz , = @, ):

<Tr <Tr <T

3+ 4- 5+

0 <T

*
1- < 7;+

(81)
0 0,1396 0,2702 1,1588 18188 2,0474

Analiza zmiennosci funkeji W(7) (48) dla czaséw opdéznienia
T, podzielonych na interwaly zdefiniowane uszeregowanymi
czasami granicznymi T, jak w (81), wynika, ze rozpatrywany
UR jest warunkowo stabilny dla czaséw opdznienia
0,1396 < T < 0,2702. Z analizy przebiegu funkcji ¥ (7))
(rys. 7d) wynika bowiem, inaczej jak w przyktadach I-III, ze
dla dowolnego T < 0,1396 oraz T > 0,2702 funkcja ta przyj-
muje wartoéci wieksze od zera. Z analizy powyzszej mozna
wnioskowaé, ze dla pewnych dynamik G(s) czas opdznienia
moze mie¢ wladciwosci stabilizujace. W analizowanym przy-
ktadzie UR, bez czasu opéznienia T = 0, jest ukladem niesta-
bilnym (74). Natomiast dla opéznienia
T <(0,1396;0,2702) UR jest stabilny.

Podobnie jak w przyktadach I-III, dla rozpatrywanego UR
w wariancie dynamiki G(s) (73) graniczny czas opdznienia
T" =0,2702 jest czasem krytycznym opdznienia T: tego ukladu.

5.5.Przyktad V

Piaty przyklad UR okreslony zostal przez dynamike UO G(s)
o wysokim rzedzie oraz charakterze calkujacym czesci transmi-
tancyjnej, podobnie jak w przykladzie prezentowanym w [20]
jako uktad o wielu pulsacjach odcigcia modutu:

czaséw

85(s +1)(s* + 25 + 37) o

G(s) =
) s°(s* + 25+ 82)(s* + 25 +101)

(82)

Dla analizowanego UR, z funkcja przejécia G(s) (82), przy
braku opéznienia (T = 0) uklad ma trzy pary stabilnych bie-
gunéw:
5., = —1,7122 % j8,6837
5,, = —0,1906 = j0,5845

- Y(0)=0. (83)

856 =—0,0973 £ j10,3067

15



0 stabilnosci uktadow regulacji z czasem opdznienia

W rezultacie analizowany UR jest stabilny, a wartos¢ poczat-
kowa funkeji ¥(0) = 0.
Definiujac modut czedci transmitancyjnej K(jo) :

8530’ +1,(37 - &)’ + 40’

K(a)) = )
@82 - ") + 40" (101 - &*)? + 40

(84)

wartoéci pulsacji granicznych ", analizowanego UR, zostaly
wyznaczone z warunku modutu (30). Wéréd szesciu wartodci
pulsacji spelniajacych warunek modulu jedynie trzy dodatkowo
spelniaja wymagania @" >0 oraz 3{@'} =0:

Wynik analizy rodzaju @  pozwala wnioskowaé, ze wyzna-
czona pulsacja @ oraz @, maja charakter ,destabilizujacy”
(@, : LOP-2-POP), natomiast pulsacja ®, ma charakter ,sta-
bilizujacy” (@": POP-2-LOP).

Oznaczmy przez ¢ (@) elementarng zaleznoé¢ definiujaca
argument czedci transmitancyjnej K(jo) :

2
@ (@) = -7 + arctan(w) + arctan _a)Q
37-w

20 2w
—arctan| ——— | —arctan| —— |,
82 —w 101 - @

(87)

a)l* =0,6765 przy wykorzystaniu ktérej, argument czesci transmitancyjnej
funkcji G(s) (82) przyjmuje postac:
Ko)=1 - a); =9,1228 (85)
o (0) to’ <37
a)f =10,1022
p(@)+r 37T <o’ <82
Nastepnie rodzaj wyznaczonych pulsacji granicznych okreslony o(w) = (88)
zostal z wykorzystaniem wspolczynnika (42): o (o) 182 < @® <101
p(0)-7 o' >101
—sgn[d—K(a)H j=+1 - o =0
0):0)1
Wykorzystujac powyzsza definicje argumentu ¢(®), wartosci
—sgn [d—K (@) |wwj =-1 - =0 (86) czaséw granicznych T, dla wyznaczonych pulsacji granicznych
@ ’ @' oraz @, obliczone zostaly z definicji (40):
d . . . . m+o(a
-sgn| —K(w)| .|=41 - o =0, o = =0,6765: T :ﬁ=0,8895, (89)
da) 0=, + 1 o C()l*
U(T,) U(T5) ,
12 . T r 6 T . m
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“ T T H T H Rys. 7. Przebieg funkcji ¥(T)) okreslajacej liczbe niestabilnych
e) i E pierwiastkéw réwnania charakterystycznego badanego UR z czasem
sl i il opéznienia T > 0: a) dla przyktadu I, b) dla przyktadu I,
! i c) dla przyktadu lll, d) dla przyktadu IV oraz e) dla przyktadu V
[ i Fig. 7. The function ¥(T)) determining the number of unstable roots of the
Py T— I L characteristic equation of the analyzed control system with delay time
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+ ofor
o =0 =91228: T" = &f“’?) ~0,1963, (90)
a)Z
+ oo
o =o' =101022: T° = 7M@) _ 0334, (91)

B
@

Pozostale wartosci czaséw granicznych T, dla pulsacji (85)
wyznaczono z zaleznosci (41):

w T, ={0,8895;10,1773; 19,4651; 28,7528; ...}
o T, ={0,1963; 0,8850; 1,5738; 2,2625; 2,9512; ...} . (92)

o Tak = {0,0334; 0,6554; 1,2773; 1,8993; 2,5212; ...}

Obliczone czasy graniczne T, zostaly uszeregowane zgodnie
z (46) przy jednoczesnym uwzglednieniu charakteru pulsacji
granicznej (o] = w,, ©, =@’ oraz @, =@, ):
0 <T° <I; <T. <T <Tr
1+ 2- 3+ 4- 5+ (93)
0 0,0334 0,1963 0,6554 0,8850 0,8895

Analiza zmiennoéci funkcji W(7)) (48) dla czaséw opéznienia
T, z uwzglednieniem interwaléw zdefiniowanych przez uszere-
gowane czasy graniczne Tj, jak w (93) pokazuje, ze badany
UR jest warunkowo stabilny dla czaséw opdznienia
T 0;0,0334) U (0,1963; 0,6554) L (0,8850; 0,8895). Z analizy
przebiegu funkcji W(T)) (rys. 7e) wynika bowiem, inaczej jak
w przykladach I-1V, ze UR z funkcja przejscia (82) jest sta-
bilny dla trzech przedzialéw wartosci czasu opéznienia 7.
7 analizy powyzszej wynika, ze dla pewnych UR z czasem
opdznienia, uktad moze okresowo traci¢ i odzyskiwaé stabilnoéé
dla réznych T.. Jednoczesnie dla rozpatrywanego UR graniczny
czas opéznienia T = 0,8895 jest czasem krytycznym opéznie-

nia T tego ukladu.

5.6. Przyktad VI

Ostatni przyklad UR zdefiniowany zostal przez stabilna dyna-
mike G(s) drugiego rzedu o niedookreslonej wartosci wzmoc-
nienia k:

k L k

A S e
$*+2s+10 (s+1+343)(s+1-j3)

-,

G(s) = (94)

s Charakterystyka Nyquista i trajektoria graniczna
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Dla dodatnich wartosci wzmocnienia (k > 0) modul oraz argu-
ment transmitancji widmowej K(j®) czeSci transmitancyjnej
dynamiki G(s) opisane sa zalezno$ciami:

k

K(0) = ——xw—, (95)
(10 - 0°)* + 40
—arctan( 2] c @' <10
-
p(w) = (96)
—arctan[ 2]—7[ cw® > 10
-

Wartosci pulsacji granicznych @, podobnie jak w przykladach
wcezesniejszych, mozna wyznaczy¢ z réwnania dotyczacego
warunku modutu (30):

o Ko)=1 - (10-07)+40" -k =0, (97)
ktére w tym przykladzie zawiera dodatkowo nieznang wartosé
wzmocnienia k dynamiki G(s).

Dokonujac podstawienia z = @ mozna powyzsze réwnanie

sprowadzi¢ do réwnania kwadratowego:

=16z +100-k* =0 — A =4(k*-36), (98)
ktoérego charakter rozwiazan (poszukiwanych pulsacji ") zde-
terminowany jest przez wyznacznik tego réwnania A .

W dalszej czesci rozpatrzone zostaly trzy przypadki (w zalez-
nosci od charakteru wyznacznika A_) okredlajace zakres war-
tosci wzmocnienia ki w konsekwencji charakter wyznaczonych
pulsacji granicznych @". Charakterystyki Nyquista czedci trans-
mitancyjnych UR odpowiadajacych analizowanym przypadkom
pokazane zostaly na rys. 8.

przypadek 1 - brak rozwigzan rzeczywistych
Latwo pokazaé, ze dla dowolnej warto$ci wzmocnienia k
z zakresu k € (0, 6) wyznacznik réwnania (98) jest ujemny
(A, <0). W rezultacie réwnanie (98) ma jedynie rozwigzania
zespolone (J{w"} = 0).

Przyktadowo dla k = 5 oraz przy braku czasu opéznienia (7, = 0)
analizowany UR ma pare stabilnych biegunéw:

Charakterystyka Nyquista i

15

15

a) b)

o5f osf

w—+00 0.5 |

—K(jw) c)

eI WT,T) T, m)

05F

w—+oo 0.7

_1! w =0

05 / 05

A5 - L - " A5 - .
5 - 05 0 05 1 15 15 Bl 05

0

.|

05

n L 15 L L L
05 1 15 15 -1 05 0 05 1 15

Rys. 8. Charakterystyki Nyquista oraz trajektorii granicznej dynamik petli analizowanych UR z czasem opéznienia T, > 0 dla przyktadu Vi:
a) w przypadku 1 (A, < 0), b) w przypadku 2 (A = 0), c) w przypadku 3 (A, > 0)
Fig. 8. Nyquist characteristics and boundary trajectory of the loop dynamics of the analyzed control systems with delay time T, > 0 for example VI:

(@) incase 1 (A, <0),(b)incase2 (A, =0),(c)incase3 (A, > 0)
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s,=-1+j14 > Ww0)=0. (99)
W rezultacie analizowany uklad jest stabilny, a warto$¢ poczat-
kowa funkcji W(0) wynosi zero. Poniewaz charakterystyka
amplitudowo-fazowa czeéci transmitancyjnej nie przecina tra-
jektorii granicznej (rys. 8a) to analizowany UR pozostaje sta-
bilny dla dowolnego czasu opéznienia (T, € [0,%0)). Potwierdza

to analiza wartosci funkeji W(7)) (rys. 9a).

przypadek 2 - rozwigzanie podwadjne

W szczegblnym przypadku, dla & = 6, wyznacznik réwnania
(98) przyjmuje wartos¢ zerowa (A, =0). Ilustracja graficzna
tego przypadku pokazana zostala na rys. 8b. Dla tej szczegél-
nej wartosci wzmocnienia k przy braku opéznienia (T = 0),
podobnie jak w przypadku 1, analizowany UR ma pare stabil-
nych biegunéw:

—1+4/15 > w0)=0. (100)

Sio
co pozwala wnioskowaé, ze analizowany UR jest stabilny,
a wartosé¢ poczatkowa funkcji ¥(0) = 0.

Poniewaz A =0, to réwnanie (98) ma podwdjne rozwiazanie,
ktoére pozwala okresli¢ podwdjna warto§é pulsacji granicznej @'

5,=8 - o,=V8=283 (101)

Rodzaj wyznaczonej pulsacji granicznej okreslony zostal z uzy-
ciem wspoélezynnika (45):

(2]

—sgn (diK(a)) |w=w;2] =0

D=0

2
—sgn[de(a)H ‘];to S W, =0
dw '

ktéry pozwala wnioskowaé, ze wyznaczona podwdjna pulsacja
o' ma charakter ,neutralny” (@, = @’). Przypadek ten ilu-
struje rys. 8b, na ktérym charakterystyka Nyquista czesci trans-

mitancyjnej jest styczna do trajektorii granicznej dla @ = a)l* .

+ oo
o =8 T =T s

0 *

(103)
Pozostale wartoéci czasow granicznych T, dla pulsacji (101)
wyznaczono z zaleznosci (41):
w T ={0,6755;2,8970; 5,1184; 7,3398; 9,5613; ...}. (104)
Analiza zmiennosci funkcji W(7)) dla czaséw opdznienia T
(rys. 9b), z uwzglednieniem interwaléw zdefiniowanych przez
czasy graniczne T, oraz ,neutralnego” charakteru pulsacji
granicznej pozwala wnioskowad, ze badany UR jest stabilny dla
T [0; )\ {0,6755; 2,8970; 5,1184; ...}.
Oznacza to, ze analizowany w tym przykladzie UR, jest sta-
bilny dla dowolnego czasu op6éznienia T >0 z wyjatkiem cza-
sow granicznych T, dla ktérych uklad znajduje si¢ na
granicy stabilnosci.

przypadek 3 - dwa rozwigzania rzeczywiste
Trzeci przypadek obejmuje warto$ci wzmocnienia k > 6, dla
ktorych wyznacznik A >0 i w konsekwencji réwnanie (98)
ma dwa rézne rzeczywiste rozwigzania, przy czym dla k > 10
tylko jedno z tych rozwiazan spelnia warunek z > 0 (ktéremu
odpowiada 3{@'} =0 oraz o" >0).

Przyktadowo dla k= 7 oraz przy braku czasu opéznienia (T = 0)
analizowany UR jest stabilny:

s,=-1+j4 — ¥(0)=0. (105)

Dwa rézne rzeczywiste pierwiastki rownania (98) umozliwiaja

okreglenie warto$ci pulsacji granicznych @” badanego UR:

7, =4,3924 - o =2,0963
: (106)
7, =11,6056 — @ =3,4067

Warto$é wspdlezynnika (42) pozwala okresli¢ rodzaj wyzna-
czonych pulsacji granicznych:

—sgn[iK(a)H ,]:—1 - o =0
do @z

. .. .. . ot 107
Wykorzystujac definicje argumentu czesci transmitancyjnej d (107)
K(s) (96) mozna wyznaczy¢ warto$¢ czasu granicznego T —sgn[%K (o) |w=m;J =+l > o =0
(40) dla pulsacji granicznej @™
2 . \IJ(TO) : 2 ; . \IJ(TO) :
a) b)
1+ B 1+ B
0 . ‘ 0 . o . °
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T T ™1 Rys. 9. Przebieg funkcji ¥(T ) okreslajacej ilos¢ niestabilnych
C) i pierwiastkéw réwnania charakterystycznego badanego UR z czasem
51 . opodznienia T_ > 0 dla przyktadu VI a) w przypadku 1 (A_< 0), b) w
! P o przy przyp x
Al 7 1 przypadku 2 (A, = 0), c) w przypadku 3 (A _> 0)
i i [ Fig. 9. The function ¥(T ) determining the number of unstable roots of
sl ii i i i | the characteristic equation of the analyzed control system with delay time
1 i i i T, > 0 for example VI (a) in case 1 (A, < 0), (b) incase 2 (A, = 0), (c) in case
2} | 1l ! H i 3(A,>0)
i
1F i 8
i
0 \J: i 1 1 1 | 1 1 Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Dla pulsacji @ o charakterze ,stabilizujacym” (@’ : POP-2-
LOP) oraz pulsacji @, o charakterze ,destabilizujacym” (@] :
LOP-2-POP), zgodnie z (40), wyznaczono wartosci czasow gra-

nicznych T :

7+ (o))

o =o =2,0063: T =2 2% 1997 (108)
wl
+ ol
o =@ =3,4067: T = L@ ~ 0,3932. (109)
.

2

Pozostate wartosci czaséw granicznych T;,C dla pulsacji (106)
wyznaczono z zaleznosci (41):

o T, ={1,1927; 4,1907; 7,1887; 10,1867; 13,1846; ...}
(110)
o o T7, =1{0,3932; 2,2375; 4,0819; 5,9262; 7,7706; ...}

Wartosci powyzszych czaséw granicznych T:k zostaly usze-
regowane zgodnie z (46) przy jednoczesnym uwzglednieniu
charakteru pulsacji granicznej (@] = @’ oraz o, = @, ):

0 <T. <T. <T, <T, <I_

(111)

0 0,3932 1,1927 2,2375 4,0819 4,1907

Analiza zmiennosci funkeji W(T)) (rys. 9¢c), dla interwatéw
zdefiniowanych przez czasy graniczne T), jak w (111), poka-
zuje, ze badany UR jest warunkowo stabilny dla czaséw opdz-
nienia T, €[0; 0,3932) U (1,1927; 2,2375). Jednoczesnie dla
rozpatrywanego UR graniczny czas opéznienia T = 2,2375

jest czasem krytycznym opdznienia T tego ukladu.

6. Podsumowanie

Zaleta proponowanego mechanizmu analizy stabilnosci UR jest
jego w pelni algebraiczna forma. Rozdzielenie, w procesie ana-
lizy, dynamiki operatorowej funkeji przejscia G(s), na cze$é
transmitancyjna (funkcje wymierna) K(s) oraz niewymierna
funkcje modelu opéznienia, umozliwito znaczne uproszczenie
prowadzonych obliczen. Pozwolilo réwniez na zdefiniowanie
trajektorii granicznej bedacej swoista rozszerzona postacia
punktu granicznego (—1, 0) klasycznego kryterium stabilnosci
Nyquista. Zaproponowana zostata zwarta, inaczej niz mozna
spotkac¢ w literaturze, forma wspélczynnika przejscia 4 _(@")
bazujaca na module transmitancji widmowej K(jw). Wsp6l-
czynnik ten umozliwia okreslenie charakteru pulsacji granicz-
nej @ oraz liczby niestabilnych zer ¥(7T) quasi-wielomianu
charakterystycznego y(s,T)) badanego UR w zaleznodci od
czasu opdznienia.

Proponowana metoda pozwala okresli¢ nie tylko czy UR
z czasem opdznienia jest stabilny ale takze wyznaczy¢ zakresy
tego czasu, dla ktorych UR jest stabilny. W rezultacie moz-
liwe jest okredlenie przypadkéw UR, dla ktérych pojawienie
si¢ czasu opoznienia 1) > 0 moze prowadzi¢ do odzyskania
stabilnosci. Interesujacym wynikiem jest réwniez mozliwosé
okreslenia przedzialéw, dla ktérych UR z czasem opdznienia
okresowo traci i odzyskuje stabilnos¢.

Wykorzystanie, wszystkich zaproponowanych elementéw,
w procesie badania stabilnoéci zobrazowane zostalo szczego-
lowo objasnionymi przykltadami analizy UR. Z analizy uzy-
skanych wynikéw mozna sformulowaé¢ ogdlne witasciwosci
dotyczace proponowanego analogu kryterium Nyquista umoz-
liwiajacego analize warunkéw stabilnosci UR z czasem op6z-
nienia:

— warunkiem koniecznym rozwazan zagadnien stabilnosci UR

z opoOznieniem jest aby wzmocnienie wysokoczestotliwo-

Robert Bieda

ciowe k_ transmitancji K(s) spetnialo warunek: |kw| <1,
czyli [lim K(s)| < 1;

— jezeli réwnanie' K (jo)=—e “T nie ma rzeczywistych rozwia-
zan (nie istnieja miejsca przeciecia ch-ki Nyquista K(j)
z trajektoria graniczng) to stabilno$¢ UR z opdZnieniem
T > 0 nie zalezy od czasu opdznienia, a jedynie od stabil-
nosci UR przy braku opéznienia (7 = 0);

— jezeli réwnanie K(jo)=—-¢"" ma co najmniej jedno rze-
czywiste rozwiazanie (istnieje pulsacja graniczna @' >0)
to UR z czasem opéznienia T z zakresu [0,4-00), moze okre-
sowo traci¢ lub odzyskiwaé stabilno$é;

— dla kazdej wartosci granicznej " istnieje nieskoniczenie
wiele wartosci granicznych czaséw opdznienia T:k_, dla kto-
rych pary pierwiastkéw s = +jo’ quasi-wielomianu charak-
terystycznego y(s,7",) leza na osi urojonej;

— jezeli réwnanie K(jw) = —¢’*" ma wiecej niz jedno rozwia-
zanie rzeczywiste (istnieje kilka pulsacji granicznych @"),
to czes¢ pulsacji granicznych ma charakter ,,destabilizujacy”
(0" = @), a czeS¢ ma charakter ,stabilizujacy” (0" = @);

— pulsacja ,stabilizujaca” @’ oraz ,destabilizujaca” @]
wystepuja naprzemiennie (nie wliczajac pulsacji ,neutral-
nych” @ );

— najwieksza co do wartosci pulsacja graniczna " zawsze
jest pulsacja ,destabilizujaca” @;

— jezeli réwnanie K(jw) = —’" ma pierwiastki s = +j@", to
zawsze istnieje takie opdznienie krytyczne T:, ze dla
wszystkich T > T; UR jest zawsze niestabilny;

— dla UR stabilnych przy T = 0 iloczyn najwiekszej (ostat-
niej) pulsacji granicznej @, oraz odpowiadajacego mu pod-
stawowego (najmniejszego) granicznego czasu op6znienia
T" jest rownowazny zapasowi fazy Ag = @T  analizowa-
nego UR.

Ji
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On the Stability of Control Systems with Time Delay

Abstract; The article presents the process of extending the Nyquist criterion to a computational
variant that allows the study of the stability of control systems with delay time T_ > 0. Necessary
conditions for the stability of such systems are defined, and an operation scheme is presented that
allows for determining the ranges of delay times that guarantee stable operation of the loop structure

of the control system. As part of the analysis of the proposed solution, the results of the stability study
process for control systems with example substitute dynamics of the loop structure are presented.

The properties of the proposed stability testing mechanism for systems with delay and the interpretation
of the obtained results are demonstrated using the example of the presented systems.
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Absolwent Wydziatu Automatyki, Elektroniki
i Informatyki Politechniki Slaskiej w Gliwicach.
Uzyskat tytut magistra inzyniera w 2002 r. oraz
stopien doktora nauk technicznych w 2006 1,
w dziedzinie automatyka i robotyka. Obecnie
na stanowisku adiunkta w Katedrze Automa-
tyki i Robotyki na Wydziale Automatyki, Elek-
troniki i Informatyki Politechniki S\ask\e Jego L2
zainteresowania badawcze obejmuja zagadnienia zvv\azane z amahza ifuzja

sygnatow, systemami sterowania, systemami klasyfikacji i podejmowania
decyzji oraz sterowaniem opartym na informacji wizyjnej z zastosowaniem
w bezzatogowych statkach powietrznych i interakeji cztowiek-komputer.
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