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1. Wprowadzenie 

Wśród zagadnień związanych z syntezą oraz analizą układów 
regulacji (UR) automatycznej jednym z fundamentalnych jest 
zagadnienie stabilności takiego układu. W przypadku ukła-
dów stacjonarnych, liniowych opisanych operatorowymi funk-
cjami przejścia, na przestrzeni lat, opracowano mnóstwo metod 
badania stabilności, a w ostatnich latach z pomocą przyszły 
jeszcze narzędzia symulacyjne wspomagające ten proces obli-
czeniami numerycznymi.

Pośród analizowanych układów dynamicznych szczególne 
miejsce zajmują procesy dynamiczne z czasem opóźnienia. 
W sposób neutralny zjawisko opóźnienia reakcji w czasie poja-
wia się w modelach procesów biologicznych czy populacyjnych 
[1–3]. Podobnie w szeroko rozumianych zagadnieniach modelo-
wania układów dynamicznych często wykorzystywane są klasy 
modeli operatorowych, w których występuje czas opóźnienia. 
Opóźnienie to jest efektem uproszczenia modelu dynamicznego 
w procesie identyfikacji jego parametrów (np. z wykorzysta-
niem skokowej odpowiedzi czasowej), redukcji wymiaru modelu 
operatorowego wysokiego rzędu lub wynika z natury opisu 
fizykalnego danego procesu dynamicznego [4–6]. W rezultacie 
szerokiego spektrum zastosowań opisu procesów dynamicz-
nych równaniami różniczkowymi z opóźnieniem pojawiła się 
konieczność definicji mechanizmów umożliwiających badanie 
ich właściwości oraz właściwości ich rozwiązań, a także wpływu 
czasu opóźnienia na te rozwiązania [7–9].
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W artykule opisano mechanizm umożliwiający określenie 
warunków stabilności UR z czasem opóźnienia To > 0. Bazu-
jąc na mechanizmie wzorowanym na metodzie h-podziału  
(To-podziału) [7, 10], będącej swoistym uogólnieniem metody 
D-podziału, czy podobnym mechanizmie znanym pod nazwą 
metody Waltona-Marshalla [11–13], umożliwia on rozszerze-
nie idei kryterium stabilności UR wykorzystującej zasadę 
przyrostu argumentu funkcji zespolonej oraz charaktery-
styki Nyquista dynamiki badanego układu na UR z czasem 
opóźnienia To > 0. Uzyskany mechanizm pozwala na wyko-
rzystanie jedynie ujęcia algebraicznego w procesie analizy 
stabilności. Efekt ten został uzyskany dzięki rozdzieleniu 
modelu operatorowego dynamiki struktury pętlowej ana-
lizowanego UR na część transmitancyjną (opisaną funkcją 
wymierną) oraz część niewymierną. W rezultacie przedsta-
wiony mechanizm umożliwia nie tylko sprawdzenie stabil-
ności UR, ale także określenie wpływu czasu opóźniania na 
ten układ.

2.	 Stabilność układu regulacji 
ze sprzężeniem zwrotnym

Dla dowolnego układu regulacji, zgodnie z regułą wzmocnień 
Masona [5, 14–16], zastępcza funkcja przejścia Gxy(s) między 
dowolnym sygnałem wejściowym x(t) (sygnałem zewnętrznym, 
niezależnym od UR), a dowolnym sygnałem wyjściowym y(t) 
(sygnałem wewnętrznym, zależnym od UR) opisana jest zależ-
nością:
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w której wyznacznik schematu blokowego UR ( )s∆  opi-
suje funkcja:

	 	 (2)
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gdzie:
	− Li(s) – zastępcza funkcja przejścia i-tej pętli analizowanego UR 
wyznaczona jako iloczyn funkcji przejścia bloków dynamicz-
nych tworzących tę pętlę wraz ze znakami (±1) sygnałów tej 
pętli w węzłach sumacyjnych;

	− Li(s)Lj(s) – zastępcza funkcja przejścia iloczynu i-tej oraz j-tej 
rozłącznej pętli analizowanego UR (pary pętli niestykających 
się ze sobą) wyznaczona jako iloczyn funkcji przejścia bloków 
dynamicznych tworzących dane pętle wraz ze znakami (±1) 
sygnałów tych pętli w węzłach sumacyjnych;

	− Li(s)Lj(s)Lk(s) – zastępcza funkcja przejścia iloczynu i-tej, 
j-tej oraz k-tej rozłącznej pętli analizowanego UR (trójek pętli 
niestykających się ze sobą) wyznaczona jako iloczyn funkcji 
przejścia bloków dynamicznych tworzących te pętle wraz ze 
znakami (±1) sygnałów tych pętli w węzłach sumacyjnych;

	− N – liczba bezpośrednich (bez zawracania) dróg przejścia od 
wejścia x(t) do wyjścia y(t) analizowanego UR;

	− Pk(s) – zastępcza funkcja przejścia k-tej bezpośredniej drogi 
przejścia od wejścia x(t) do wyjścia y(t) analizowanego UR 
wyznaczona jako iloczyn funkcji przejścia bloków dynamicz-
nych tworzących tę drogę wraz ze znakami (±1) sygnałów tego 
przejścia w węzłach sumacyjnych;

	−  – wyznacznik schematu blokowego dla k-tej bezpośredniej 
drogi przejścia zdefiniowany jak wyznacznik ( )s∆  (2) przy 
założeniu, że pętle Li(s) są niezależne (rozłączne) od k-tej bez-
pośredniej drogi przejścia Pk(s).

Z perspektywy analizy stabilności UR badane są miejsca zerowe 
wyznacznika ( )s∆  (2). Jeżeli zdefiniujemy transmitancję K(s) 
jako odpowiednią sumę kombinacji dynamik pętli tworzących UR, 
wówczas równanie będące podstawą analizy stabilności badanego 
układu przyjmuje postać:

	 ( ) 1 ( ) 0.s K s∆ = + = 	
(3)

W rezultacie, dla procesu analizy stabilności, dowolny UR 
zawierający struktury pętlowe można sprowadzić do jednopę-
tlowego UR, jak na rys. 1a, gdzie H(s) określa funkcja przejścia:
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stabilność struktur UR pokazanych na rys. 1 można badać 
przez analizę miejsc zerowych równania charakterystycznego 
powstałego bezpośrednio z przekształcenia równania (3):

	 ( ) ( ) ( ) 0,s M s L sχ = + = 	 (5)

gdzie ( )sχ  jest wielomianem charakterystycznym stopnia n 
badanego UR.

W ogólnym przypadku jednak określenie zer równania 
(5) oraz ich analiza może być zadaniem bardzo trudnym 
na przykład ze względu na wysoki stopień wielomianu  
Z tego też powodu opracowano mnóstwo różnych metod 
umożliwiających pośrednią analizę właściwości zer równania 
charakterystycznego bez ich znajomości. Wśród tych metod 
najczęściej spotykane są dwie grupy: metody algebraiczne 
(kryt. Hurwitza, kryt. Rutha) [5, 14–20] oraz graficzne (met. 
linii pierwiastkowych, kryt. Nyquista) [5, 14–21]. Z perspek-
tywy prezentowanej w artykule metody, umożliwiającej ana-
lizę stabilności UR z czasem opóźnienia, bliżej przedstawione 
zostanie kryterium Nyquista.

2.1. Kryterium Nyquista
Kryterium Nyquista, bazujące na zasadzie przyrostu argu-
mentu funkcji zespolonej, pozwala określić warunki stabil-
ności UR z ujemnym sprzężeniem zwrotnym (rys. 1). W tym 
celu wymagane jest zdefiniowanie transmitancji widmowej 

( )K jω  dynamiki zastępczej struktury pętlowej analizowa-
nego UR, która łączy się z transmitancją operatorową K(s) 
zależnością [14, 16, 18, 19, 21]:

	
( ) ( ) | .s jK j K s ωω == 	 (6)

Zgodnie z zasadą argumentu [5, 14–17, 19–21] funkcji 
zespolonej przyrost/zmiana argumentu funkcji ( )s∆  w kie-
runku ujemnym matematycznie wzdłuż konturu krzywej 
zamkniętej    obejmującej całą prawą otwartą półpłaszczyznę 
(POP) zmiennej „s”, na której nie leżą żadne zera ani bie-
guny funkcji, równy jest krotności wartości 2π−  równej 
różnicy Z i P:

	
	 (7)

gdzie Z określa sumę krotności zer funkcji ( )s∆  (zer wielo-
mianu charakterystycznego ( )sχ ) w POP oraz P określa 
sumę krotności biegunów funkcji ( )s∆  (niestabilnych biegu-
nów transmitancji K(s)) w POP.

W rezultacie analizy powyższej zależności można stwier-
dzić, że warunkiem koniecznym i wystarczającym stabilności 
pętli UR (rys. 1) jest aby wszystkie zera wielomianu cha-
rakterystycznego leżały w lewej otwartej półpłaszczyźnie 
(LOP) zmiennej zespolonej „s” (liczba zer wielomianu cha-
rakterystycznego w POP była zerowa – Z = 0). Można 
zatem, wykorzystując przyrost argumentu funkcji ( ),s∆  zde-
finiować poniższe kryterium stabilności UR o strukturze  
zamkniętej.

Twierdzenie 1 – kryterium stabilności Nyquista
Układ regulacji z jednostkowym sprzężeniem zwrotnym 
(rys.  1b) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy charaktery-
styka Nyquista funkcji przejścia „układu otwartego” K(s) 
(powstałego przez „przerwanie” pętli sprzężenia zwrotnego) 
nie przechodzi przez punkt (−1, 0), a liczba okrążeń punktu 
(−1, 0) przez hodograf Nyquista w kierunku dodatnim mate-
matycznie (przeciwnie do ruchu wskazówek zegara) jest 
równa liczbie P niestabilnych biegunów (ℜ{si} > 0) funkcji 

W szczególnym przypadku, dla F(s) = K(s), prezentowana 
struktura UR (rys. 1a) sprowadza się do klasycznej struktury 
UR z jednostkowym ujemnym sprzężeniem zwrotnym (rys. 1b).

W ogólności, definiując wypadkową transmitancję  
K(s) = F(s)H(s) jako operatorową funkcję wymierną właściwą 
(m n≤ ):
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a) 

b)

Rys. 1. Schemat blokowy UR: a) ogólna struktura jednopętlowa, 
b) struktura z jednostkowym ujemnym sprzężeniem zwrotnym
Fig. 1. Block diagram of the control system: (a) general single-loop 
structure, (b) structure with single negative feedback
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K(s) (leżących w prawej otwartej półpłaszczyźnie zmiennej 
zespolonej „s”):

	
{ }

~
arg 1 ( ) 2 .K j P

ω
ω π

∞
∆ + =



	 (8)

3. Układ regulacji z czasem opóźnienia To

W przypadku UR z czasem opóźnienia To > 0 problem badania 
stabilności jest bardziej skomplikowany. Sam fakt uwzględnie-
nia czasu opóźnienia w modelu dynamicznym UR może mieć 
różne przyczyny. Z jednej strony pojawienie się czasu opóźnie-
nia To może być skutkiem uproszczenia procesu modelowania, 
w którym czas opóźnienia uwzględnia pominięte dynamiki pro-
cesu regulacji [4–6]. W takim przypadku człon opóźniający czę-
sto pojawia się w torze głównym dynamiki pętli UR (rys.  2a). 
Czas opóźnienia może również być efektem natury technicznej 
toru pomiarowego lub w ten sposób uwzględniać czas opóź-
nienia wynikający z procesu próbkowania w dyskretnym UR, 
w którym pomiar wielkości wyjściowej y(t) UR odbywa się 
z opóźnieniem [11, 15–17, 22]. W przypadku takim, w sposób 
naturalny, dynamika opóźnienia w czasie uwzględniana jest 
w sprzężeniu zwrotnym (rys. 2b).

Dla tak zdefiniowanych UR wyznacznik ( ),s∆  umożliwiający 
określenie warunków stabilności, przyjmuje postać:

	 ( ) 1 ( ) 0.osTs K s e−∆ = + = 	 (9)

Podobnie jak dla UR bez czasu opóźnienia o stabilności UR 
decyduje położenie zer równania (9), które pokrywają się 
z zerami quasi-wielomianu charakterystycznego:

	 ( , ) ( ) ( ) 0.osT
os T M s L s eχ −= + = 	 (10)

Niestety w powyższym przypadku rozwiązanie równania (10) 
zawiera nieskończenie wiele miejsc zerowych [8]. W konsekwen-
cji stosowanie metod algebraicznych typu kryterium Hurwitza 
czy metody linii pierwiastkowych Evansa jest praktycznie 
niemożliwe. W szczególnych przypadkach, dla których część 
funkcji przejścia dotyczącą czasu opóźnienia przedstawimy 
w postaci funkcji wymiernej [10, 15, 16, 23] lub bezpośrednio 
szeregu i-tego stopnia, można równanie charakterystyczne (10) 
przybliżyć równaniem algebraicznym [16, 24]:

	

( ) ( )
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i
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Pamiętać jednak należy, że tego rodzaju postępowanie może 
doprowadzić do fałszywych wniosków dotyczących stabilności 
analizowanego UR.

Istnieją również metody umożliwiające analizę stabilności 
układów o równaniu charakterystycznym (10). Wśród nich 
można wyróżnić kryterium Michajłowa [8, 18, 21, 24] czy przy-
toczone wcześniej kryterium Nyquista. Są to jednak kryteria 
graficzne, które przez analizę odpowiednich krzywych umożli-
wiają wnioskowanie o stabilności UR. W dalszej części przed-
stawiona zostanie metoda bazująca na modyfikacji kryterium 
Nyquista, która umożliwia analityczne badanie warunków sta-
bilności UR z opóźnieniem.

Na potrzeby prezentowanej modyfikacji wprowadźmy wielkość 
charakteryzującą transmitancję K(s) dynamiki zastępczej pętli 
analizowanego UR (rys. 2), która może być interpretowana jako 
wzmocnienie wysokoczęstotliwościowe tej transmitancji:

	
lim ( ).
s

k K s∞ →+∞
= 	 (12)

Dodatkowo przez G(s) oznaczmy operatorową funkcję przejścia 
„układu otwartego” (UO) dynamiki analizowanej pętli UR, 
składającą się z szeregowego połączenia transmitancji K(s) 
oraz członu opóźnienia czasowego:

	 ( ) ( ) .osTG s K s e−= 	 (13)

Na podstawie analizy właściwości kryterium Nyquista (Twier-
dzenie 1) łatwo pokazać, że charakterystyka Nyquista funkcji 
przejścia układu otwartego G(s) może co najwyżej P-krotnie 
okrążać punkt (−1, 0) i to w kierunku dodatnim matematycznie. 
Okazuje się, że analiza UR (rys. 2) pod kątem wartości wzmoc-
nienia wysokoczęstotliwościowego k∞ (12), transmitancji K(s) 
operatorowej funkcji przejścia G(s), umożliwia wstępną selekcję 
pozwalając na odrzucenie wariantów strukturalnie niestabilnych 
w przypadku pojawienia się czasu opóźnienia To > 0.

3.1. 	 UR z czasem opóźnienia strukturalnie 
niestabilne – wariant 1

Pierwszą grupą układów strukturalnie niestabilnych dla 
dowolnego czasu opóźnienia To są układy, których część 
transmitancyjna K(s) charakteryzuje się wzmocnieniem wyso-
koczęstotliwościowym |k∞| > 1.

Rozważmy przypadek UR, dla którego dynamika UO okre-
ślona jest funkcją przejścia G(s):

	

2 1( ) .
2

osTsG s e
s

−+
=

+
	 (14)

Analizując tylko część transmitancyjną łatwo pokazać, że dla  
To = 0 analizowany UR jest stabilny (przyrost argumentu funkcji 

 wokół punktu (−1, 0) wynosi zero). Natomiast analizując 
charakterystykę Nyquista tego układu (rys. 3a) łatwo zauważyć, 
że dla dużych pulsacji ω  charakterystyka „nawija się od 
wewnątrz” na krzywą będącą okręgiem o środku w punkcie (0, 0) 
i promieniu k∞ = 2. W rezultacie charakterystyka ta okrąża punkt 
(−1, 0) nieskończenie wiele razy w kierunku ujemnym (przyrost 
argumentu funkcji ( ) ( ) oj TG j K j e ωω ω −=  wokół punktu (−1, 0) 
wynosi minus nieskończoność). Z analizy równania (7) opisującego 
zasadę argumentu można wnioskować, że UR z funkcją przejścia 
G(s) (14) ma nieskończenie wiele niestabilnych biegunów  
(Z = ∞) i w rezultacie jest niestabilny dla dowolnego To > 0.

W kolejnym wariancie przeanalizujmy przypadek UR, dla 
którego UO określony jest funkcją przejścia G(s):

	

2 3( ) .
1

osTsG s e
s

−+
=

+
	 (15)

a) 

b)

Rys. 2. Schemat UR z czasem opóźnienia To > 0: a) w torze głównym, 
b) w pętli sprzężenia zwrotnego
Fig. 2. Diagram of the control system with delay time To > 0: (a) in the main 
path, (b) in the feedback loop
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Rys. 3. Charakterystyki Nyquista 
dynamik pętli analizowanych UR 
z opóźnieniem To > 0: 
a) dla dynamiki (14) z k∞ > 1, 
b) dla dynamiki (15) z k∞ > 1, 
c) dla dynamiki (16) z k∞ = 1,
d) dla dynamiki (17) z k∞ = 1
Fig. 3. Nyquist characteristics of the 
loop dynamics of the analyzed control 
systems with delay time To > 0: 
(a) for the dynamics (14) with k∞ > 1, 
(b) for the dynamics (15) with k∞ > 1, 
(c) for the dynamics (16) with k∞ = 1, 
(d) for the dynamics (17) with k∞ = 1

Podobnie jak w przypadku układu wcześniejszego, dla To = 0  
analizowany UR jest stabilny (przyrost argumentu funkcji 

( )K jω  wokół punktu (−1, 0) wynosi zero). Analizując charak-
terystykę ( )G jω  tego układu (rys. 3b) można zauważyć, że dla 
dużych pulsacji ω  charakterystyka „nawija się od zewnątrz” 
na krzywą będącą okręgiem o środku w punkcie (0, 0) i pro-
mieniu k∞ = 2. W rezultacie, podobnie jak w przypadku układu 
wcześniejszego, charakterystyka ta okrąża punkt (−1, 0) nie-
skończenie wiele razy w kierunku ujemnym. Z analizy równa-
nia (7), opisującego zasadę argumentu, można wnioskować, że 
UR z funkcją przejścia G(s) (15) ma także nieskończenie wiele 
niestabilnych biegunów (Z = ∞) i w rezultacie jest niestabilny 
dla dowolnego czasu opóźnienia To > 0.

3.2.	 UR z czasem opóźnienia strukturalnie 
niestabilne – wariant 2

Kolejną grupą układów, niestabilnych dla dowolnego czasu opóź-
nienia To, są układy, których część transmitancyjna K(s) charak-
teryzuje się wzmocnieniem wysokoczęstotliwościowym |k∞| = 1.

W pierwszym wariancie rozpatrzymy UR o dynamice G(s) 
określonej funkcją przejścia:

	

2( ) .
1

osTsG s e
s

−+
=

+
	 (16)

Analiza części transmitancyjnej (czerwona charakterystyka 
Nyquista na rysunku 3c) pozwala wnioskować, że UR (rys. 2) 
z dynamiką toru głównego G(s) (16), przy braku opóźnienia 
(To = 0), stanowi strukturę stabilną asymptotycznie. Jednak 
dla dowolnego To > 0 charakterystyka Nyquista funkcji przej-
ścia G(s) (16), przy dużych wartościach pulsacji ω  „nawija 
się od zewnątrz” w kierunku ujemnym matematycznie na 

krzywą będącą okręgiem jednostkowym. Sytuacja ta, podobna 
do przypadków pokazanych wcześniej, pozwala wnioskować, że 
charakterystyka amplitudowo-fazowa ( )G jω  nieskończenie 
wiele razy okrąża punkt (−1, 0). W rezultacie, podobnie jak 
w przykładach wcześniejszych, także ten wariant UR jest nie-
stabilny dla dowolnego czasu opóźnienia To > 0.

Drugim, rozpatrywanym wariantem tej grupy UR niech będzie 
układ o dynamice UO pętli zdefiniowanej przez operatorową 
funkcję przejścia:

	
( ) .

1
osTsG s e

s
−=

+
	 (17)

W tym przypadku również, jak w przykładach wcześniejszych, 
UR przy To = 0 stanowi strukturę asymptotycznie stabilną. Jed-
nak uwzględniając dowolny czas opóźnienia To > 0, z analizy 
charakterystyki Nyquista (rys. 3d) wynika, że dla dużych wartości 
pulsacji ω  funkcja ( )G jω  „nawija się od wewnątrz” na okrąg 
jednostkowy. Co prawda nie można stwierdzić, jak wcześniej, że 
charakterystyka amplitudowo-fazowa funkcji przejścia G(s) (17) 
obejmuje punkt (−1, 0). Jednak zaistniałą sytuację należy inter-
pretować jako przypadek, gdy funkcja ( )G jω  nieskończenie wiele 
razy przechodzi przez punkt (−1, 0). Przypadek ten z perspek-
tywy analizy stabilności układu sterowania o strukturze zamknię-
tej (rys. 2) należy interpretować jako wariant układu niestabilnego 
(można pokazać, że w takim przypadku układ ten ma nieskoń-
czenie wiele biegunów o zerowej części rzeczywistej ℜ{si} = 0).

3.3. UR z czasem opóźnienia warunkowo stabilne
Trzecią i ostatnią grupą UR z czasem opóźnienia To są układy, 
których część transmitancyjna K(s) charakteryzuje się wzmoc-
nieniem wysokoczęstotliwościowym |k∞| < 1.
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W pierwszym przykładzie tej grupy układów rozważmy funk-
cję przejścia G(s) składającą się z transmitancji K(s) typu iner-
cja pierwszego rzędu oraz członu z opóźnieniem To:

	

2( ) .
1

osTG s e
s

−=
+

	 (18)

W układzie tym część transmitancyjna funkcji G(s) ma wzmocnie-
nie wysokoczęstotliwościowe k∞ = 0. Z analizy klasycznego kryte-
rium stabilności Nyquista wynika, że UR (rys.  2) jest stabilny przy 
braku opóźnienia (To = 0). Potwierdza to również analiza charak-
terystyki Nyquista części transmitancyjnej K(s) funkcji przejścia 
G(s) (rys. 4a-b). Natomiast pojawienie się, w rozpatrywanym ukła-
dzie, czasu opóźnienia To > 0 prowadzi do powstania dwóch rodza-
jów UR: stabilnego oraz niestabilnego. Dla przykładu, przy To = 1  
UR jest stabilny (charakterystyka Nyquista G(s) na rys. 4a nie obej-
muje punktu (−1, 0)). Z drugiej jednak strony dla To = 2 (rys. 4b)  
charakterystyka ta obejmuje punkt (−1, 0), co w konsekwencji ana-
lizy stabilności z wykorzystaniem kryterium Nyquista, pozwala 
wnioskować o niestabilności analizowanego UR. Można zatem uwa-
żać, że analizowany UR, dla pewnych wartości czasu opóźnienia  
To > 0 będzie stabilny, natomiast dla innych niestabilny. Defi-
niując odpowiednie warunki dotyczące wartości czasu opóźnie-
nia To można wnioskować, że struktura UR (rys.  2) z dynamiką 
G(s) (18) jest warunkowo stabilna.

Kolejny przykład UR, analizowanej grupy transmitancji 
z opóźnieniem, składa się z niestabilnej transmitancji pierw-
szego rzędu K(s) oraz członu z opóźnieniem To:

	

2( ) .
1

osTG s e
s

−=
−

	 (19)

Ogólna analiza stabilności UR z częścią transmitancyjną klasy 
jak w (19) pokazuje, że badany UR przy braku opóźnienia  
(To = 0) jest warunkowo stabilny (jest stabilny, jeżeli wzmoc-
nienie transmitancji k > 1). W rozpatrywanym wariancie 
transmitancji K(s) wartość tego wzmocnienia wynosi k =  2. 
W rezultacie analizowany UR (rys. 2), przy braku opóźnienia, 
jest układem stabilnym, co także potwierdza analiza charak-
terystyki Nyquista K(s) pokazana na rys. 4c-d. Natomiast 
uwzględniając w analizowanym UR czas opóźnienia To > 0 
można, podobnie jak w przykładzie wcześniejszym, zaobserwo-
wać wariant stabilny oraz niestabilny analizowanego układu. 
Przykładowo dla czasu opóźnienia To = 0,5 (rys. 4c) charak-
terystyka Nyquista funkcji G(s) (19) obejmuje punkt (−1, 0), 
a hodograf Nyquista okrąża ten punkt jednokrotnie w kierunku 
dodatnim matematycznie 

 
 
co pozwala wnioskować, że analizowany UR jest stabilny. Nato-
miast dla czasu opóźnienia To = 1 (rys. 4d) charakterystyka 
Nyquista funkcji G(s) (19) także obejmuje punkt (−1, 0), 
a hodograf Nyquista okrąża ten punkt jednokrotnie w kierunku 
ujemnym matematycznie

W tym przypadku analizowany UR (rys. 2), zgodnie z kry-
terium Nyquista, jest niestabilny. W rezultacie, podobnie jak 
w przykładzie wcześniejszym, definiując odpowiednie warunki 
dotyczące wartości czasu opóźnienia To można wnioskować, 
że struktura UR (rys. 2) z dynamiką G(s) (19) jest warun-
kowo stabilna.

Następny przykład UR, analizowanej grupy transmitancji 
z opóźnieniem, dla których |k∞| < 1, składa się z operatorowej 
funkcji przejścia G(s):

	

2( ) .
2 1

osTsG s e
s

−+
=

+
	 (20)

Wartość wzmocnienia części transmitancyjnej funkcji G(s), 
w analizowanym przykładzie, wynosi k∞ = 0,5. Analiza K(s) 
pokazuje, że UR (rys. 2), przy braku opóźnienia To, jest układem 
stabilnym (rys. 4e-f). Uwzględnienie czasu opóźnienia To > 0,  
podobnie jak w przykładach wcześniejszych, prowadzi do 
powstania UR stabilnego lub niestabilnego w zależności od 
wartości czasu opóźnienia. Przykładowo dla To = 1 (rys. 4e), 
charakterystyka Nyquista funkcji G(s) (20) nie obejmuje 
punktu (−1, 0) i zgodnie z kryterium stabilności Nyquista 
powstały UR jest stabilny. Natomiast dla przykładowego czasu 
opóźnienia To = 3 (rys. 4f) charakterystyka Nyquista funkcji 
przejścia (20) obejmuje punkt (−1, 0) co pozwala wnioskować, 
za kryterium Nyquista, o niestabilności takiego UR. W konse-
kwencji, podobnie jak w przykładach wcześniejszych, definiując 
dla analizowanego przypadku odpowiednie warunki dotyczące 
wartości czasu opóźnienia To można wnioskować, że struktura 
UR (rys. 2) z dynamiką G(s) (20) jest warunkowo stabilna.

Analizując przedstawione przykłady UR z opóźnieniem 
można określić następujące wymaganie dotyczące warunku 
koniecznego stabilności układu z opóźnieniem:

Warunek konieczny stabilności UR z czasem opóźnienia
Warunkiem koniecznym stabilności UR z czasem opóźnienia 
To > 0, o strukturze jak na rys. 2, jest aby część transmitan-
cyjna funkcji przejścia G(s) (13) opisana funkcją K(s) speł-
niała warunek:

	
lim ( ) 1.
s

K s
→+∞

< 	 (21)

Przedstawiona, w powyższych przykładach, analiza stabilno-
ści UR wykorzystująca kryterium Nyquista, wymaga analizy 
graficznej odpowiednich krzywych (charakterystyk Nyquista) 
funkcji przejścia (K(s) lub G(s)) UO analizowanego UR. Poniżej 
przedstawiony zostanie wariant rozszerzenia i modyfikacji 
warunków stabilności graficznego kryterium Nyquista UR z cza-
sem opóźnienia 0oT ≥  na mechanizm algebraiczny w postaci 
analogu kryterium Nyquista.

4. Analog kryterium Nyquista

Uwzględniając powyższy warunek konieczny stabilności UR 
z czasem opóźnienia To > 0 oraz dodatkowe warunki dotyczące 
stabilnych oraz niestabilnych rozwiązań równań różniczkowych 
z opóźnieniem [9], można zdefiniować wymagania dotyczące 
części transmitancyjnej K(s) określonej operatorową funkcją 
wymierną (4).

Warunkiem stosowania analogu kryterium Nyquista, do 
badania stabilności UR z czasem opóźnienia, są wymagania 
dotyczące właściwości transmitancji K(s) UO:

	− transmitancja K(s) jest funkcją wymierną właściwą lub 
ściśle właściwą ( );m n≤

	− jeżeli m = n, to 1;m

n

b
k

a ∞= <

	− wielomiany L(s) oraz M(s) nie mają wspólnych czysto uro-
jonych miejsc zerowych ( );is jω=

	− zachodzi a0 + b0 = M(0) + L(0) ≠ 0 (lub równoważnie  
K(0) ≠ −1) – wielomian charakterystyczny ( ) ( , )os s Tχ χ=  
dla To = 0 nie ma pierwiastka zerowego (si = 0 – na gra-
nicy stabilności).

Pierwszym krokiem, w procesie analizy stabilności, jest okre-
ślenie warunków wystąpienia przypadku granicznego, w którym 
analizowany UR będzie znajdował się na granicy stabilności. 
Podobnie jak analiza stabilności UR, tak i analiza przypadku 
granicy stabilności bazuje na wyznaczniku ( )s∆  (9) bada-
nego układu.
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Rys. 4. Charakterystyki Nyquista dynamik pętli analizowanych UR z opóźnieniem To > 0 przy k∞ < 1: a) dla dynamiki (18) przy To = 1,  
b) dla dynamiki (18) przy To = 2, c) dla dynamiki (19) przy To = 0,5, d) dla dynamiki (19) przy To = 1, e) dla dynamiki (20) przy To = 1,  
f) dla dynamiki (20) przy To = 3
Fig. 4. Nyquist characteristics of the loop dynamics of the analyzed control systems with delay time To > 0 at k∞ < 1: (a) for the dynamics (18) at To = 1,  
(b) for the dynamics (18) at To = 2, (c) for the dynamics (19) at To = 0.5, (d) for the dynamics (19) at To = 1, (e) for the dynamics (20) at To = 1,  
(f) for the dynamics (20) at To = 3

Zakładając, że część transmitancyjna K(s) analizowanego 
UR (rys. 2) spełnia powyższe wymagania, można równanie (9) 
związane z wyznacznikiem ( )s∆  przekształcić do postaci:

	 ( ) 1.osTK s e− = − 	 (22)

Uwzględniając podstawienie ,s jω=  podobnie jak w (6), otrzy-
mujemy postać powyższego równania wiążącą informację o trans-
mitancji widmowej ( ) :K jω

	
( )( )( ) ( ) ,oj TjK j K e e π ωϕ ωω ω − += = 	 (23)

gdzie ( ) ( )K K jω ω=  oraz { }( ) arg ( )K jϕ ω ω=  to odpowiednio 
moduł oraz argument transmitancji widmowej ( )K jω  [18].

4.1. Granica stabilności UR bez czasu opóźnienia
Analiza granicy stabilności nawiązuje bezpośrednio do Twier-
dzenia 1 określającego warunki stabilności kryterium Nyquista. 
W przypadku UR, w których nie występuje czas opóźnienia 
(To = 0), równanie (23) przyjmuje postać:

	
( )( ) .j jK e eϕ ω πω −= 	 (24)

Uwzględniając zależność wiążącą funkcje trygonometryczne 
zmiennej rzeczywistej z funkcją wykładniczą zmiennej zespolo-
nej (związek między postacią wykładniczą i trygonometryczną 
liczby zespolonej) dla prawej strony równania (24):

	 cos( ) sin( ) 1 0,je j jπ π π− = − + − = − + 	 (25)

można granicę stabilności UR zdefiniować jako przypadek, 
w którym charakterystyka Nyquista transmitancji K(s) prze-
chodzi przez punkt (−1, 0). W rezultacie można zdefiniować 
pulsację graniczną ,ω∗  stanowiącą rozwiązanie równania (24), 
dla której zachodzi:

	 0
( ) 1 0.K j j

ω
ω

∗

∗

>
∀ = − + 	 (26)

Wśród wszystkich pulsacji 0ω∗ >  jedynie pulsacje, dla których 
 nazywamy pulsacjami granicznymi analizowa-

nego UR.
Z analizy (26) można pokazać, że w przypadku granicznym 

stabilności UR, dla pulsacji granicznej ,ω∗   moduł oraz argu-
ment transmitancji widmowej ( )K jω  spełniają zależności:

	 : ( ) 1, ( ) .Kω ω ϕ ω π∗ ∗ ∗= = − 	 (27)

Jednocześnie wielomian charakterystyczny ( )sχ  (5), ma parę 
pierwiastków zespolonych sprzężonych 1,2s jω∗= ±  ulokowanych 
na osi urojonej płaszczyzny Gaussa (na granicy stabilności: 
ℜ{s1,2} = 0).

Uwzględniając powyższą analizę można kryterium stabilności 
Nyquista przedstawić następująco:

Układ regulacji z jednostkowym sprzężeniem zwrotnym (rys.  2) 
jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy dla pulsacji πω  (pulsacji 
odcięcia fazy/argumentu, fazowej częstotliwości przejścia (ang. 
phase crossover frequency) [4, 15, 17, 19, 21, 25]) zachodzi:

	 : ( ) , ( ) 1Kπ π πω ϕ ω π ω= − ≠
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lub dla pulsacji cω  (pulsacji odcięcia modułu/wzmocnienia, 
modułowej częstotliwości przejścia (ang. gain crossover frequ-
ency) [4, 15, 17, 19–21, 25]) zachodzi:

: ( ) 1, ( ) ,c c cKω ω ϕ ω π= ≠ −

oraz liczba okrążeń punktu (−1, 0) przez hodograf Nyquista, 
w kierunku dodatnim matematycznie, jest równa liczbie P nie-
stabilnych biegunów (ℜ{si} > 0) transmitancji K(s):

{ }
~
arg 1 ( ) 2 .K j P

ω
ω π

∞
∆ + =



Warto także zauważyć, że w przypadku granicznym stabilno-
ści zachodzi: .cπω ω ω∗= =

4.2. 	Granica stabilności UR z czasem 
opóźnienia To

W przypadku analizy granicy stabilności UR z czasem opóź-
nienia To > 0 proces rozszerzenia przedstawionej analizy, dla 
UR bez czasu opóźnienia, przebiega analogicznie. Uwzględnia-
jąc zależność wiążącą postać wykładniczą i trygonometryczną 
prawej strony równania (23):

	
( ) cos( ) sin( )oj T

o oe T j Tπ ω ω ω− + = − − 	 (28)

zdefiniujmy trajektorię graniczną na płaszczyźnie zespolonej 
( ).K jω  Trajektoria ta, opisana zależnością (28), przyjmuje 

postać okręgu jednostkowego powstałego przez wirowanie wek-
tora zaczepionego w punkcie (0, 0) w kierunku dodatnim mate-
matycznie (przeciwnie do ruchu wskazówek zegara) począwszy 
od punktu (−1, 0) dla 0.ω =

Dla tak zdefiniowanej trajektorii granicznej na płaszczyźnie 
( ),K jω  przez wariant graniczny stabilności UR z czasem opóź-

nienia, definiować będziemy przypadek, w którym dla pulsacji 
granicznych ω∗  zachodzi równość:

	 0
( ) cos( ) sin( ),o oK j T j T

ω
ω ω ω

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

>
∀ = − − 	 (29)

gdzie oT ∗ określa graniczną wartość czasu opóźnienia, dla któ-
rego quasi-wielomian ( , )os Tχ  (10) ma parę pierwiastków 
zespolonych sprzężonych 1,2s jω∗= ±  (na granicy stabilności: 
ℜ{s1,2} = 0). Podobnie jak wcześniej, jedynie pulsacje 0,ω∗ >  
dla których zachodzi  nazywamy pulsacjami gra-
nicznymi analizowanego UR.

Jednocześnie moduł oraz argument transmitancji widmowej 
( )K jω  spełniają zależności:

	 : ( ) 1, ( ) .oK Tω ω ϕ ω π ω∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = − + 	 (30)

Uwzględniając powyższą analizę, podobnie jak dla UR bez 
czasu opóźnienia, można analog kryterium stabilności Nyqu-
ista przedstawić następująco:

Układ regulacji z jednostkowym sprzężeniem zwrotnym oraz 
czasem opóźnienia To > 0 (rys. 2) jest stabilny wtedy i tylko 
wtedy, gdy dla pulsacji πω  zachodzi:

	 : ( ) , ( ) 1oT Kπ π π πω ϕ ω ω π ω= − ≠ 	 (31)

lub dla pulsacji cω  zachodzi:

	 : ( ) 1, ( ) ,c c c c oK Tω ω ϕ ω ω π= ≠ − 	 (32)

oraz liczba okrążeń punktów ( cos( ), sin( )o oT Tω ω∗ ∗− − ) przez 
hodograf Nyquista, w kierunku dodatnim matematycznie, jest 
równa liczbie P niestabilnych biegunów transmitancji K(s) 
(ℜ{si} > 0):

	
{ }

~
arg ( ) 2 ,oj Te K j Pω

ωω

ω π
∗

∗ ∞
∆ + =∑



	 (33)

pod warunkiem, że ,o oT T ∗<  gdzie oT ∗  jest wartością krytyczną 
czasu opóźnienia, powyżej której UR jest zawsze bezwarun-
kowo niestabilny.

W prezentowanym mechanizmie analizy stabilności UR z cza-
sem opóźnienia To > 0 krytycznym jest określenie par wartości 
{ , oTω∗ ∗ } bezpośrednio związanych z granicą stabilności ana-
lizowanego UR.

4.2.1. Pulsacja graniczna ω∗  i graniczny czas opóźnienia oT ∗

Z przypadkiem UR na granicy stabilności bezpośrednio zwią-
zana jest wartość pulsacji granicznej (27)(30). W przypadku 
UR z czasem opóźnienia To > 0 pulsacja graniczna ω∗  jest 
wartością pulsacji ω  miejsca geometrycznego przecięcia cha-
rakterystyki amplitudowo-fazowej (ch-ki Nyquista) transmi-
tancji widmowej ( )K jω  z trajektorią graniczną opisaną 
zależnością (28). Wartości pulsacji granicznych można wyliczyć 
rozwiązując poniższe równanie dotyczące warunku modułu 
wynikające bezpośrednio z (30):

	
: ( ) 1 ( ) ( ) .K L j M jω ω ω ω∗ ∗ ∗ ∗= → = 	 (34)

Graniczny czas opóźnienia oT ∗  określa natomiast wartość 
czasu opóźnienia To, dla danej pulsacji granicznej ,ω∗  dla któ-
rego UR znajduje się na granicy stabilności (29):

	 1 ( ) 0,ojw TK j eω
∗ ∗−∗+ = 	 (35)

oraz po przekroczeniu którego UR traci lub odzyskuje stabil-
ność (dwa bieguny 1,2s jω∗= ±  przechodzą na POP lub LOP 
zmiennej „s”).

Uwzględniając zależności:

	 ( ) ( ) ( )K j P jQω ω ω= + 	 (36)

	 cos( ) sin( ),oj T
o oe T j Tω ω ω− = − 	 (37)

gdzie ( ) { ( )}P K jω ω= ℜ  oraz ( ) { ( )}Q K jω ω= ℑ  [18], warunek 
(35) można zapisać w postaci równoważnej:

	

1 ( )cos( ) ( )sin( ) 0
.

( )sin( ) ( )cos( ) 0

o o

o o

P T Q T

P T Q T

ω ω ω ω

ω ω ω ω

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 + + =

− + =

	 (38)

Rozwiązanie powyższego układu równań, względem ,oT ∗  pro-
wadzi do zależności:

	

2 2 2

2 2 2

( ) ( )sin( )
( ) ( ) ( )

.
( ) ( )cos( )

( ) ( ) ( )

o

o

Q QT
P Q K

P PT
P Q K

ω ωω
ω ω ω

ω ωω
ω ω ω

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗

 − −
= =

+

 − −

= =
+

	 (39)

Uwzględniając fakt okresowości funkcji sin(x) oraz cos(x) łatwo 
zauważyć, że dla danej pulsacji ω∗  istnieje nieskończenie wiele 
wartości oT ∗  spełniających układ równań (39), dla których 
istnieją czysto urojone pierwiastki równania (29) (lub w postaci 
równoważnej (35)).

Wartość granicznego czasu opóźnienia ,oT ∗  dla danej pulsa-
cji granicznej ,ω∗  można wyznaczyć z warunku argumentu 
(30):
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( )( ) .o oT T π ϕ ωϕ ω π ω
ω

∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗

+
= − + → = 	 (40)

Z analizy trajektorii granicznej (28) oraz układu równań (39) 
łatwo pokazać, że jeżeli oT ∗  (40) jest rozwiązaniem równania 
(29) dla pewnej ω∗  to również

	
,

2 , 0,1,2,o k oT T k kπ
ω

∗ ∗
∗

= + =  	 (41)

jest rozwiązaniem tego równania dla tej pulsacji granicznej .ω∗

4.2.2. Rodzaj pulsacji granicznej
W ogólnym przypadku równanie (34) może mieć więcej niż 
jedno rozwiązanie rzeczywiste ( 0ω∗ > ). Różne wartości pul-
sacji granicznych ,ω∗  wraz z odpowiadającym im granicznym 
czasom opóźnienia , ,o kT ∗  określają punkty graniczne przejścia 
pary pierwiastków 1,2s jω∗= ±  z obszaru LOP na POP zmien-
nej zespolonej „s” lub odwrotnie. Generalnie analiza kierunku 
przejścia/przecięcia charakterystyki Nyquista transmitancji 
K(s) z trajektorią graniczną (28) pozwala określić rodzaj pul-
sacji granicznej. Przykładową zależność rodzaju pulsacji gra-
nicznych od charakteru przecięcia trajektorii granicznej 
pokazuje rys. 5.

Rys. 5. Charakter pulsacji granicznych ω∗  w zależności od przejścia 
funkcji ( )K ω  przez trajektorię graniczną: ω∗

−  – pulsacja 
„stabilizująca”, oω

∗  – pulsacja „neutralna” oraz ω∗
+  – pulsacja 

„destabilizująca”
Fig. 5. The type of boundary frequencies ω∗  depending on the direction of 
the transition of the function ( )K ω  through the boundary trajectory: 
ω∗

−
 – “stabilizing” frequency, oω

∗  – “neutral” frequency, and 
ω∗

+  – “destabilizing” frequency

Jednokrotna pulsacja graniczna ω∗

Na potrzeby analizy kierunku zmian funkcji ( )K ω  względem 
trajektorii granicznej (28) zdefiniujmy następujący współczyn-
nik przejścia:

	
( ) sgn ( ) | ,d K

d ω ω
λ ω ω

ω ∗

∗

=

 
= −  

 
	 (42)

gdzie sgn(x) jest funkcją signum.

W przypadku jednokrotnych pulsacji granicznych ,ω∗ będą-
cych rozwiązaniem równania (34) zachodzi:

	− jeżeli ( ) 1λ ω∗ = + , wówczas ω ω∗ ∗
+=  jest pulsacją „destabi-

lizującą”, dla której przy przekroczeniu wartości granicz-
nego czasu opóźnienia ,o kT ∗  (wyznaczonego dla tej pulsacji 
granicznej) kolejna para zer s jω∗

+= ±  quasi-wielomianu 
( , )os Tχ  przechodzi z lewej otwartej półpłaszczyzny zmien-

nej zespolonej „s” na prawą otwartą półpłaszczyznę  
(ω∗

+ : LOP-2-POP);
	− jeżeli ( ) 1λ ω∗ = − , wówczas ω ω∗ ∗

−=  jest pulsacją „stabili-
zującą”, dla której przy przekroczeniu wartości granicznego 
czasu opóźnienia ,o kT ∗  (wyznaczonego dla tej pulsacji gra-
nicznej) kolejne zera urojone s jω∗

−= ±  quasi-wielomianu 
( , )os Tχ  przechodzą z prawej otwartej półpłaszczyzny 

zmiennej zespolonej „s” na lewą otwartą półpłaszczyznę  
(ω∗

− : POP-2-LOP);
	− jeżeli ( ) 0λ ω∗ = , wówczas o właściwościach pulsacji granicz-
nej ω∗  rozstrzyga analiza wyższych pochodnych funkcji 

( ).K ω

Wielokrotna pulsacja graniczna ω∗

W przypadku κ-krotnej pulsacji granicznej ω∗  zachodzi:

	
( ) | 0 : 1,2, , 1,

i

i

d K i
d ω ω

ω κ
ω

∗=
= = − 	 (43)

	
( ) | 0 : .

i

i

d K i
d ω ω

ω κ
ω

∗=
≠ = 	 (44)

	− jeżeli κ jest parzyste, wówczas oω ω∗ ∗=  jest pulsacją „neu-
tralną”, dla której zera quasi-wielomianu ( , )os Tχ  (10) nie 
przekraczają osi urojonej (gałęzie linii pierwiastkowych UR 
są styczne do tej osi w punkcie os jω∗= ±  dla ,o kT ∗ );

	− jeżeli κ jest nieparzyste, to o charakterze pulsacji granicznej 
ω∗  rozstrzyga, podobnie jak w przypadku jednokrotnej pul-
sacji granicznej, współczynnik przejścia:

	
( ) sgn ( ) | ,d K

d

κ

κ κ ω ω
λ ω ω

ω
∗

∗

=

 
= −   

 
	 (45)

gdzie dla wariantu κ = 1 zachodzi 1( ) ( )λ ω λ ω∗ ∗=  opisane 
zależnością (42).

Dla wyznaczonych pulsacji granicznych ω∗  będących rozwią-
zaniem równania (34), z uwzględnieniem ich rodzaju, oraz 
wszystkich odpowiadających tym pulsacjom wartości granicz-
nych czasów opóźnienia ,o kT ∗  (41) należy, dla dalszej analizy 
stabilności UR, uszeregować wartości ,o kT ∗  w następujący ciąg 
rosnący (z uwzględnieniem wartości 0 [7, 8]):

	 1 2 30 iT T T T∗ ∗ ∗ ∗
± ± ± ±< < < < < <  	 (46)

gdzie

	

,

,

:
.

:

i o k

i

i o k

T T
T

T T

ω ω

ω ω

∗ ∗ ∗ ∗
+ +

∗
±

∗ ∗ ∗ ∗
− −

 = =
= 
 = =

	 (47)

4.2.3.	Niestabilne pierwiastki quasi-wielomianu 
charakterystycznego ( , )os Tχ

Analiza przedziałów czasowych uwzględniających granice zdefi-
niowane przez wartości graniczne czasów opóźnienia (46) umoż-
liwiają określenie zakresów wartości czasu opóźnienia To, dla 
których analizowany UR jest stabilny.

W tym celu zdefiniujmy funkcję Ψ(To), która określa dla 
danego czasu opóźnienia To liczbę zer quasi-wielomianu ( , )os Tχ  
(10) o dodatniej części rzeczywistej (liczbę niestabilnych biegu-
nów UR (rys. 2)). Funkcja Ψ(To) przyjmuje jedynie wartości 
całkowite i może się zmieniać jedynie w punktach o wartościach 
granicznego czasu opóźnienia .iT ∗

±  Funkcja Ψ(To) ma następu-
jące związki z zerami quasi-wielomianu ( , ) :os Tχ

	− dla dostatecznie małych To funkcja Ψ(To) jest równa liczbie 
zer o dodatniej części rzeczywistej wielomianu ( ,0);sχ

	− jeżeli zera quasi-wielomianu ( , )os Tχ  przechodzą przez 
punkty  dla oT ∗  (40), to przechodzą także przez ten 
sam punkt dla ,o kT ∗  (41). Kierunek przejścia przez punkty 

 jest jednakowy dla danego , ,o kT ∗  natomiast kierunek 
przejścia zer przez te punkty określa się za pomocą współ-
czynnika przejścia ( )κλ ω∗  zdefiniowanego zależnością (45). 
Współczynnik ten wyznacza się dla pulsacji ω∗  skojarzonej 
z czasem , ;o kT ∗

	− dla dostatecznie dużych To część zer quasi-wielomianu 
( , )os Tχ  (10), w obszarze niestabilnym (ℜ{s} > 0), zmierza 

do zer wielomianu ( , ) ( ),s M sχ ∞ =  a pozostałe dążą do osi 
urojonej płaszczyzny zespolonej zmiennej „s”.
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Dla danego czasu opóźnienia To > 0 wartość Ψ(To) [7, 8] można 
obliczyć na podstawie znajomości Ψ(0) = Z oraz wyznaczając 
wartości współczynnika przejścia ( )κλ ω∗  dla pulsacji ω ω∗ ∗

±=  
odpowiadającym granicznym czasom opóźnienia  które 
mieszczą się w przedziale 0 :i oT T∗

±< ≤

	
	 (48)

gdzie ni jest liczbą granicznych czasów opóźnienia iT ∗
±  szeregu 

(46) w przedziale (0, To].

Z powyższego opisu wynika, że quasi-wielomian ( , )os Tχ  ma 
wszystkie zera w LOP zmiennej „s” (jest asymptotycznie sta-
bilny) wtedy i tylko wtedy, jeżeli Ψ(To) = 0.

5. Przykłady

Dla zilustrowania przedstawionego mechanizmu analizy stabil-
ności UR (rys. 2) z czasem opóźnienia To > 0 rozważmy kilka 
przykładów UR, dla których dynamika G(s) opisana jest zależ-
nością (13). Charakterystyki części transmitancyjnych K(s) 
analizowanych układów, wraz z trajektorią graniczną (28), 
pokazane zostały na rys. 6.

5.1. Przykład I
W przypadku pierwszego UR rozpatrzmy dynamikę G(s), któ-
rej część transmitancyjna K(s) została zdefiniowana jako dyna-
mika o charakterze inercyjnym pierwszego rzędu (podobnie jak 
w wariancie UR warunkowo stabilnych (18)):

	

2( ) .
1

osTG s e
s

−=
+

	 (49)

Dla tak zdefiniowanej funkcji przejścia G(s) UR o strukturze 
jak na rysunku 2, przy braku opóźnienia (To = 0) ma jeden 
stabilny biegun:

	 1 3 (0) 0.s = − → Ψ = 	 (50)

W konsekwencji analizowany UR jest stabilny, a wartość 
początkowa funkcji Ψ(0) = 0.

Wartość pulsacji granicznej ω∗  została wyznaczona z warunku 
modułu (30):

	
2

2( ) 1 3.
1

K ω ω
ω

∗ ∗

∗
= = → =

+
	 (51)

Natomiast rodzaj wyznaczonej pulsacji granicznej określa ana-
liza współczynnika (42):

	
sgn ( ) | 1 ,d K

d ω ω
ω ω ω

ω ∗

∗ ∗
+=

 
− = + → = 

 
	 (52)

która pozwala wnioskować, że wyznaczona pulsacja ma cha-
rakter „destabilizujący” (ω∗

+ : LOP-2-POP).

Wykorzystując definicję argumentu części transmitancyj-
nej (49):

	 ( ) arctan( )ϕ ω ω= − 	 (53)

wartość czasu granicznego ,oT ∗  dla pulsacji granicznej ,ω∗  
obliczona została z definicji (40):

	

( )3 : 1,2092.oT π ϕ ωω ω
ω

∗
∗ ∗ ∗
+ ∗

+
= = =  	 (54)

Rys. 6. Charakterystyki Nyquista oraz 
trajektorii granicznej dynamik pętli 
analizowanych UR z czasem opóźnienia  
To > 0: a) dla przykładu I, b) dla przykładu 
II, c) dla przykładu III, d) dla przykładu IV 
oraz e) dla przykładu V
Fig. 6. Nyquist characteristics and boundary 
trajectories of the loop dynamics of the 
analyzed control systems with delay time  
To > 0: (a) for example I, (b) for example II, 
(c) for example III, (d) for example IV and 
(e) for example V
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Natomiast pozostałe wartości czasów granicznych ,o kT ∗ dla tej 
pulsacji wyznaczono z zależności (41):

,: {1,2092; 4,8368; 8,4644; 12,0920; 15,7196; }.o kTω∗ ∗
+   	(55)

Dla wyznaczonych czasów granicznych ,o kT ∗  uzyskane wartości 
zostały uszeregowane zgodnie z (46) przy jednoczesnym 
uwzględnieniu charakteru pulsacji granicznej ( ) :ω ω∗ ∗

+=

	

	 (56)

Z analizy zmienności funkcji Ψ(To) (48) dla czasów opóźnienia 
To, podzielonych na interwały zdefiniowane uszeregowanymi cza-
sami granicznymi iT ∗

±  jak w (56), wynika, że UR o strukturze 
jak na rys. 2 jest warunkowo stabilny dla czasów opóźnienia  
To < 1,2092. Z analizy graficznej przebiegu funkcji Ψ(To) 
(rys.  7a) wynika bowiem, że dla dowolnego To > 1,2092 funkcja 
ta przyjmuje wartości większe od zera (czyli analizowany UR 
ma Ψ(To > 1,2092) niestabilnych biegunów). Uzyskany wynik 
tłumaczy jednocześnie zachowanie analizowanego UR w przy-
padkach pokazanych na rys. 4a oraz rys. 4b.

Z analizy tej wynika również, że dla rozpatrywanego UR, 
w wariancie dynamiki G(s) (49) graniczny czas opóźnienia 

1,2092oT ∗ =  jest jednocześnie czasem krytycznym opóźnienia 
oT ∗  tego układu.

5.2. Przykład II
W przypadku drugiego UR rozpatrzmy dynamikę G(s), której 
część transmitancyjna K(s) została zdefiniowana jako dyna-
mika o charakterze niestabilnym pierwszego rzędu (podobnie 
jak w wariancie UR warunkowo stabilnych (19)):

	

2( ) .
1

osTG s e
s

−=
−

	 (57)

Natomiast dla tak zdefiniowanej funkcji przejścia G(s), UR 
o strukturze jak na rys. 2, podobnie jak w przykładzie I, przy 
braku opóźnienia (To = 0), ma jeden stabilny biegun:

	 1 1 (0) 0.s = − → Ψ = 	 (58)

W rezultacie analizowany UR jest stabilny, a wartość począt-
kowa funkcji Ψ(0) = 0.

Wartość pulsacji granicznej ω∗  została wyznaczona z warunku 
modułu (30):

	
2

2( ) 1 3.
1

K ω ω
ω

∗ ∗

∗
= = → =

+
	 (59)

Rodzaj wyznaczonej pulsacji granicznej określony został 
z wykorzystaniem współczynnika (42):

	
sgn ( ) | 1 .d K

d ω ω
ω ω ω

ω ∗

∗ ∗
+=

 
− = + → = 

 
	 (60)

Wynik analizy rodzaju ω∗  pozwala wnioskować, że wyzna- 
czona pulsacja ma charakter „destabilizujący” (ω∗

+ : LOP-2-POP).
Wykorzystując definicję argumentu części transmitancyjnej 

funkcji G(s) (57):

	 ( ) arctan( )ϕ ω ω π= − 	 (61)

wartość czasu granicznego ,oT ∗  dla pulsacji granicznej ,ω∗  
obliczona została z definicji (40):

	

( )3 : 0,6046.oT π ϕ ωω ω
ω

∗
∗ ∗ ∗
+ ∗

+
= = =  	 (62)

Pozostałe wartości czasów granicznych ,o kT ∗ dla pulsacji (59) 
wyznaczono z zależności (41):

	
	 (63)

Dla czasów granicznych ,o kT ∗  uzyskane wartości zostały usze-
regowane zgodnie z (46) przy uwzględnieniu charakteru pulsa-
cji granicznej ( ) :ω ω∗ ∗

+=

	  

.	 (64)

Analiza zmienności funkcji Ψ(To) (48) dla czasów opóźnienia 
To, podzielonych na interwały zdefiniowane uszeregowanymi cza-
sami granicznymi iT ∗

±  jak w (64), wynika, że analizowany UR 
jest warunkowo stabilny dla czasów opóźnienia To < 0,6046. Z ana-
lizy przebiegu funkcji Ψ(To) (rys. 7b) wynika bowiem, podobnie 
jak w przykładzie wcześniejszym, że dla dowolnego To > 0,6046 
funkcja ta przyjmuje wartości większe od zera. Uzyskany wynik 
tłumaczy jednocześnie zachowanie analizowanego UR w przy-
padkach pokazanych na rys. 4c oraz rys. 4d.

Podobnie jak w przykładzie I, dla rozpatrywanego UR 
w wariancie dynamiki G(s) (57), graniczny czas opóźnienia 

0,6046oT ∗ =  jest jednocześnie czasem krytycznym opóźnienia 
oT ∗  tego układu.

5.3. Przykład III
Trzeci przykład UR ma dynamikę toru głównego G(s), jak 
w przykładzie UR warunkowo stabilnych (20), której część 
transmitancyjna K(s) została zdefiniowana jako dynamika 
pierwszego rzędu z zerem:

	

2( ) .
2 1

osTsG s e
s

−+
=

+
	 (65)

Podobnie jak w przykładzie I oraz II, dla tak zdefiniowanej 
funkcji przejścia G(s), UR o strukturze jak na (rys. 2) przy 
braku opóźnienia (To = 0) ma jeden stabilny biegun:

	 1 1 (0) 0.s = − → Ψ = 	 (66)

Wartość pulsacji granicznej ,ω∗  analizowanego UR, została 
wyznaczona z warunku modułu (30):

	
	 (67)

Natomiast rodzaj wyznaczonej pulsacji granicznej określony 
został z wykorzystaniem współczynnika (42):

	
sgn ( ) | 1 .d K

d ω ω
ω ω ω

ω ∗

∗ ∗
+=

 
− = + → = 

 
	 (68)

Wynik analizy rodzaju ω∗  pozwala wnioskować, że wyznaczona 
pulsacja ma charakter „destabilizujący” ( : LOP-2-POP), 
podobnie jak to miało miejsce w przykładach wcześniejszych.

Definiując argument części transmitancyjnej funkcji G(s) (65):

	 ( ) arctan(0,5 ) arctan(2 )ϕ ω ω ω= − 	 (69)

wartość czasu granicznego ,oT ∗  dla pulsacji granicznej ,ω∗  
wynosi (40):

14

O stabilności układów regulacji z czasem opóźnienia

P O M I A R Y • A U T O M A T Y K A • R O B O T Y K A  NR 2/2025



	

( )1 : 2,4981.oT π ϕ ωω ω
ω

∗
∗ ∗ ∗
+ ∗

+
= = =  	 (70)

Pozostałe wartości czasów granicznych ,o kT ∗ dla pulsacji (67) 
wyznaczono z zależności (41):

	 	
(71)

Dla tak wyznaczonych czasów granicznych , ,o kT ∗  z uwzględnie-
niem charakteru pulsacji granicznej ( ),ω ω∗ ∗

+=  uzyskane war-
tości zostały uszeregowane zgodnie z (46):

		
	

(72)

Analiza zmienności funkcji Ψ(To) (48) dla czasów opóźnienia 
To, podzielonych na interwały zdefiniowane uszeregowanymi cza-
sami granicznymi iT ∗

±  jak w (72) wynika, że badany UR jest 
warunkowo stabilny dla czasów opóźnienia To < 2,4981. Z ana-
lizy przebiegu funkcji Ψ(To) (rys. 7c) wynika bowiem, podobnie 
jak w przykładach wcześniejszych, że dla dowolnego To > 2,4981 
funkcja Ψ(To) przyjmuje wartości większe od zera. Uzyskany 
wynik tłumaczy jednocześnie zachowanie analizowanego UR 
w przypadkach pokazanych na rys. 4e oraz rys. 4f.

Podobnie jak w przykładzie I oraz II, dla rozpatrywanego UR, 
graniczny czas opóźnienia 2,4981oT ∗ =  jest jednocześnie czasem 
krytycznym opóźnienia oT ∗  tego układu.

5.4. Przykład IV
W przypadku czwartego UR rozpatrzmy dynamikę G(s), której 
część transmitancyjna K(s) została zdefiniowana jako niesta-
bilna dynamika rzędu drugiego o charakterze oscylacyjnym:

	
2

30 30( ) .
( 2 3)( 2 3)4 40

o osT sTG s e e
s j s js s

− −− −
= =

− + − −− +
	 (73)

Dla tak zdefiniowanej funkcji przejścia G(s) UR o strukturze 
jak na (rys. 2), przy braku opóźnienia (To = 0) również ma 
dwa niestabilne bieguny:

	 1,2 2 6 (0) 2.s j= + ± → Ψ = 	 (74)

W rezultacie analizowany układ jest niestabilny, a wartość 
początkowa funkcji Ψ(0) = 2.

Wartość pulsacji granicznych ω∗ została wyznaczona 
z warunku modułu (30):

	

	 (75)

Natomiast rodzaj wyznaczonych pulsacji granicznych określa 
analiza współczynnika (42):

	

1

2

1

2

sgn ( ) | 1

,

sgn ( ) | 1

d K
d

d K
d

ω ω

ω ω

ω ω ω
ω

ω ω ω
ω

∗

∗

∗ ∗
−=

∗ ∗
+=

 
− = − → = 

 

 
− = + → = 

 

	 (76)

która pozwala wnioskować, że wyznaczona pulsacja 1ω
∗  ma 

charakter „stabilizujący” (ω∗
− : POP-2-LOP), natomiast pul-

sacja 2ω
∗  ma charakter „destabilizujący” (ω∗

+ : LOP-2-POP).

Wykorzystując definicję argumentu części transmitancyjnej 
dynamiki G(s) (73):

	

	 (77)

wartości czasów granicznych ,oT ∗  dla wyznaczonych pulsacji 
granicznych ω∗

−  oraz ω∗
+  obliczone zostały z definicji (40):

	

1
1

1

( )
14 : 0,1396,oT

π ϕ ω
ω ω

ω

∗
∗ ∗ ∗
− ∗

+
= = =  	 (78)

	

2
2

2

( )
50 : 0,2702.oT

π ϕ ω
ω ω

ω

∗
∗ ∗ ∗
+ ∗

+
= = =  	 (79)

Natomiast pozostałe wartości czasów granicznych ,o kT ∗  dla tych 
pulsacji wyznaczono z zależności (41):

,

,

: {0,1396; 1,8188; 3,4981; 5,1775; 6,8566; }
.

: {0,2702; 1,1588; 2,0474; 2,9359; 3,8245; }

o k

o k

T

T

ω

ω

∗ ∗
−

∗ ∗
+

 

 

	 (80)

Dla czasów granicznych ,o kT ∗  uzyskane wartości zostały usze-
regowane zgodnie z (46) przy jednoczesnym uwzględnieniu 
charakteru pulsacji granicznej ( 1ω ω∗ ∗

−=  oraz 2ω ω∗ ∗
+= ):

	

	 (81)

Analiza zmienności funkcji Ψ(To) (48) dla czasów opóźnienia 
To, podzielonych na interwały zdefiniowane uszeregowanymi 
czasami granicznymi iT ∗

±  jak w (81), wynika, że rozpatrywany 
UR jest warunkowo stabilny dla czasów opóźnienia  
0,1396 < To < 0,2702. Z analizy przebiegu funkcji Ψ(To) 
(rys. 7d) wynika bowiem, inaczej jak w przykładach I–III, że 
dla dowolnego To < 0,1396 oraz To > 0,2702 funkcja ta przyj-
muje wartości większe od zera. Z analizy powyższej można 
wnioskować, że dla pewnych dynamik G(s) czas opóźnienia 
może mieć właściwości stabilizujące. W analizowanym przy-
kładzie UR, bez czasu opóźnienia To = 0, jest układem niesta-
bilnym (74). Natomiast dla czasów opóźnienia 

(0,1396; 0,2702)oT ∈  UR jest stabilny.
Podobnie jak w przykładach I–III, dla rozpatrywanego UR 

w wariancie dynamiki G(s) (73) graniczny czas opóźnienia 
0,2702oT ∗ =  jest czasem krytycznym opóźnienia oT ∗ tego układu.

5.5. Przykład V
Piąty przykład UR określony został przez dynamikę UO G(s) 
o wysokim rzędzie oraz charakterze całkującym części transmi-
tancyjnej, podobnie jak w przykładzie prezentowanym w [20] 
jako układ o wielu pulsacjach odcięcia modułu:

	

2

2 2 2

85( 1)( 2 37)( ) .
( 2 82)( 2 101)

osTs s sG s e
s s s s s

−+ + +
=

+ + + +
	 (82)

Dla analizowanego UR, z funkcją przejścia G(s) (82), przy 
braku opóźnienia (To = 0) układ ma trzy pary stabilnych bie-
gunów:

	

1,2

3,4

5,6

1,7122 8,6837

0,1906 0,5845 (0) 0.

0,0973 10,3067

s j

s j

s j

− ±

− ± → Ψ =

− ±







	 (83)
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W rezultacie analizowany UR jest stabilny, a wartość począt-
kowa funkcji Ψ(0) = 0.

Definiując moduł części transmitancyjnej ( ) :K jω

	

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

85 1 (37 ) 4
( ) ,

(82 ) 4 (101 ) 4
K

ω ω ω
ω

ω ω ω ω ω

+ − +
=

− + − +
	 (84)

wartości pulsacji granicznych ,ω∗  analizowanego UR, zostały 
wyznaczone z warunku modułu (30). Wśród sześciu wartości 
pulsacji spełniających warunek modułu jedynie trzy dodatkowo 
spełniają wymagania 0ω∗ >  oraz { } 0 :ω∗ℑ =

	

1

2

1

0,6765

( ) 1 9,1228 .

10,1022

K

ω

ω ω

ω

∗

∗ ∗

∗

= →







	 (85)

Następnie rodzaj wyznaczonych pulsacji granicznych określony 
został z wykorzystaniem współczynnika (42):

	
(86)

Wynik analizy rodzaju ω∗  pozwala wnioskować, że wyzna-
czona pulsacja 1ω

∗  oraz 3ω
∗  mają charakter „destabilizujący”  

(ω∗
+ : LOP-2-POP), natomiast pulsacja 2ω

∗  ma charakter „sta-
bilizujący” (ω∗

− : POP-2-LOP).
Oznaczmy przez ( )oϕ ω  elementarną zależność definiującą 

argument części transmitancyjnej ( ) :K jω

	

2

2 2

2( ) arctan( ) arctan
37

2 2arctan arctan ,
82 101

a
ωϕ ω π ω
ω

ω ω
ω ω

 
= − + +  

− 
   

− −   
− −   

	 (87)

przy wykorzystaniu której, argument części transmitancyjnej 
funkcji G(s) (82) przyjmuje postać:

	

	 (88)

Wykorzystując powyższą definicję argumentu ( )ϕ ω , wartości 
czasów granicznych ,oT ∗  dla wyznaczonych pulsacji granicznych 
ω∗

−  oraz ,ω∗
+  obliczone zostały z definicji (40):

1
1

1

( )
0,6765 : 0,8895,oT

π ϕ ω
ω ω

ω

∗
∗ ∗ ∗
+ ∗

+
= =  	 (89)

Rys. 7. Przebieg funkcji Ψ(To) określającej liczbę niestabilnych 
pierwiastków równania charakterystycznego badanego UR z czasem 
opóźnienia To > 0: a) dla przykładu I, b) dla przykładu II,  
c) dla przykładu III, d) dla przykładu IV oraz e) dla przykładu V
Fig. 7. The function Ψ(To) determining the number of unstable roots of the 
characteristic equation of the analyzed control system with delay time  
To > 0: (a) for example I, (b) for example II, (c) for example III, (d) for example 
IV and (e) for example V
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			  2
2

2

( )
9,1228 : 0,1963,oT

π ϕ ω
ω ω

ω

∗
∗ ∗ ∗
− ∗

+
= =  	 (90)

3
3

3

( )
10,1022 : 0,0334.oT

π ϕ ω
ω ω

ω

∗
∗ ∗ ∗
+ ∗

+
= =  	 (91)

Pozostałe wartości czasów granicznych ,o kT ∗  dla pulsacji (85) 
wyznaczono z zależności (41):

	

,

,

,

: {0,8895; 10,1773; 19,4651; 28,7528; }

: {0,1963; 0,8850; 1,5738; 2,2625; 2,9512; } .

: {0,0334; 0,6554; 1,2773; 1,8993; 2,5212; }

o k

o k

o k

T

T

T

ω

ω

ω

∗ ∗
+

∗ ∗
−

∗ ∗
+

 

 

 

	(92)

Obliczone czasy graniczne ,o kT ∗  zostały uszeregowane zgodnie 
z (46) przy jednoczesnym uwzględnieniu charakteru pulsacji 
granicznej ( 1 ,ω ω∗ ∗

+=  2ω ω∗ ∗
−=  oraz 3ω ω∗ ∗

+= ):

	

	 (93)

Analiza zmienności funkcji Ψ(To) (48) dla czasów opóźnienia 
To, z uwzględnieniem interwałów zdefiniowanych przez uszere-
gowane czasy graniczne iT ∗

±  jak w (93) pokazuje, że badany 
UR jest warunkowo stabilny dla czasów opóźnienia 

[0; 0,0334) (0,1963; 0,6554) (0,8850; 0,8895).oT ∈ ∪ ∪  Z analizy 
przebiegu funkcji Ψ(To) (rys. 7e) wynika bowiem, inaczej jak 
w przykładach I–IV, że UR z funkcją przejścia (82) jest sta-
bilny dla trzech przedziałów wartości czasu opóźnienia To. 
Z analizy powyższej wynika, że dla pewnych UR z czasem 
opóźnienia, układ może okresowo tracić i odzyskiwać stabilność 
dla różnych To. Jednocześnie dla rozpatrywanego UR graniczny 
czas opóźnienia 0,8895oT ∗ =  jest czasem krytycznym opóźnie-
nia oT ∗ tego układu.

5.6. Przykład VI
Ostatni przykład UR zdefiniowany został przez stabilną dyna-
mikę G(s) drugiego rzędu o niedookreślonej wartości wzmoc-
nienia k:

2
( ) .

( 1 3)( 1 3)2 10
o osT sTk kG s e e

s j s js s
− −= =

+ + + −+ +
	 (94)

Dla dodatnich wartości wzmocnienia (k > 0) moduł oraz argu-
ment transmitancji widmowej ( )K jω  części transmitancyjnej 
dynamiki G(s) opisane są zależnościami:

	
2 2 2

( ) ,
(10 ) 4

kK ω
ω ω

=
− +

	 (95)

	

2
2

2
2

2arctan : 10
10

( ) .
2arctan : 10

10

ω ω
ω

ϕ ω
ω π ω
ω

  
− ≤  

− = 
  
− − >  

−  

	 (96)

Wartości pulsacji granicznych ,ω∗  podobnie jak w przykładach 
wcześniejszych, można wyznaczyć z równania dotyczącego 
warunku modułu (30):

	
2 2 2 2: ( ) 1 (10 ) 4 0,K kω ω ω ω∗ ∗ ∗ ∗= → − + − = 	 (97)

które w tym przykładzie zawiera dodatkowo nieznaną wartość 
wzmocnienia k dynamiki G(s).

Dokonując podstawienia 2x ω∗=  można powyższe równanie 
sprowadzić do równania kwadratowego:

	
2 2 216 100 0 4( 36),xx x k k− + − = → ∆ = − 	 (98)

którego charakter rozwiązań (poszukiwanych pulsacji ω∗ ) zde-
terminowany jest przez wyznacznik tego równania .x∆

W dalszej części rozpatrzone zostały trzy przypadki (w  zależ-
ności od charakteru wyznacznika x∆ ) określające zakres war-
tości wzmocnienia k i w konsekwencji charakter wyznaczonych 
pulsacji granicznych .ω∗  Charakterystyki Nyquista części trans-
mitancyjnych UR odpowiadających analizowanym przypadkom 
pokazane zostały na rys. 8. 

przypadek 1 – brak rozwiązań rzeczywistych 
Łatwo pokazać, że dla dowolnej wartości wzmocnienia k 
z zakresu (0, 6)k ∈  wyznacznik równania (98) jest ujemny 
( 0).x∆ <  W rezultacie równanie (98) ma jedynie rozwiązania 
zespolone ( { } 0).ω∗ℑ ≠

Przykładowo dla k = 5 oraz przy braku czasu opóźnienia (To = 0)  
analizowany UR ma parę stabilnych biegunów:

Rys. 8. Charakterystyki Nyquista oraz trajektorii granicznej dynamik pętli analizowanych UR z czasem opóźnienia To > 0 dla przykładu VI:  
a) w przypadku 1 (Δx < 0), b) w przypadku 2 (Δx = 0), c) w przypadku 3 (Δx > 0)
Fig. 8. Nyquist characteristics and boundary trajectory of the loop dynamics of the analyzed control systems with delay time To > 0 for example VI:  
(a) in case 1 (Δx < 0), (b) in case 2 (Δx = 0), (c) in case 3 (Δx > 0)
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	 (99)

W rezultacie analizowany układ jest stabilny, a wartość począt-
kowa funkcji Ψ(0) wynosi zero. Ponieważ charakterystyka 
amplitudowo-fazowa części transmitancyjnej nie przecina tra-
jektorii granicznej (rys. 8a) to analizowany UR pozostaje sta-
bilny dla dowolnego czasu opóźnienia ( [0, )).oT ∈ ∞  Potwierdza 
to analiza wartości funkcji Ψ(To) (rys. 9a).

przypadek 2 – rozwiązanie podwójne
W szczególnym przypadku, dla k = 6, wyznacznik równania 
(98) przyjmuje wartość zerową ( 0).x∆ =  Ilustracja graficzna 
tego przypadku pokazana została na rys. 8b. Dla tej szczegól-
nej wartości wzmocnienia k przy braku opóźnienia (To = 0), 
podobnie jak w przypadku 1, analizowany UR ma parę stabil-
nych biegunów:

	 1,2 1 15 (0) 0.s j= − ± → Ψ = 	 (100)

co pozwala wnioskować, że analizowany UR jest stabilny, 
a wartość początkowa funkcji Ψ(0) = 0.

Ponieważ 0,x∆ =  to równanie (98) ma podwójne rozwiązanie, 
które pozwala określić podwójną wartość pulsacji granicznej :

	 1,2 1,28 8 2,83.x ω∗= → =  	 (101)

Rodzaj wyznaczonej pulsacji granicznej określony został z uży-
ciem współczynnika (45):

			 
	

1,2

1,2

2

1,22

sgn ( ) | 0

,

sgn ( ) | 0 o

d K
d

d K
d

ω ω

ω ω

ω
ω

ω ω ω
ω

∗

∗

=

∗ ∗

=

 
− = 

 

 
− ≠ → =  

 

	 (102)

który pozwala wnioskować, że wyznaczona podwójna pulsacja 
 ma charakter „neutralny” 1,2( ).oω ω∗ ∗=  Przypadek ten ilu-

struje rys. 8b, na którym charakterystyka Nyquista części trans-
mitancyjnej jest styczna do trajektorii granicznej dla 1,2.ω ω∗=

Wykorzystując definicję argumentu części transmitancyjnej 
K(s) (96) można wyznaczyć wartość czasu granicznego oT ∗  
(40) dla pulsacji granicznej :

	

( )
8 : 0,6755.o

o o
o

T
π ϕ ω

ω
ω

∗
∗ ∗

∗

+
= =  	 (103)

Pozostałe wartości czasów granicznych ,o kT ∗ dla pulsacji (101) 
wyznaczono z zależności (41):

,: {0,6755; 2,8970; 5,1184; 7,3398; 9,5613; }.o o kTω∗ ∗
  	(104)

Analiza zmienności funkcji Ψ(To) dla czasów opóźnienia To 
(rys. 9b), z uwzględnieniem interwałów zdefiniowanych przez 
czasy graniczne , ,o kT ∗  oraz „neutralnego” charakteru pulsacji 
granicznej pozwala wnioskować, że badany UR jest stabilny dla 

Oznacza to, że analizowany w tym przykładzie UR, jest sta-
bilny dla dowolnego czasu opóźnienia 0oT ≥  z wyjątkiem cza-
sów granicznych , ,o kT ∗  dla których układ znajduje się na 
granicy stabilności.

przypadek 3 – dwa rozwiązania rzeczywiste
Trzeci przypadek obejmuje wartości wzmocnienia k > 6, dla 
których wyznacznik 0x∆ >  i w konsekwencji równanie (98) 
ma dwa różne rzeczywiste rozwiązania, przy czym dla k > 10 
tylko jedno z tych rozwiązań spełnia warunek x > 0 (któremu 
odpowiada { } 0ω∗ℑ =  oraz 0ω∗ > ).

Przykładowo dla k = 7 oraz przy braku czasu opóźnienia (To = 0)  
analizowany UR jest stabilny:

	 1,2 1 4 (0) 0.s j= − ± → Ψ = 	 (105)

Dwa różne rzeczywiste pierwiastki równania (98) umożliwiają 
określenie wartości pulsacji granicznych ω∗  badanego UR:

	

1 1

2 2

4,3924 2,0963
.

11,6056 3,4067

x

x

ω

ω

∗

∗

→

→

 

 

	 (106)

Wartość współczynnika (42) pozwala określić rodzaj wyzna-
czonych pulsacji granicznych:

	

	                                                            

.	 (107)

	

Rys. 9. Przebieg funkcji Ψ(To) określającej ilość niestabilnych 
pierwiastków równania charakterystycznego badanego UR z czasem 
opóźnienia To > 0 dla przykładu VI a) w przypadku 1 (Δx < 0), b) w 
przypadku 2 (Δx = 0), c) w przypadku 3 (Δx > 0)
Fig. 9. The function Ψ(To) determining the number of unstable roots of 
the characteristic equation of the analyzed control system with delay time 
To > 0 for example VI (a) in case 1 (Δx < 0), (b) in case 2 (Δx = 0), (c) in case 
3 (Δx > 0)
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Dla pulsacji 1ω
∗  o charakterze „stabilizującym” (ω∗

− : POP-2-
LOP) oraz pulsacji 2ω

∗  o charakterze „destabilizującym” (ω∗
+ : 

LOP-2-POP), zgodnie z (40), wyznaczono wartości czasów gra-
nicznych :oT ∗

1
1

1

( )
2,0963 : 1,1927,oT

π ϕ ω
ω ω

ω

∗
∗ ∗ ∗
− ∗

+
= =  	 (108)

2
2

2

( )
3,4067 : 0,3932.oT

π ϕ ω
ω ω

ω

∗
∗ ∗ ∗
+ ∗

+
= =  	 (109)

Pozostałe wartości czasów granicznych ,o kT ∗  dla pulsacji (106) 
wyznaczono z zależności (41):

,

,

: {1,1927; 4,1907; 7,1887; 10,1867; 13,1846; }
.

: {0,3932; 2,2375; 4,0819; 5,9262; 7,7706; }

o k

o k

T

T

ω

ω

∗ ∗
−

∗ ∗
+

 

 

(110)

Wartości powyższych czasów granicznych ,o kT ∗ zostały usze-
regowane zgodnie z (46) przy jednoczesnym uwzględnieniu 
charakteru pulsacji granicznej ( 1ω ω∗ ∗

−= oraz 2ω ω∗ ∗
+= ):

	 (111)

Analiza zmienności funkcji Ψ(To) (rys. 9c), dla interwałów 
zdefiniowanych przez czasy graniczne iT ∗

±  jak w (111), poka-
zuje, że badany UR jest warunkowo stabilny dla czasów opóź-
nienia [0; 0,3932) (1,1927; 2,2375).oT ∈ ∪  Jednocześnie dla 
rozpatrywanego UR graniczny czas opóźnienia 2,2375oT ∗ =  
jest czasem krytycznym opóźnienia oT ∗ tego układu.

6. Podsumowanie

Zaletą proponowanego mechanizmu analizy stabilności UR jest 
jego w pełni algebraiczna forma. Rozdzielenie, w procesie ana-
lizy, dynamiki operatorowej funkcji przejścia G(s), na część 
transmitancyjną (funkcję wymierną) K(s) oraz niewymierną 
funkcję modelu opóźnienia, umożliwiło znaczne uproszczenie 
prowadzonych obliczeń. Pozwoliło również na zdefiniowanie 
trajektorii granicznej będącej swoistą rozszerzoną postacią 
punktu granicznego (−1, 0) klasycznego kryterium stabilności 
Nyquista. Zaproponowana została zwarta, inaczej niż można 
spotkać w literaturze, forma współczynnika przejścia ( )κλ ω∗  
bazująca na module transmitancji widmowej ( ).K jω  Współ-
czynnik ten umożliwia określenie charakteru pulsacji granicz-
nej ω∗  oraz liczby niestabilnych zer Ψ(To) quasi-wielomianu 
charakterystycznego ( , )os Tχ  badanego UR w zależności od 
czasu opóźnienia.

Proponowana metoda pozwala określić nie tylko czy UR 
z czasem opóźnienia jest stabilny ale także wyznaczyć zakresy 
tego czasu, dla których UR jest stabilny. W rezultacie moż-
liwe jest określenie przypadków UR, dla których pojawienie 
się czasu opóźnienia To > 0 może prowadzić do odzyskania 
stabilności. Interesującym wynikiem jest również możliwość 
określenia przedziałów, dla których UR z czasem opóźnienia 
okresowo traci i odzyskuje stabilność.

Wykorzystanie, wszystkich zaproponowanych elementów, 
w procesie badania stabilności zobrazowane zostało szczegó-
łowo objaśnionymi przykładami analizy UR. Z analizy uzy-
skanych wyników można sformułować ogólne właściwości 
dotyczące proponowanego analogu kryterium Nyquista umoż-
liwiającego analizę warunków stabilności UR z czasem opóź-
nienia:

	− warunkiem koniecznym rozważań zagadnień stabilności UR 
z opóźnieniem jest aby wzmocnienie wysokoczęstotliwo-

ściowe k∞ transmitancji K(s) spełniało warunek:  
czyli lim ( ) 1;

s
K s

→+∞
<

	− jeżeli równanie ( ) oj TK j e ωω = − nie ma rzeczywistych rozwią-
zań (nie istnieją miejsca przecięcia ch-ki Nyquista ( )K jω  
z trajektorią graniczną) to stabilność UR z opóźnieniem  
To > 0 nie zależy od czasu opóźnienia, a jedynie od stabil-
ności UR przy braku opóźnienia (To = 0);

	− jeżeli równanie ( ) oj TK j e ωω = −  ma co najmniej jedno rze-
czywiste rozwiązanie (istnieje pulsacja graniczna 0ω∗ > ) 
to UR z czasem opóźnienia To z zakresu [0,+∞), może okre-
sowo tracić lub odzyskiwać stabilność;

	− dla każdej wartości granicznej ω∗  istnieje nieskończenie 
wiele wartości granicznych czasów opóźnienia , ,o kT ∗  dla któ-
rych pary pierwiastków s jω∗= ±  quasi-wielomianu charak-
terystycznego ,( , )o ks Tχ ∗  leżą na osi urojonej;

	− jeżeli równanie ( ) oj TK j e ωω = −  ma więcej niż jedno rozwią-
zanie rzeczywiste (istnieje kilka pulsacji granicznych ω∗ ), 
to część pulsacji granicznych ma charakter „destabilizujący” 
( ),ω ω∗ ∗

+=  a część ma charakter „stabilizujący” ( );ω ω∗ ∗
−=

	− pulsacja „stabilizująca” ω∗
−  oraz „destabilizująca” ω∗

+  
występują naprzemiennie (nie wliczając pulsacji „neutral-
nych” oω

∗ );
	− największa co do wartości pulsacja graniczna ω∗  zawsze 
jest pulsacją „destabilizującą” ;ω∗

+
	− jeżeli równanie ( ) oj TK j e ωω = −  ma pierwiastki ,s jω∗= ±  to 
zawsze istnieje takie opóźnienie krytyczne ,oT ∗  że dla 
wszystkich  UR jest zawsze niestabilny;

	− dla UR stabilnych przy To = 0 iloczyn największej (ostat-
niej) pulsacji granicznej ω∗

+  oraz odpowiadającego mu pod-
stawowego (najmniejszego) granicznego czasu opóźnienia 

oT ∗  jest równoważny zapasowi fazy oTϕ ω∗ ∗
+∆ =  analizowa-

nego UR.
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w bezzałogowych statkach powietrznych i interakcji człowiek-komputer.

Abstract: The article presents the process of extending the Nyquist criterion to a computational 
variant that allows the study of the stability of control systems with delay time To > 0. Necessary 
conditions for the stability of such systems are defined, and an operation scheme is presented that 
allows for determining the ranges of delay times that guarantee stable operation of the loop structure 
of the control system. As part of the analysis of the proposed solution, the results of the stability study 
process for control systems with example substitute dynamics of the loop structure are presented. 
The properties of the proposed stability testing mechanism for systems with delay and the interpretation 
of the obtained results are demonstrated using the example of the presented systems.
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