
Zezwala się na korzystanie z artykułu na warunkach 
licencji Creative Commons Uznanie autorstwa 4.0 Int.

1. Wprowadzenie

Problematyka sterowania obiektami frakcyjnymi spotyka się 
z coraz większym zainteresowaniem ze względu na jej duże 
spektrum oddziaływania zarówno w teorii, jak i w prak-
tyce. Rzeczywiście w literaturze przedmiotu znaleźć można 
liczne opracowania teoretyczne, angażujące obiekty stero-
wania opisane operatorami ułamkowego rzędu [1−4]. Z dru-
giej strony, implementacje praktyczne potwierdzają celowość 
prowadzenia badań, obejmujących regulację obiektów z rzą-
dem ułamkowym [5−8]. Stąd potrzeba syntezy złożonych 
układów sterowania, gwarantujących możliwie wysoką 
wydajność w kontekście predefiniowanej szybkości oraz 
dokładności działania. Jednym z rozwiązań wydaje się być 
regulacja oparta na modelu odwrotnym, pociągająca uży-
cie inwersji niejednoznacznych, także jednoznacznej inwer-
sji Moore’a-Penrose’a. Ten interesujący sposób sterowania 
gwarantuje maksymalną szybkość i dokładność obserwowa-
nych sygnałów, co zostało już potwierdzone dla obiektów 
z rzędem całkowitym [9]. Dlatego wielowymiarowe sterowanie 
perfekcyjne stanowi korzystną alternatywę dla klasycznych 
rozwiązań, głównie zorientowanych na wykorzystaniu regula-
torów PID [10, 11]. W ramach niniejszej pracy przedstawiono 
oryginalną procedurę sterowania perfekcyjnego, wykonaną 
w środowisku MATLAB. Prace nad algorytmem oparto na 
szeroko przeprowadzonej w artykule syntezie dyskutowanego 
prawa sterowania, obejmującej również zagadnienie stabilno-
ści. Uodpornianie sterowania perfekcyjnego, dedykowanego 
obiektom niecałkowitego rzędu opisanym w dyskretnej dzie-
dzinie Grünwalda-Letnikova, wykonano z użyciem niejedno-
znacznej inwersji σ.
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Symbole i skróty

A, Ad, B, C	 – macierze parametryczne
	 d 	– czas opóźnienia
	 In 	– macierz jednostkowa o wymiarze n
	 k 	– czas dyskretny
	 n 	– liczba zmiennych stanu
	 nu 	– liczba zmiennych wejściowych
	 ny 	– liczba zmiennych wyjściowych
	 q−1 	– operator przesunięcia wstecz
	 u(k)	 – wektor zmiennych sterujących
	 x(k) 	– wektor zmiennych stanu
	 y(k) 	– wektor zmiennych wyjściowych
	 yref 	– wartość zadana
	 z 	– operator zespolony
	 α	  – rząd obiektu frakcyjnego

	 β 	 – macierz implementująca stopnie swobody
	 α∆ 	 – operator różnicowy Grünwalda–Letnikova
	 (·)R 	– każda prawostronna inwersja
	 G-L	 – Grünwald-Letnikov
	 IMC 	– sterowanie z modelem odwrotnym
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Artykuł zorganizowany jest w następujący sposób. W Sek-
cji  2 opisano reprezentację Grünwalda-Letnikova i powią-
zano ją z opisem dedykowanym obiektom całkowitego rzędu, 
zdefiniowanym w dyskretnej przestrzeni stanów. Sekcja 3 
wprowadza w problematykę sterowania IMC omawianymi 
obiektami z czasem opóźnienia d = 1. Natomiast w Sek-
cjach 4 i 5 zaproponowano innowacyjne zastosowanie inwer-
sji uogólnionych w kierunku poprawy odporności sterowania 
z modelem odwrotnym. Przykłady symulacyjne kolejnej sek-
cji przemawiają za celowością podjęcia w artykule wysiłku 
badawczego. Wreszcie, w Sekcji 7 zawarto wnioski i interesu-
jące problemy otwarte.

2. Reprezentacja systemu

Rozważmy obiekt wielowymiarowy S(Ad,B,C) z jednostkowym 
opóźnieniem d = 1 o nu wejściach, ny wyjściach oraz n zmien-
nych stanu, opisany w dyskretnej przestrzeni stanów Grün-
walda-Letnikova (G–L), jak poniżej
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rzędem obiektu, a operator dyskretny G–L jest zdefiniowany 
następująco [12]
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Uwaga 1. Dla α = 1, obiekt opisany równaniami (1−3) spro-
wadza się do klasycznej formy układu z rzędem całkowitym
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gdzie symbol x0 oznacza wartość początkową wektora zmien-
nych stanu oraz A = Ad+In, gdzie In jest macierzą jednost-
kową o wymiarze n × n. Mając opis obiektu niecałkowitego 
rzędu, przejdźmy do zdefiniowania sterowania z modelem 
odwrotnym IMC (ang. inverse model control), tj. sterowania 
perfekcyjnego (ang. perfect control) w następnej sekcji.

3.	 Sterowanie z modelem odwrotnym 
(IMC)

Rozpatrzmy obiekt opisany formułami (1−3). Poniżej zsynte-
tyzowano sterowanie perfekcyjne układu wielowymiarowego, 
w szczególności prawostronnie-odwracalnego  w for-
mie nowego twierdzenia.
Twierdzenie 1. Rozważmy obiekt wielowymiarowy (1−3) z liczbą 
wejść nu wiekszą lub równą liczbie wyjść ny. Minimalizacja 
wskaźnika jakości

	 	

(5)

gdzie yref(k + 1) jest wartością referencyjną, a y(k + 1) ozna-
cza jednokrokowy deterministyczny predyktor wyjścia w postaci

	

	 (6)

angażujący

	

	 (7)

definiuje sterowanie IMC

,

		  (8)

z każdą inwersją prawostronną (CB)R wielomianu macierzo-
wego CB.

Dowód. Podstawiając formułę (8) do równania stanu (1) otrzy-
mujemy, przy uwzględnieniu jednokrokowego predyktora wyj-
ścia (6), następujące wyrażenie

 	 (9)

Stąd

	 ( 1) ( 1),k k+ = +refy y 	 (10)

co kończy dowód.

Wniosek 1. Zauważmy, że sterowanie z modelem odwrotnym 
(8), dedykowane obiektom niecałkowitego rzędu (1−3), redukuje 
się dla α = 1 do sterowania perfekcyjnego dla obiektów z rzę-
dem całkowitym (4), ostatecznie przyjmując postać

	
( ) ( ) ( 1) ( ) .k k k = + − 

R
refu CB y CAx 	 (11)

Wniosek 2. Zauważmy także, że dla obiektów frakcyjnych (1−3) 
z równą liczbą wejść i wyjść, tj. przy założeniu nu = ny, równa-
nie (8) pociąga użycie inwersji regularnej wielomianu macie-
rzowego CB, finalnie prowadząc do (CB)−1.

Znamiennym jest, że podczas projektowania sterowania 
z modelem odwrotnym efektywnie używana jest prawostronna 
inwersja wielomianu macierzowego CB (formuła 8). Jednak 
w przeciwieństwie do obiektów prawostronnie-odwracalnych, 
tj. w przypadku systemów lewostronnie-odwracalnych, nie ma 
konieczności użycia inwersji lewostronnych, gdyż sterowanie 
IMC dla takich obiektów nie istnieje. Charakterystykę dwóch 
klasycznych inwersji, często używanych podczas zwiększania 
odporności wielowymiarowego sterowania perfekcyjnego, poka-
zano w kolejnej sekcji.
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4. T- oraz σ-inwersja uogólniona

Inwersja Moore’a-Penrose’a, zredefiniowana później jako 
T-inwersja w dziedzinie czasu ciągłego i dyskretnego, jest 
szeroko znana i stosowana, głównie w kontekście projekto-
wania złożonych struktur sterowania opartych na modelu 
odwrotnym [13−17]. Z drugiej strony, dyskutowana inwersja, 
wskutek spełnienia czterech unikatowych warunków, gene-
ruje wyłącznie jednoznaczne rozwiązania, często uniemożli-
wiające użycie inwersji w różnych zagadnieniach 
teoretycznych i praktycznych [18, 19]. Rzeczywiście, zasto-
sowanie inwersji Moore’a-Penrose’a może prowadzić do nie-
stabilności, głównie obserwowanej podczas projektowania 
sterowania inwersyjnego w postaci regulacji perfekcyjnej [9]. 
Antidotum na tak zauważalne ograniczenia wydaje się być 
użycie niejednoznacznych inwersji, które w prosty sposób 
mogą stabilizować zamknięty układ regulacji [20, 21]. Do 
coraz częściej stosowanych narzędzi należy zaliczyć między 
innymi σ-inwersję, angażującą tzw. stopnie swobody. Jej 
pierwotną prawostronną postać, dedykowaną arbitralnie 
dobranej macierzy wielomianowej W 1( ),

y un n q −
×  zdefiniowano 

w następujący sposób [20]

	 	 (12)

gdzie wielomiany macierzowe 1( )s qβ −  i 1( )qβ −  stowarzyszone 
są wyłącznie z macierzą W 1( ),q −  a symbol q−1 oznacza ope-
rator przesunięcia wstecz. Znamiennym jest, że niejedno-
znaczna σ-inwersja (12) została później zredefiniowana do 
prostszej formy, jak poniżej [18]

	 2

1R 1 T 1 1 T 1( ) ( ) ( ) ( ) ,q q q qσ β β
−

− − − − =  W W 	 (13)

implementującej arbitralnie dobrane stopnie swobody 
1( ).qβ −

Zauważmy, że σ-inwersja wielomianowa (13) sprowadza się 
do klasycznej inwersji Moore’a-Penrose’a dla 1 1( ) ( ).q qβ − −= W  
Stąd mamy

	
1R T 1 1 T 1

0 ( ) ( ) ( ) .q q q
−

− − − =  W W W W 	 (14)

Znając fundamentalne informacje dotyczące dwóch inwer-
sji, przejdźmy w następnych sekcjach do ich użycia podczas 
projektowania odpornych struktur sterowania z modelem 
odwrotnym. Motywujące przykłady symulacyjne pokażą, 
że sterowanie perfekcyjne dedykowane obiektom niecałkowi-
tego rzędu (1−3) można znacząco uodpornić, głównie dzięki 
zastosowaniu σ-inwersji (13) w odnośnie do iloczynu macie-
rzy parametrycznych C i B.

5.	 Algorytm IMC z użyciem σ-inwersji 
parametrycznej

Zauważmy, że formuła sterowania perfekcyjnego (8), dedy-
kowana obiektom niecałkowitego rzędu (1−3), może przyjąć 
następujące formy

	
(15)

oraz

	
(16)

implementujące odpowiednio parametryczne T- oraz σ-inwersję, 
zdefiniowane w Sekcji IV.
Uwaga 2. Dla α = 1, algorytmy sterowania bazujące na modelu 
odwrotnym (15) i (16) sprowadzają się do formuły sterowa-
nia przeznaczonej dla obiektów całkowitego rzędu, jak poniżej

	 2

R
0,( ) ( ) ( 1) ( ) .k k kσ

 = + − refu CB y CAx 	 (17)

W kolejnej sekcji omówiono wątek stabilności dyskutowanego 
sterowania perfekcyjnego.

5.1.	 Stabilność procedury IMC dedykowanej 
obiektom ułamkowego rzędu [22]

Istotnym jest, że stabilność sterowania opartego na modelu 
odwrotnym można wyznaczyć tutaj w podobny sposób, jak 
w przypadku obiektów z rzędem całkowitym. Poniższa para 
twierdzenie-dowód zwięźle porusza to zagadnienie.
Twierdzenie 2. Rozważmy wielowymiarowy obiekt ułamkowego 
rzędu (1−3) z liczbą wejść nu większą lub równą liczbie wyjść 
ny. Załóżmy, bez straty ogólności, że yref(k) = 0 w formule ste-
rowania perfekcyjnego (8). Wtedy

 		  (18)

i ostatecznie otrzymujemy regulację ze sprzężeniem od wektora 
zmiennych stanu w postaci

	 ( ) ( ),k k−= − F Ou K x 	 (19)
gdzie

	

	 (20)

Stąd obszar stabilności sterowania opisanego wyrażeniem (19), 
także regulacji (8), koresponduje z poniższą formułą

	

	 (21)

gdzie z jest operatorem zespolonym.
Dowód. Natychmiast po przekształceniu równania (2) do 
postaci

	

	 (22)

i jego powiązaniu z równaniem stanu (1) oraz formułą (18), 
otrzymujemy wyrażenie w zwartej postaci

   		
		

(23)
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z jego reprezentacją w dziedzinie zmiennej zespolonej z, jak 
poniżej

	
		  (24)

Ostatecznie stabilność formuły (24) determinuje równanie (21), 
co kończy dowód.
Uwaga 3. Dla obiektów z rzędem całkowitym (4) sterowanie 
(19) przyjmuje następującą formę

	 ( ) ( ),k k−= − I Ou K x 	 (25)

gdzie

	
R( ) .− =I OK CB CA 	 (26)

Stąd formułę (21) należy zredukować do postaci

	 ( )Rdet ( ) .z − +nI A B CB CA 	 (27)

Po syntezie sterowania z modelem odwrotnym dla obiektów 
z ułamkowym rzędem przejdźmy do przykładów numerycznych 
w następnej sekcji. Dwie instancje regulacji – niestabilna i sta-
bilna, potwierdzą zasadność prowadzenia badań w kierunku 
zwiększania odporności procedury IMC.

6. Przykłady symulacyjne

Na wstępie należy zaznaczyć, że badania symulacyjne zostały 
wykonane w środowisku MATLAB z wykorzystaniem autor-

Rys. 1. Sterowanie perfekcyjne: zmienne 
wyjściowe, przypadek — T-inwersja
Fig. 1. Perfect control output runs — T-inverse case

Rys. 2. Sterowanie perfekcyjne: zmienne 
sterujące, przypadek — T-inwersja
Fig. 2. Perfect control input runs — T-inverse case

Rys. 3. Sterowanie perfekcyjne: zmienne wektora 
stanu, przypadek — T-inwersja
Fig. 3. Perfect control state-space runs — T-inverse 
case

Rys. 4. Sterowanie perfekcyjne: zmienne 
wyjściowe, przypadek — σ-inwersja
Fig. 4. Perfect control output runs — σ-inverse case

skiej procedury (Załącznik A). W celu pokazania wpływu 
inwersji uogólnionych na proces zwiększania odporności dys-
kutowanego prawa sterowania, przeanalizowano dwa przypadki.

Przykład 1. Rozważmy obiekt niekwadratowy ułamkowego 
rzędu z jednostkowym opóźnieniem d = 1, mający trzy 
zmienne sterujące, dwie zmienne obserwowane oraz cztery 
zmienne stanu, opisany za pomocą równań (1−3) z

0,8705 0,0581 0,4012 0,0694

0,6030 0,4578 0,5270 0,2788
,

0,2653 0,7222 0,8942 0,3794

0,8648 0,3390 0,7784 0,8647

0,4120 0,8985 0,7432

0,2399 0,9347 0,8997

0,5977 0,8179 0,0652

0,4794 0,7089 0,3359
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,
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,
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3
( 1) oraz 0,3.
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Rys. 5. Sterowanie perfekcyjne: zmienne 
sterujące, przypadek — σ-inwersja
Fig. 5. Perfect control input runs — σ-inverse case

Rys. 6. Sterowanie perfekcyjne: zmienne wektora 
stanu, przypadek — σ-inwersja
Fig. 6. Perfect control state-space runs — σ-inverse 
case

Rys. 7. Obszar stabilności — Przykład 1, k = 10
Fig. 7. A stability region — Example 1, k = 10

Rys. 8. Obszar stabilności — Przykład 2, k = 10
Fig. 8. A stability region — Example 2, k = 10

Stosując formułę sterowania (15), która implementuje 
T-inwersję Moore’a-Penrose’a, otrzymujemy sygnały (rys.  1−3) 
obserwowane podczas strategii sterowania z modelem odwrot-
nym.
Zauważmy, że mimo osiągnięcia przez układ regulacji war-

tości referencyjnych, pozostałe sygnały są niestabilne. Jed-
noznacznie ogranicza to zastosowanie wspomnianej inwersji 
w problematyce sterowania IMC. Jak okaże się w kolejnym 
przykładzie numerycznym, użycie σ-inwersji uogólnionej będzie 
istotnym remedium na obserwowane tu niekorzystne właści-
wości inwersji T.

Przykład 2. Weźmy ponownie pod uwagę obiekt (28). Stosu-
jąc prawo sterowania (16) z σ-inwersją angażującą arbitralnie 
dobrane stopnie swobody 

1
1,4145 0,5941 1,4076

( ) ,
0,9242 1,4213 1,0290

qβ −
 −
 =
 
− −  

otrzymujemy przebiegi pokazane na Rysunkach 4−6. Zna-
miennym jest, że zsyntetyzowane stopnie swobody stabilizują 
tu cały układ regulacji IMC, implementujący obiekt niecał-
kowitego rzędu.
Uwaga 4. Należy zaznaczyć, że wyznaczone w oparciu o treści 
Sekcji 5.1 obszary stabilności, odpowiednio dla Przykładu 1 
(Rys. 7) i Przykładu 2 (Rys. 8), ściśle korespondują z przebie-
gami czasowymi niestabilnej i stabilnej instancji syntetyzowa-
nego prawa sterowania. Naturalnie liczba biegunów zamkniętego 
układu regulacji związana jest z: 

1.	 liczbą zmiennych stanu obiektu opisanego formułami (1−3) 
oraz 

2.	przyjętym czasem symulacji, determinującym złożoność roz-
patrywanego systemu.
Jak wcześniej wspomniano, badania numeryczne wykonano 

na podstawie autorskiej procedury pokazanej w Załączniku A.

7. Wnioski i problemy otwarte

Przeprowadzona w ramach artykułu synteza sterowania 
z modelem odwrotnym obiektami frakcyjnymi Grünwalda-
-Letnikova wykazała, że użycie niejednoznacznej α-inwersji 
znacząco poprawia odporność wielowymiarowego sterowania 
perfekcyjnego. W przeciwieństwie do T-inwersji, wspomniana 
inwersja stabilizuje cały układ regulacji zamkniętej, co jest 
oczekiwane z punktu widzenia implementacji w praktyce. 
Co więcej, autorska procedura frakcyjnego sterowania per-
fekcyjnego potwierdziła otrzymane rezultaty w kontekście 
prowadzonej w artykule analizy stabilności. Po zestawie-
niu uzyskanych wyników, dotyczących wyłącznie obiektów 
z jednostkowym czasem opóźnienia, sformułowano następu-
jące problemy otwarte. Ciekawym zagadnieniem, wartym 
podjęcia wysiłku badawczego w przyszłości, byłoby uogól-
nienie prowadzonych prac na obiekty z czasem opóźnienia 
większym niż d = 1. Nowy algorytm IMC oraz cechy mini-
malno/nieminimalnofazowości dyskutowanych systemów, 
determinowane przez nowo wprowadzone tzw. zera sterow-
nicze różnych typów, stanowią ciekawe wyzwania poznawcze. 
Zestawione problemy otwarte będą realizowane w ramach 
przewodu doktorskiego.
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